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veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
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A    MONSEIGNEUR 

LE    COMTE 

DE  N  6  AILLE  s, 

Duc^  de-  Moucky  ,  Grand  d'Efpagne 
de  la  première  clàffè ,  Lieutenant- 
Général  des  Armées-  du  Roi ,  Che- 

'  valier  de  fes  Ordres  y  de  la  Toifon 
\d'or  âZ  Grand-  Croix  de  l'Ordre 
de  Malthe ,  Gouverneur  des  Villes 
êC  Châteaux  de  Verf ailles  &  de 
Marly  ,  Lieutenant-Général  de  la 
Province  de  Guyenne ,  êCc.  âCc,  ôdc. 

MonseVgneur, 

L^ouvRAGE  (juej^ai  Fhonncur  devons 
pré/entera  un  rapport  effcndelavec  cette fdcncc 
fublime  qui  apprend  à  conduire  les  armées  & 
à  repoujjer  les  ennemis  de  l  Etat.  Si  la  Tao- 
ûquè  a ,  pour  ainji  dire  ^  changé  de  face  de^ 
puis  environ  un  fiede  y  fi  elle  a  fait  de  nos  jours 
des  progrès  étonnans  ^  âefl  aux  Mathématt^ 
ques  dont  le  goût  ejl fi  généralement  répandu , 

Tome  /.  a* 
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çue  nous  devons  cette  révolution.  Un  Ouvrage 
qui  renferme  les  découvertes  les  plus  intére/^ 
jantes  des  Géomètres  anciens  &  modernes,  ' 
n^avoit-^il  pas  droit ,  MoNSEiobTEUR  > 
de  paroître  fous  vos  heureux  aufpices  ?  He- 
litier  des  vertus  &  des  talens  militaires  des 
Héros  de  votre  illuftre  famille  ,  yous  àve[ 
prouvé  à  Ettinghen ,  Çf  dans  toutes  les  oc^ 
cajions  ,  que  vous  étie[  digne  d^une  fi  noble 
origine.  Pendant 4a  paix  >  au  milieu  de  /V- 
iiat  que  donnent  la  naij/ance  &  lés  dignités  g  * 
au  milieu  du  tumulte  de  la  Cour ,  vous  pen* 
fe'[  y  vous  vive^  enfage  ^  protégeant  les  Arts 
&  cultivant  les  Sciences.  Mais ,  Monsei^ 
GNE  V  R  y  je  dois  mefouvenir  *que  vous  aime[ 
à  mériter  des  éloges  y  non  à  les  entendre  ,  & 
çu^on  s^expofe  à  vous  déplaire  ,  quand  on 
entreprend  de  vous  louer.  AuJR  ne  me  fuis- je 
propofé  ,  en  vous  faifant  P  hommage  public 
de  mon  Livre  ,  que   de  vous*  donner  une 
foible  marque  de  la  vive  reconnoijfance  dont 
je  fuis  pénétré  pour  leS  bontés  dont  vous 
daigne!^  m^ honorer.  ! 

Je  fuis  avec  un  profond  reJpeS  y 
MONSEIGNEUR, 

Votre  très-humble  &  très-oWMant 
Serviteur 

S  AU  RI. 
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DISCOURS 

P  RÉLIMINAIRE. 

vJuoiQUE  les  Grecs    aient  enrichi  la 
Géométrie  de  très -belles  découvertes ,  6c 

2u  ils  aient  beaucoup  travaillé  iîir  quelques 
lourbes  y  \  principalement  fur  les  SeéHons 
Coniques  9  je  ne  puis  me  perfiiader  que  leurs 
Géomètres  aient  fait  mage  de  ce  genre 
d'Analyfe  que  nous  appelions  Algèbre.  En 
effet ,  avec  quelque  fom  qu'on  parcourre  les 
Écrits  des  anciens  Grecs ,  ôc  fur-tout  ceux  dô 
Pappus  qui  a  fait  la  coUeÊtion  de  leurs  admi- 
rables découvertes ,  on  n  y  trouve  aucun 
veftige  de  notre  Analyfe.  Jk 

Le  feul  Diophante  a  fait  un  Ouvrage 
d* Algèbre  en  Langue  Grçpque ,  mais  quoi- 
qu'on ignore  le  temps  auquel  il  a  vécu ,  tout 
le- monde  convient  néanmoins  qu'il  a  écrit 
après  la  naîfTance  de  Jéfiis-Chrift.  On  pré- 
tend qu'il  avoît  compofé  treize  Livres  fur 
l'Analyfe  algébrique.  Guillaume  Xilandre 
a  donné  une  traduftîon  Latine  des  fîx 
premiers  ^  imprimée  à  Balle  en  i  jTy^  ;  les 
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autres  paroiflçnt  perdus.  Bacchet  de  Ma?ie- 
rac  en  donna  une  édition  Grecque-Latine 
en  1621.  .Enfin  le  célèbre- Fejrm|it;  en  fit 
paroître  une  autre  en  i6jOj  accompagnée 
de  plufîeurg  Notç§  très-intéieflàntçs. 

Diophante  ne  traite  nullement  de  ce 
genre  de  Problêmes  ,  que  nous  appelions 
déterminés ,  il  parle  feulement  de  cette  es- 
pèce de  Problèmes  fémi-déterminés  qui  re- 
gardent les  quarrés  ou  les  cubes  des  nombres , 
pour  la  folution  defquels  il  faut  éviter  les 
quantités  radicales ,  ce  qui  deipande  fouvent 
beaucoup  d'induftrie, 

Avant  qu'on  connut  en  Europe  les  Ou^ 
vrages  de  Diophante,  rAlgebre  des  Arabes 
étoit  déjà  affez  répandue.  F;  Lucas  Paççioli 
fit  imprimer  le  premier  un  Livre  fur  TAl- 
ebre,  qui  a  poui*  titre  :  Summa  Arithmeticc^ 
i*  Geomerriœ  ,  proportionumque  ^  proportion 
naRtatum.  Si  nous  en  croyons  WaÛis  ,  Tédi- 
'  tion  en  parut  à  Vçnife  en  1 4P4.  L'Auteur 
de  cet  Ou  vVage  avoue  qu^il  a  pris  beaucoup 
de  chofes  de  plufîeurs  Savans  qu'il  nomme , 
tels  que  Léonard  dç  Pife ,  Jordan ,  ôcc. 

F,  Lucas  parle  fort  au  long  de  TAnthmé- 
tique  &  de  1  Algèbre  ;  mais  il  ne  va  pas  au- 
^elà  des  Équations  du  fécond  degré.  Ç'eft  là. 
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atiflï  que  les  Arabes  s'étoient  arrêtés.  De 
forte  que  F.  Lucas  &  les  autres  Analyftes 
Européens  qui  l^ont  précédé  n  ont  fait  autre 
chofe  que  fimplifîér  ce  que  les  Arabes  leur 
avoient  tranfmis.  Cardan ,  s'appuyant  fur  le 
témoignage  de  Léonard  de  Wnk ,  affure  que 
nous  devons  Finvention  de  TAlgebre  à  Ma- 
homet ,  fils  de  Mofis.  A  celui-là  Ton  peut 
joindre  ur\  autre  Mahomet  de  Bagcfad  , 
Geber,  &  d'autres  dont  les  noms  lont  à 
peine  connus  ;  6c  il  efi  douteux  s'ils  fe  font 
occupés  dé  TAlgebre  ^  ou  feulement  de 
rétudç  de  rAftconpmiÇfc 

Les  Auteurs  qui  ont  écrit  avant  Cardan^ 
tels  que  Michel  Stifeli  ;  bien  plus  y  plufieurs 
de  <:€ivtx  qui  ont  travaillé  depuis  Cardan  ^ 
comme  Pierre  Nonnius  ,  Profèffeur  de  Co- 
nîmbre ,  a  ont  rien  ajoutera  cette  Science. 

En  15:4^  parut  /fe.  grand  Art  de  Jérôme 
Cardan  de  Miian  5  Ouvrage  dans^^ lequel ,  ou^ 
tre  la  réfolution  des  Équations  Quadratiques, 
on  trouve  encore  celle  des  Équations  Cubi- 
ques. Ce  Géomètre  avoue  ingénument  que  la 
méthode  de  réfoudre  les  Équations  du  troî- 
fiéme  degré'  appartient  à  Scîpion  Ferreo  de 
Boulogne.  Celui-ci  cacha  pendant  i^g- 
terops  fâ  découverte  ^,  œ  Tayant  communia 
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^uée  qu'au  |eul  Antoine  Floriclo^  Vénitien  j; 
^n Auditeur.  Ce  dernier  ayantpropofé dan» 
^n  combat  littérairç^  à  Nicolas  Tartalea  quel* 
çues  Problèmes  qi|i .  é^ppofoient  la  rifi>l\i*^ 
tien  de^  Équations  du  tf  pii^leme  dsgf  é ,  fon 
;idverfaire  travailla  avec  it^nt  de  fuçcèsquil 
trouva  e^fin  la  fplutîon  defirée^  T^rtalea 
découvrit  la  règle  à  Çardûn  ,  mais  ne  lui 
communiqua  point  la  démonftration,.  Celui-- 
ci à  force  de  tnédit^tipns  &  de  traVaUX 
trouva  &  perfedionna  cetw  démonftratioo  { 
&  comme  il  fut  le  premier  qui  k  rendît  pu* 
plique,  on  a  appelléj^/-if7?(//e  de  Cardan  ceïtç 
dans  laquelle  le  réfout  une  Equation  du  troi^ 

Çiémei  degré,  ..    *     ^^ 
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Dans  le  même  Ouvrage  de  Çafdan  on 
trovve  une  autre  déçcw^verte  plus  admirable 
encore  5  je  yeux  parler  de  ia  réfôlutiort  dqç 
Équations  du  quatrième  degré ,  que  nous  de- 
vons.^ au  témoignage  mêm§  de  ce  Géomètre , 
à  Louis  de  Ferrariis  y  fou; Auditeur.  Rapjhael 
Bombelli  la  publia  dans  fon  Algèbre  ça  in4» 
Depuis  ce  temps-là  on  a  fait  trèsrpe^_dç 
découvertes  relativement  à  la  réfôlutîôn  des 
Équaâons  ^  &  il  noUs^manqUe  encore  :&  U 
nous  manquera  fana -doute  encore  long- 
temps une  .méthode  générale  pour  réfour 
d|e  celles  qui  paifeiat^  k;  quatrième  degré  5 
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cependant  Vincent  Ricati  a  trouvé  la  ma* 
nkf e  de  r^fbudre  les  Équations  de  tous  les 
degrés  loriqu'elles  ont  certaines  conditions 
qui  les  rendent  fufceptibles  d  une  formule 
iemblable  à  celle  de  Cardan, 

Dans  ce  temps-là  les  Àlgébrîftes  ne  ùi^ 
foient  ufage  des  lettres  alphabétiques  ou  des 
autres  Hgnes  ^  que  pour  indiquer  les  quantités 
inconnues ,  emplpyant  les  nombres  pour  dé- 
figner  les  quantités  connues.  Cet  ulage  ren- 
doit  leç  folutions  ?noins  univerfelles,  &  lort 
qye  les  données  étoient  changées  dans  ui> 
Problême  de  la.  inême  efpece  , .  on  étoit 
obligé  de  recon^nencer  le  calcul, 

"  Le  célèbre  Viete ,  François ,  un  peu  avant 
1 5oo  mtroduifit  Tufage  de  donner  des  rionîs 
aux  quantités  connues  &  inconnues  par  le 
moyen  des  fymbbles  algébriques  ;  il  appella 
cela  Y  Arithmétique 'Spécieufe.  On  ne  lauroit 
douter  que  cette  méthode  n'ait  fait  changer 
de  face  à  TAÏgebre  &  rendu  les  folutiôns 
des  Problèmes  plus  faciles^  plus  fimples  & 
plus  univerfelles,    ; 

Après  Vîete ,  ■  Guillaume  Oughtred ,  An- 
glois  p  publia  trn  Livre  intitulé  Clkvis  Ma- 
thanatica^  en  i6^i.  La  même  année  parût 
l'Algèbre  de' Thomas  Ifariot  auffi  Anglois^ 
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ou vrage  pollhume ,  dont  T Auteur  étoit  mort 
en  i(Î2i»  En  i537  le  grand  Defcartes  donna 
fa  favante  Géométrie ,  qu  on  doit  plutôt  re- 
garder comme  un  Traité  d'Algèbre.  Ces  Au^ 
teurs  firent  connoître  la  formation  des  Équa- 
tions compofées ,  &  diviferent  les  Racines  en 
négatives  &  pofitives ,  en  rationnelles  &c  ra^ 
dîcales ,  en  réelles  &  imaginaires.  On  a  en^ 
fuite  découvert  plufîeurs  autres  vérités  6c 
plufieurs  ufages  qui  ont  enrichi  TAlgebre* 

On  ne  doit  pas  pafler  fous  filence  l'Ou- 
vrage pofthume  d*un  certain  Marin  Getald  de 
Ragufe ,  qui  ?  pour  titre  :  de  Compofimnc  ^  & 
Refolutione  Mathematicâ  ^  imprimé  à  Rome 
çn  idjo*  On  y  trouve  une  méthode  très- 
claîre  pour  cojxftruire  géométriquement  i  & 
pour  déterminer  les  Racines  réelles  des  Equa- 
tions du  premier  &  du  fécond  degré ,  après 
qu*elles  ont  été  réfoïues^ 

Mais  le  célèbre  Defcartes  a  rendu  le  plus 
grand  fçrviçe  aux  Mathématiques  en  appli- 
quant TAnalyfe  aux  Courbes  :  car  il  a  dé:- 
montré  leurs  propriétés  &  conftruit  par  leur 
moyen  les  Équations  fupérieures  au  fécond 
degré.  Plufîeurs  Géomètres  travaillant  après 
fejs  idées  ont  répandu  une  nouvelle  lumière 
fur  ces  matières  V  parmi  lefqu^ls  oÂ-  d^iti 
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compter  4e  célèbre  RabueV,  qui  nous  a 
donné  un  Commentaire  très-favant  fur  la 
Géométrie  deDefcartes» 

Il  feroit  trop  long  de  faire  mention  îd  de 
tous  les  Analyftes  qui  ont  écrit  après  Defcar- 
tes  ;  je  me  contenterai  de  parler  de  ce  qui  me 
paroîtra  le  plus  digne  d  attention.  Première^' 
ment^  quoiqu'une  Équation  ait  des  Racijties 
réelles^  il  eft  fouvent  très -pénible  de  les 
trouver.  Les  Analyftes  ont  donné  plufîeurs 
méthodes  pour  y  parvenir  ;  maïs  le  favant 
Claîraut  paroît  avoir  épuifé  la  matiere.^  Bieii 
plus ,  il  a  enfeigné  la  manière  de  trouver  les 
radeurs  Rationels  du  fécond  degré  quï 
peuvent  divifer  une  Formule  donnée. 

Ler  fubtîl  Taylor  ayant  propofé  un  cer^- 
tain  Problême  à  tous  les  Mathématiciens 
non  Anglois ,  Jean  Bernoulli ,  Jaçob  Her-. 
man  ,  Gabriel  Manfredi  &  Julien  de  Fa- 
gnan  découvrirent  la  méthode,  de  réfoudre 
plufieurs  Binômes  &  Trinômes  en  Faâçurs 
réels  du  fécond  degré.  Les  ouvrages  po^ 
thumes  de  M.  Cotes  prouvent  affez  que 
cette  méthode  ne  lui  étoît  pas  inconnue: 
puisqu'on  y  trouve  un  Théorème  très-élégant 
fur  la  divifîon  de  la  circonférence  d'un  Cçr* 
çle  en  parties  égs^es^^  qui  ejft  le  fondç^eot  49 
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cette  iiftveiition*  Il  ne  fera  pas  mutile  de 
Ure  ce  que  le  célèbre  Euler  a  écrit  iiir  cette 
matière  dans  fon  Introdudion  à  rAnalyfc 
des  infiniment-petits.  Le  célèbre  M.  d*Alem* 
bert  a  démontré  que  toutes  les  quantité* 
imaginaires  de  quelle  forme  qu*elles  foient  ^ 
jieuvent  toujours  fe  réduire  à  la  forme 
A  H-  B-  V(  —  I  )^  A  &  Q^  étant  des  quan- 
tités réelles.  - 

Euler  a  ajouté  à  TAnalyte  le  nouveau 
Calcul  des  Sinus  &  des  Co^finus  ^  qui  eiï  de 
la  plus  grande  utilité.  Vincent  Bicati  ne  s'eft 
pas  çoutienté  d'augmenter  ce  Calcul  y  il  a  in«- 
venbté  celui  des  finus  &  dès  co-finus  hyper- 
boliques y  qu]  ont  une  très^^rande  analogie 
avec  les  circulaires. 

Plufieurs  Savans  ont  fait  ufage  des  Séries  ^ 
ceux  fur -tout  qui  ont  traité  de  probabilités 
dan^  les  Kafards,  comme  Mohtmort,  Jac* 
ques  BernouIU  &  Moivre  ;  nxais  Vincent. 
Riçati  a  parlé  fort  au  long  de  cette  matière 
dans  un  Ouvrage  intitulé  i  de .  Seriebus  reci- 
pieniibus  fummam  algehradcum  ^  xiutexponen- 
tîaltm  Commentariusn     ; 

-  L*iifâge  dé  TAIgebre  xfeits  la  Gébm^rie  a 
«été-  jieii'fèftkkihé.ôc  augmente  depuis  Ddcar- 
t^  Net^ton  mxïs'»  donné  Vénuméràtiofl  des 
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lignes  du  troi(îéme  or(|re  ^  niai$  fans  démons- 
tration &  fans;  parler  des  règles  qu  il  ayoif 
fuivies  ;  de  forte  qu  on  Ta  açcufé  d'avoir 
^crit  plutôt  pour  fe  faire  admirer  que  pour 
inflruire.  Cependant  on  s'eil  apperçu  quet  fà 
méthode  étoit  fondée  fur  le  parallélogramr 
me  analytique  que  le  favant  de^Gua  a  changé 
en  triangle.  Le  célèbre  Sdrling  non-feule*- 
ment  a  développé  les  principes  de  Newton , 
il  a  Inême  corrigé  avec  foin  les  erreurs  qui 
étoient  échappées  à  ce  grand  homme.  Après 
lui  M.  Nicole  nous  a  donné  dan&  les  Mé-> 
moires  de  l'Académie  des  Sciences  Ténu^ 
mération  des  Lignes  du  troifîéme  ordre ,  en 
développant  tous  les  principes  que  Newton 
avoit  pu  fuivre»  M.  de  Bragelogne  a  aufU  en« 
trepris  Ténumératlon  des  lignes  du  quatrième 
ordre  ;  mais  foii  travail  eft  imparfait.  Il  a 
parlé  fort  au  long  des  points  multiples  5  mais 
il  n'a  preique  rien  dit  des  branches  infinies* 
Le  célèbre  de  Gua  a  dév^oppé  dans  un  ià? 
vant  Ouvrage  les  ufages  de  TAnalyfe  Carthé- 
(ienne  pour  la  recherche  des  propriétés  des 
Lignes  géométriques  d*un  ordre  quelconque* 
Ce  Mathénîatieien  auroit  ^  pour  ainH  dire^ 
épuifé  cette  théorie ,  s*il  n  étoit  tombé  dans 
yne  efpece  de  paralogifit^e.^  en  voulant  jih 
ger  des  Séries.par  leur  feul  premi^ 
Cette  recherche  a  été  enfin  ^nîe  par  Cramiei: 
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dans  fon  Livre  intitulé  :  Introduâion  à  PA^ 
nalyfe  des  Lignes  courbes  algébriques.  Cet 
Ouvrage  in-^"^,  de  680  pages  a  été  imprimé 
à  Genève  eft  1 7  j  o.  U Auteur  y  fait  ufage  du 
Triangle  algébrique ,  ce  qui  rend  fes  opéra- 
tions longues  &  pénibles  ;  il  ne  parle  d'ail- 
leurs ni  des  courbes  qu  on  appelle  tranfcen- 
dantes ,  ni  des  courbes  à  double,  courbure. 

Peu  de  temps  auparavant  avoit  paru  Pin- 
troduàion  à  rÂnalyJe  des  infiniment-petits  de 
M.  Euler ,  Ouvrage  latin ,  en  deux  volumes 
în-4*^.  Cet  Auteur  traite ,  comme  Cramer , 
des  branches  infinies  des  courbes  &  de  leurs 
genres  ,  des  points  de  contaft ,  des  raybns 
ofculateurs ,  des  points  finguliers ,  des  points 
conjugués  ou  folitaires  j  des  points  multiples , 
&c.  Ces  Savans  font  d'accord  dans  les  con- 
féquences  ,  quoique  leurs  méthodes  foîent 
différentes  :  mais  celle  d*Euler  eft  plus  fa- 
cile à  entendre  6c  à  retenir* 

Oritre  les  Ouvragée  doiit  hôuô  venons 
de  parler,  il  y  en  a  plufieurs  autres  dont 
nous  croyons  devoir  faire  mention  3,  telle 
eft  r Algèbre  de  Jean  Wallis  ,  Angloîs  , 
qu  on  trouve  dans  le  fécond  Tome  de  fes 
Ouvrages  J  le  Chevalier  Newton  dans  fou 
Arithmétique   univerfelle ,  Ouvrage  très- 
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digne  d'un  fi  grand  Géomètre  ;  le  Marquis 
deLhôpital^  qui  dans  (on  Traité  des  Se£don8 
Coniques  parle  des  équations  fupérieures  au 
fécond  degré  ;  le  célèbre  Bofcovich,  Clairaut, 
dont  TAlgebre  a  fait  tant  de  bruk  ;  M acSau« 
rin  ,  Saunderfon  ,  Emerfon  ;  TAlgebre  de 
M.  Bezout ,  celle  de  M*  T  Abbé  Marie ,  celle 
de  M.  TAbbé  Boflut  qui  a  paru  en  1773  ;  ^^ 
traduction  françoife  de  celle  de  M.  Euler  ^  en 
deux  voL  in-B^.  qui  a  paru  la  même  année. 
Nous  avons  renfermé  dans  notre  Ouvrage  les 
découvertes  &  les  méthodes  les  plus  digne» 
d'attention  qu  on  trouve  dans  les  Livres  dont 
nous  venons  de  parler, &  nous  avons  tâché  de 
les  mettre  à  la  portée  des  efprits  médiocres. 

Le  Père  Reineau  de  TOrâtoire  toous  a 
^ôhné  en  1708  un  Cours  complet  intitulé 
VAndyfe  demontr/e.  Il  faut  convenir  que  cet 
Ouvrage  a  formé  plufieurs  Mathématiciens  ; 
msûs  parce  que  dans  ce  temp$4à  les  décou- 
vertes des  grands  hommes ,  fur-tout  dans  le 
calcul  intégral  >  étoient  très-fréquentes  ,  cet 
Ouvrage  eft  aujourd'hui  très-imparfait*  Je 
ne  dois  pas  pa^Fer  fous  filence  le  Cours  de 
M.  Wolf  ;  mais  cet  Auteur  n  a  donné  que 
les  premiers  élémens  de  l'Algèbre.  Là  cé- 
lèbre Marie  Agnefi  a  publié  en  1748  de 
lavantes  Inititutions  analytiques  en  deux  vq- 
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lûmes  în-4^.  Cet  Ouvrage  Icalien  ^  qui  a  été 
reçu  avec  applaudiflement  ^  a  eu  le  plus 
ffrand  fuccès  ,  ai  il  n  eft  plus  poffible  au« 
joi}rd'hui  de  le  le  procurer  à  quelque  prix 
que  ce  foit.  Enfin  Vincent  Ricati  Ôc  Jérôme 
Saladini  ont  compofé  de  concert  des  InA 
titutions  analytiques  en  deux  volumes  in^foL 
Dans  le  premier  Tome  ^  en  3po  pages<^  on 
trouve  r  Algèbre  &  Ton  application  à  la  Géo* 
snétrie  avec  le  Calcul  des  unus  &  des  co-finus  ^ 
£c  un  Traité  de  lignes  courbes  algébriques  | 
«mais  il  n'y  eft  pas  quefHon  de  courbes  tranf^ 
cendantes  ,  ni  à  double  courbure.  Le  fe* 
cond  Tome^  en  7(?p  pages  ^traite  du  Calcul 
Différentiel  de  du  Cakm  Intégral  y  j'en  ren* 
drai  compte  dans  le  Difcours  Préliminaire 
qui  précédra  la  féconde  Partie  de  ce  Cours  de 
Mathématiques  :  mais  cet  Ouvrage  latin  eft 
peu  connu  en  France. 

Il  nous  refte  maintenant  à  donner  une 
idée  tant  de  la  méthode  que  nous  avons 
âiivie  ,  que  des  matières  que  nous  avonsf 
traitées.  Nous  avons  dîvifé  notre  Ouvrage 
en  deux  parties  ^  la  première  ,  dont  nous 
allons  rendre  compte ,  renferme  le  Cakul  ^ 
la Géoméitrie ^  les  Courbes  algébriques,  les 
Courbés  transcendantes  ôfc  à  double  cour- 
bure; Dans  le  pronier-  Vokme  je  traite 
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d'abord  des  règles  ordinaires  de  T Arithmé- 
tique ^  des  Fraâions  ordinaires  &  décimales  ^^ 
de  révaluadoh  des  fradions  ,  de  la  multi*- 
plication  &  divifiôn  des  Nombres  complei:e84 
Je  palTe  tout  de  fuite  à  TÂlgebre ,  dont  j'ai 
dévelop]|)é  les  règles  le  plus  clairement  qu'il 
m'a  été  poffible;  je  n'ai  pas  oublié  de  don* 
ner  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  quantités  y  mé* 
thode  utile  dans  la  réfoludon  des  équations  ; 
je  viens  enfuite  à  la  formadon'  des  puiâances 
des  Monomei  &  Polynômes ,  à  l'extradion  : 
des  Racines  ^  au  calcul  des  Radicaux  ôc  des 
Expofans ,  &  je  démontre  la  fameufe  For-  • 
mmë  du  Binôme  de  Nevton  :  fuivent  les 
raifons  &  les  proportions.  Je  parle  bien- 
tôt après  des  progteflions  arithmétiques 
àc  géométriques  ;  je  développe  enfuite  la 
la  théorie  des  Logarithmes  &  leurs  ufages  '^. 
Je  vienis  après  cela  aux  Equations  ;  je  don-^ 
ne  d'abord  quelques  principes  y  mais  j'en  fais 
tout  de  fuite  l'application  à  pluCeufs  quef-- 
rions  très-intéreuantes.  Après  avoir  parlé  des 
Problèmes  déterminés  ^  )t  pafle  à  ceux  que 
les  Géomttres  appellent  indéterminés ,  fémi- 


M* 


*  Ui&vention  en  «ft  due  au  célèbre  Hepier,  Ecoffojs  ^  & 
on  la  regarde ,  avec  raifon,  comme  une  des  plus  belles  décou- 
vertes ,  dont  les  Mathématiques  aient  été  enrichies  dans  ces 
derniers  fiedes.  '        .  . 
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déterminée  &  plus  que  déterminés.  Je  réfous 
douze  Problêmes  fémi-déterminés  du  premier 
degré ,  &  cinquante-deux  des  degrés  fupé- 
rieurs  :  car  ce  n  eft  que  par  le  grand  nomr 
bre  d  exemples  qu'on  peut  fe  flattef  de  for- 
mer les  jeunes  Géomètres  î  mais*  j'ai  eu  Tat- 
tention  de  rendre  les  folutîons  faciles ,  &  de 
choifîr  des  queflion$  capables  de  piquer  la 
curiofité  des  Conimençans. 

De-là  pafTant  aux  Equations  du  fecond  de- 
gré à  plufieurs  inconnues  ,  je  donne  la  mé- 
thode de  réfoudre  ces  fortee  d'équations  , 
&  j'en  fais  l'application  à  plufieurs  Problê- 
mes intérefTans.  Je  n'oublie  pas  de  parkr,  des 
Equations  à  deux  termes  ,  de  celles  qui  ^ 
quoique  plus  élevées  que  le  fecpnd  degré  , 
peuvent  néanmoins  fe  réfçudre  par  la  mé- 
thode du  fécond  ;  &  à  cette  occafioi^  je  donne 
une  formule  générale^  pouif  avoir  la  racine  m 
d'une  quantité  de  cette  forme  a*"-!-  b ,  ^  étant 
ime  quantité  fort  petite  en  eomparaifonde^^'^^ 

Je  parte  tout  dé  fuite  aux  équations  de 
tous  les  degrés  ^  dont  je  développe  là  for- 
mation ;  j'apprends  à  défivrer  une  équa- 
tion des  radicaux  ,  de  {on  fécond  terme  , 
des  fradions  qu  eUe  peut  contenir ,  du  cocA 
ficient de  fon  premier  terme  ;  à  changer  les. 
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racines  pofitives  en  négatives  ^  de  réciprcH 
qiiemcnt  ;  à  chàngef  k»  racines  d'une  ^qua« 
tioà  &ns  les  connoître ,  foit  en  les  augmen-» 
tant  ou  en  les  'diminuant  d  une  quantité 
donnée  ^  ou  en  fiiifant  qu'elles  foient  à  ce 
qu  elles  âroient  dans  un  rapport  dpnné  \ 
à  trouvet  les^mttes  des^  racines  d  une  équa^ 
tîoji  ;  à  trouver  les  racines  commenruraDled 
&  les  diviieurs  nadonels  tant  du  premier  que 
du  fécond  degrés  Je  traite  après  cela  de  la 
réiblution  des  équations  par  le  moyen  des 
divîfeurs  d'un  ordre  quelconque.  J'apprends 
enfutte  à  trouver  les  racines  approchées  ^ 
lorfqu'on  ne.  peut  pas  en  avoir  d  exaâes  ;  à 
trouver  les  racines  égales  d'une  équation 
quand  il  y  en  a#  Je  donne  k  méthode  de  trou- 
ver les  racines  de  tous  les  degrés  d'une  quan^ 
tité  de  cette  forme  A  •+-  \/  B,  ce  quon  ne 
favoîc  faire  dais  tous  les  cas  que  pour  quel- 
ques degiiés.  Lès  Équations  du  troiuéme  &  du 
quatrième^  degré  font  trop  célèbres  pour  les 
paffer  fbuà  fdence  ;  c'efi  pourquoi  j'en  ai  parlé 
affez  au  long«  J'ai  cru  même  faire  plaifir  à 
mes  LeÛeurs  en  leur  expliquant  une  méthode 
très-élégante  de  réfoudre  les  équations  du 
quatrième  degré  ^  que  nous  devons  au  favant 
Êulen 

Quoi  quil  n*y  ait  aucune  méthode ,  du 
ipoins  pratiquable^pour  réfoudre  les  équa- 
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tions  fupérieures  dans  tous  les  cas  ^  cepem 
dant  lorfqu'une  des  racines  peut  s'exprimer 
par  une  formule  femblable  à  celle  derCardan, 
on  peut  trouver  cette  racine  ,  ainfi  que  je 
Tai  tait  voir  par  plufieurs  exemples  ;  j'ai  donc 
cru  deyoir  donner  la  méthode  j^énérale  pour 
cormoître  les  Equations  qui  fe  Gpuvent  dans 
ce  cas.  Je  parle  enfuite  de  Tlnfini ,  des  Sé- 
ries ou  Suites  des  Nombre  figurés  &  Poly- 
gones ;  de,  la  méthode  de  trouver  le  terme 
général  &  le  terme  fommatoire  des  fuites,  foit 
algébriques,  foit  récurrentes ,  foit  algébrico^ 
géométriques*  Outre  les  Séries  récurrentes 
ordinaires  &  qu'on  peut  appeller  Séries  récura- 
rentes  Jimptes  y  j'ai  encore  parlé  d'une  autre 
efpece  de  Séries  récurrentes  que  j'appelle 
compofées  :  elles  fe  forment  d'un  certain  nomr 
bre  de  termes  antécédens ,  multipliés  par  desr 
quantités  confiantes ,  en  ajoutant  à  leur  fom- 
me  une  même  quantité  pofitive  ou  négative. 

Parce  que  les  Séries  récurrentes  peuvent 
être  d'im  grand  fecours  dans  la  recherche  des 
racines  des  équations  y  j'ai  cru  devoir  déve- 
lopper les  principes  fur  lefquels  cette  métho- 
de eft  fondée,  en  faifant  voir  par  plufieurs 
exemples  la  manière  dont  on  doit  s'en  fer- 
vir  r  enfin  je  termine  riion  Traité  d'Algè- 
bre par  la  théorie  des  Fraâions  continues^* 
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dont  on  peut  Étire  ufage  dans  la  réfolution 
de  plufieurs  Problêmes.  M*  de  la  Grange  en 
a  traité,  fort  au  long  dans  les  Addidons  qu'on 
trouve  à  la  fin  de  TEdirion  françoife  des  Elé- 
mens  d*  Algèbre  de  M.  Ëuler.  Mais  la  théorie 
de  ce  grand  Géomètre  paroît  trop  favante 
pour  êtremife  à  la  fuite  d'un  Ouvrage  aufli  élé- 
mentaire que  celui  de  M.  Euler  ;  ce  nejà  pas 
que  nous  foyons  de  1  avis  de  ceux  qui  affurent 
(  voyez  r Avertiflement  des  Editeurs  de  Tori- 
ginal  )  qu'un  jeune  homme  qui  avoit  appris 
le  Métier  de  Taillçur ,  &  qui  ne  pouvoiit  être 
mis  9  qus^nt  à  fa  capacité  ^  qu'au  rang  des  ef- 
prits  ofiinaires  ,  avok  non-feulement  très- 
Dien  faifi  tout  ce  que  fon  Maître  lui  eaifei- 
gnoit  &  lui  didoit ,  .mais  qu'il  s'étoit  encore 
trouvé  en  peu  de  tems  en  état  d'achever  tout 
feul  les  Calculs  algébriques  les  plus  difficiles^ 
&  de  refondre  prompt^ient  toutes  les^  queA 
dons  analytiques  qu'on  luipropofoit.  Ce  fontr 
là  de  pures  fables  qu'on  voudra  bien  nouSi 
difpenler  de  croire.  Nous  ne  révoquons  pas 
cependant  le  &ie  en  doute  :  nous  prétendons 
feulement  que  le  jeune  homme  en  queftion 
avoit  des  cÊfpofidons  plus  que  communes  ^ 
parce  que  ^  quoique  l'Ouvrage  de  M^  Euler 
loit  écrit  avec  beaucoup  de  niéthode  &  de 
wçtteté ,  i^n  efprit;  ordipaire  ne  peut  fe  flatter 
de  l'apprendre  qu  avec  beaucoup  dfe  peine  ûc 
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de  travail  *.  Au  refte  nous  avons  parcouru 
cetÉC  Algebrç  avec  beaucoup  cFattentîon  y 
&  quoiqu  elle  ne  foif  pas  comiplettè  ^  la  lec- 
ture peut  cependant  en  être  très-utile  aux 
Commençans;  Mais  on  trouvera  dans  là  nôtre 
tout  ce  qu  il  y-  a  d'intéfeffartt  dartt  aeHô  du 
favant  Auteur  dont  riotfô  Verions  de  f^ûtty 
&  fur-tout  les  méth€xdes  qui  regardent  l^Atiâ* 
lyfe  de  Diophante  ^  avec  plufieurfi  Pfôfetlîïiei 
Qont  cç  Savant  n'a  point  partie. 

Il  feroît  difficile  de  fixer  l'époque  dé 
Torigine  dé  la  Géoniétrie  j  mais  on  rie  peut 
douter  qu'elle  ne  foit  de  la  plus  grande  anti-^ 
quité  :  dès^  les  premiers  temps  on  eut  befoin 
de  mëfurèr  les  terrêlfts ,  fit  bientôt  après  14 
Curiofité  porta  les  hommes  à  chercher  des 
méthodes  pour  cônnoître  la  largeur  d  une 
rivière  qu'on  ne  {îouvôit  pàfîer ,  la  hauteur 
d'une  montagne,  la  folidité  d'une  muraille , 
&c.  oh^âtona  ftris  doute  long-temps ,  &  ce 
ne  fiit  qu'après  bien  des  eflbrts  qu'on  trouva 
des  môyen^  faciles  de  réuffin  Êuclide  fut  l0 
premier ',  il  y  a  environ  deux  mille  ans ,  qui 
fit  là  doUeâiôn  dès  Principes  Géométrîquésf 

Connus  dç  fon  tempç  :  &  ion  Ouvrage  coh- 

-  •  •  '  '  .  ■    ■ 
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facré  par  Teftime  générale  des  fîécles  éclai- 
rés ^  eft  un  de  ces  monumens  précieux  qui 
ont  échappé  aux  injures  des  temps» 

La  Géométrie ,  comme  tout  le  monde  le 
fait^  n  efi  autre  chofe  que  la  Science  à&  TEf^ 
pace  ou  de  l'Étendue  en  longueur  ,  largeur 
&  profondeur }  c*eft-à-<lire ,  la  Science  des 
Lignes  y  des  Surfaces  âc  des  Solides.  Après 
avoir  parlé  de  rAlgebre-^  je  viens  à  ht  Géo- 
métrie ;  je  traite  a  abord  des  Lignes  ôc  de 
leurs-  propriétés  ^  des  Angles  &  de  leurs  mè* 
fures.  Les  Géomètres  enfeignent  communé* 
ment  que  les  Angles  qui  ont  les  côtés  pa^ 
ralleles  font  égaux  :  je  démontre  qu  ils  font 
égaux  y  ou  fupplémens  Tun  de  Tautre,  Je 
parie  des  Fégalité  &  de  la  iimilitude  des 
triangles ,  des  Lignes  proportionnelles ,  &c. 
Je  paUe  à  la  mefure  &  au  rapport  des  Sur- 
faces y  aux  propriétés  des  Plans  y  aux  Angle» 
iblides  y  &c.  Je  traite  enfuite  de»  Solides  > 
de  la  mefûre  &  du  rapport  de  leur  furfàëe 
&  de  leur  folidité,  Enltn  venant  à  la  Tri- 
gonométrie ,  je  (léveloppe  les  méthodes 
connues  de  réfoudre  ks  Triangles ,  foît  rec* 
tangles  foit  obliquangles».  J'apprends  à  me- 
furer  la  largeur  d'une  Rivière  ,  la  hauteur 
d  une  Tour  y  celle  d^une  Montagne  y  la  dit 
tance  de  deux  Lieux  inaCceffibles }  à  lever 
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une  Carte  Géographique  ;  à  trouver  Iç  rap- 
port approché  du  Diamètre  à  h  çircpafé- 
rénce  d.un  Çerçlçi^ftcç, 

Reprenant  enfuite  la  théorie  des  Sinus  , 
.  Cp-finus ,  Tangentes ,  Co-tangentçs  , .  &c. 
j^enfeignç  à  trouver  foit  le  Sinus  ^  foit  le  Co- 
finuç  y  foit  la  Tangente ,  foit  la  Co-tangenté 
•  des  Arcs  multiples.  J'applique  cette  théorie 
.  à  la  réfolution  des  Equatiqns  dii  troifiéme 
degré  dans  le  cas  irrédu6lible-  Enfin  je  ré- 
fous ce  Problème  :  couper  1?  demi-circonfé- 
rence d'uji  Cercle  eri  vin  qombre  quelconque 
de  parties  ^g^les  par  des  lignes  tirées  d'un 
point  y  fitué  fur  le  diamètre ,  mais  hors  du 
centre  ;  l'Équation  à  laquelle  je  parviens , 
renferme  Iç  bçîtu  Théorème  de  m.  Cote?, 

Après  avoir  parlé  de  la  Trigonométrie 
plane  qu  reâilign^e ,  je  dévçloppe  les  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie  fphérique ,  fcience 
dor\t.on  ne  peut  fe  paffer  dans  l'Afironomie, 
&  qui  eft  <i'une  fi  grande  utilité  dans  la  na- 
vigation. J'ai  tâché  de  la  rtiettre  à  la  por- 
téç  des  efprits  ordinaires ,  en  la  préfentant 
fous  un  point  de  vue  facile  à  faîfir ,  &  écar- 
tant- toutes  les  inutilités  dont  certains  Au- 
teurs ont ,  pour  ainfi  dire ,  accablé  ççtte  par- 
|iç  dQ  la  Géométrie, 
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Pour  traiter  les  chofes  dans  Tordre  le  plus 
naturel  qu  il  foit  poffible ,  je  n  ai  pas  fait  dif- 
ficulté de  faire  ulage  de  TAlgebre  toutes  les 
fois  qu  il  m*a  paru  qu  elle  pouvoit  Amplifier 
Jes  d^monilrations  géométriques.  Ceux  qui 
.ont  traité  la  Géométrie  avant  F  Algèbre  ont 
été  obligés  non-feulement  de  rendre  leur 
ouvrage  plus  long ,  mais  encore  de  renvoyer 
à  TAlgebre  des  queftions  qui  doivent  riatu* 
relletpent  être  placées  dans  la  Géométrie , 
inconvénient  qui  ne  me  paroît  pas  petit. 

Tel  eft  le  premier  volume  de  notre  Cours 
de  Mathématiques.  Le  fécond  contient  la 
Géométrie fu^lime  ou  la  Géométrie  des  Qpur:- 
bes.  Les  Courbes ,  comme  tout  le  monde  le 
fçaitjfbnt  de  trois  efpeces^géométriques  ou  al- 

fébriques ,  tranfcendantes ,  &  à  double  cour* 
ure.  Parmi  les  Courbes  algébriques,  les  Sec- 
tions  Coniques  tiennent  le  premier  rang  à  cau*- 
fe  de  leur  utilité  dans  \q$  Arts ,  TAftronomie  & 
laMéchanique  :  elles  n  étoient  pas  inconnues 
aux  anciens  Gépmetres  Grecs  y  qui  s'en  (ont 
beaucoup  occupés.  Je  commence  donc  par 
développer-les  propriétés  de  ces  Courbes  ;  je 
n'oublie  pas  de  parler  des  Logarithnieç  hyper- 
boliques ordinsdres  ,  des  Logarithmes  Am- 
ples ou  d'une  dimenfion,  des  Sinus  &  Co-finus 
hyperboliques.  Jç  viens  aux  Sç£tions  corûr 
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qu^des  genres  fupérieurs,  &  je  fais  voir  que 
totite  équation  d*un  degré  impair  a  au  moins 
une  racine  réelle ,  &  que  fi  elle  en  a  plu- 
fietirs  elles  font  toujours  en  nombre  impair  ; 
de  forte  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nombre  pair  :  siu  contraire  les  Equa- 
tions de  degré  pair  ont  des  racines  réelles  en 
nombre  pair ,  ou  n'en  ont  aucune.  Je  parle 
auffi  de  quelques  ufages  dfes  Sedions  Coni- 
ques j  &  je  donne  une  idée  de  la  manière 
dont  on  emploie  la  Parabole  &  TEllipfe  dans 
la  conftruâion  des^  vaifleaux.  Je  fais  voir  aufli 
que  la  fufée  d  une  montre  doit  avoir  la  figure 
a  un  liypefboloïde  fofmé  par.  la  révolution 
d^uft  hyperbole  autour  de  fon  afymptote. 

'  Après  les  Seâions  Coniques ,  je  parlé  des 
Courbes  Algébriques  de  tous  lés  genres; 
j'apprends  à  décrire  la  Courbe  lorfqu'on  a 
fon  équation  ;  je  traite  enfuite  dé  la  méthode 
des  Interpolations  ,  fi  utile  dans^^  TAftrono- 
mie.  De-Ià  pafTant  à  d'autres  objets ,  j^enfei- 
gne  à  tranfporter rÉquatîpn  d'une  Courbe, 
dont  les  Axes  des  ;x  &  des  y  forment  un 
Angle  donné ,  à  dautres  Axés  dont  TAnglè 
foît  difKfent  :  je  démontrë;  que  les  feules 
Lignes  droites  font  défighéeé  par  une  Équa- 
tion du  premier  degré  à  une  ou  plufieurs  in- 
connues. Je  parle  aulfi  de  qû^ques  pro- 
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priétés  dç  Lignes  de  tous  lés  ordres.  Je  fâift 
voir  enfuite  que  le&  Lignes  du  fécond  ordre 
font  repréfentées  par  des  Équations  du  fe* 
cond  degré  ;  j'indique  les  marques  auxquelles 
on  peut  reconnoître  fi  une  Ligné  du  fécond 
ordre  efl:  EUipfe ,  Parabole  ou  Hyperbole, 
Je  pa(fe  auffi-tét  après  aux  propriétés  des 
Lignes  du  troifiéme  ordre  j  aux  Branches 
infinies  des  Courbes ,  &  à  leurs  Afymp*- 
totes  reÊtilignès  ou  curvilignes.  Je  donne  « 
nftédiode  de  dîvifer  les  Lignœ  d'un  même 
ordre  en  eipeces.  Led  Lignés  du  fecond  ordre 
font  au  nomore  de  trois  ;  fçavoir ,  la  Para- 
bole ^  TEUipfe  &  rHyperbôlô  5  mais  les 
Lignés  du  troifiéme  ordre  ont  fèize  efpecesr, 
J*âi  fuivi  la  méthode  de  M.  Euler ,  qui  m'a 
paru  préférable  à  celle  du  grand  Nevton, 
Je  parle  enfuité  d'une  autre  méthode  pour 
trouver  les  Afymptotés  des  Courbes  :  elle 
efl  fondée  fur  les  propriétés  du  Quarré  anar 
lytique  ou  algébrique ,  dont  je  développe 
la  cohftruftion  &  les  ufages ,  pour  trouver 
les  valeurs  d'une  inconnue  par  wle  Série 
qui  contienne  Tautre  inconnue  qui  fe  trouve 
dans  Téquation  propofôé  :  je  traité  âulfi  du 
ï^tour  des  Suites ,  &  je  donne  la  méthode 
d'exprimer  un  Nombre  par  fon  Logarithme, 
Je  parle  cnfuîte  des  diamètres  6c  du  centre 
dea  Courbes ,  de  kurs  tangeiite^  ôc  de  leuf 


XKviij    :    DISCOURS 


"«— •• 


courbure ,  de  leur  figuré  dans  un  efpace  fini  ; 
des  Lignes  courbes'  décrites  par  le  moyen 
des  inftrumens  ;  des  Courbes  dont  on  trouve 
réquation  par  des  propriétés. <lonnées  qiji  dé- 
pendent de  plufîeurs  points  de  fedion  ;  des 
Coprbes  femblables  j  des  interfedions  des 
Lignes  algébriques  ;  de  la  cpnftru£lion  des 
Problêmes  &  des  Équations.  Je  réfous  plu- 
fîeurs équations  déterminées  du  fécond  degré, 
&  plufieurs  Problêmes  giéométriques.  Je  traite 
aufli-tôt  après  de  la  couftrùâion  des  Équa- 
tions du  fecbnd  degré  a  deux  inconnues, 
de  la  réfolution  des  Équations  déterminées 
du  troifiéi?ie'&  du  quatrième  degré,  des 
Problêmes  déterminé» &  indéterminés,  des 
Degrés  fupérieurs  >  &  je  donne  une  méthode 
par  laquelle  on  -peut  facîkment  conftruire 
-une  équation  déterminée  d'-un  degré  quel- 
conque :  enfin  je  feis  voir  comment  on  peut 
trouver  les  Racines  réelles  d'une  Équation 
numérique  à  une  feule  inconnue, 

Les^  Courbes  tranfcendantes  ,  qu'on  ap- 
pelle encore  méchaniques  ,  devant  faire  par- 
de  d'un  Cours  compfct  de  Mathématiques  ^ 
j'ai  cru  devoir  parler  des  plus  fameufes ,- telles 
que  la  Ligne  des  finus  ôc  des  co*finus ,  les 
Spirales  de  difFérens  genres  ,  la  Quadratrice 
de Dinoftrate^  la  Cycloïde^j;  la  Logarithmi- 
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que ,  &  je  n  ai  pas  oublié  les  Courbes  que 
M.  Leibnitz  appelle  intcrcendantes. 

Outre  les  Lignes  dont  nous  venons  dt 
parler^  qui  font  toujours  fituées  fur  une 
lurface  plane ,  les  Géomètres  modernes  con- 
(iderent  encore  les  Courbes  à  double  cour- 
bure,  dont  tous  les  points  fie  font  pas  pla- 
cés dans  le  même  plan  ;  mais  parce  que 
la  théorie  des  CôûrDes  à  double  courbure 
fuppofe  celle  des  fiirfàces  courbes ,  je  traite 
d'abord  des  équations  des  fùrfaces  courbes  f 
&:  venant  enfuite  aux  Courbes  à  double 
courbure  ^  j'apprends  à  les  décrire  par  le 
moyen  des  éqtrations  de  leurs  trois  Courbes 
de  projeûion  ,  me  réfervant  de  parler  plus 
au  long  de  ces  fortes  de  Courbes  dans  la 
féconde  Partie  de  cet  Ouvrage. 

Il  nous  refte  à  dire  un  mot  de  la  manière 
dont  les  Commençans  peuvent  étudier  nottef 
Cours  de  Mathématiques.  Ceux  qui  n*ORt 
pas  le  fecours  d'un  bon  Maître  ^  cnofe  rare 
dans  les  Provinces  j  doivent  lire  d'abord  tout 
ce  qui  eA  écrit  en  caraâere  prdinaii^^  aveô 
les  No^es  qui  y  ont  rapport ,  Notea  iniïdles 
fans  doute  pour  les  Savans  y  mais  que  nous 
avons  jugé  à  propos  de  multiplier,  afin  de 
nous  rendre  plus  intelligibles  ^  nous  étant 
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propofés  d'infbruire  les  Çammençans ,  &  non 
de  nous  faire  admirer.  Revenant  enfùite  fur 
leurs  pas ,  ils  reprendront  le  tout ,  en  lifant 
de  fuite  rOuvrage  tout  entier  :  j'^n  excepte 
la  dernière  feûion  de  la  ffeconde  Partie,  pour 
laquelle  il  ne  fera  pas  néceflaire  de  prendre 
cette  précaution.  Le  petit  caraclere  contient 
(  e^çcepté  dans  la  quatrième  feélion  de  la  fé- 
conde Partie)  des  chofçs  moins  effentielles ^ 
quoique  très-intéreflantes  ;  ôc  ceux  qui  veur 
lent  approfondiras  Mathématiques  &  deve- 
nir vraiment  Géomètres  y  feront  bien-aife  de 
trouver  raflfemWés  dans  un  petit  nombre  dô 
volumes  les  découvertes  &  les  travaux  des 
Mathématiciens  anciens  &  modernes.  Une 
longue  expérience  nous  ayant  appris  la-  ma-- 
Diere  dont  o^  doit  préfenter  la  vérité  aux 
jeunes  gens  pour  qu  us  la  fainffent  avec  faci- 
lité, nous  efpérons  que  les  efprits  même  ordi'- 
naires  pourront ,  moyennant  une  application 
un  peu  foutenue  ,  comprendre  tacilement 
notre  Ouvrage  £c  devenir  Géomètres  fans  le 
fecours  d'aucun  Maître  :  mais  ceux  qui  auront 
ee  fecours  pourront  aire  des  progrès  plus 
rapides.^  &  approfondir  les  Mathématiques 
en  fort  peu  de  tempSé  ^ 
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J,      *  •'    •    •      ■ 
'a  I  lu  par  Tordre  ie  Monfeigneur  le  Chancetiery  le  Coûts 

complet  de  Mathématiques  ^  compofë  par  M*  l'Abbé  Savku  Ce 

Cours  m'a  para  f^us  complet  ^tte  tous  ceux  qui. ont  paru  ittfi}ii'^ 

préfent ,  (oit  en  France  ,  (tiit  dans  le  refte.  de  rEuxope  :  lai 

Géométrie  ,  l'ÂIgebre ,  les  Séries ,  la  théorie  des  Sinus  y  iént 

traités  d'une  manière  auffi  claire  que  profonde  ;  lesSc6Uon$ 

Coniques  y  font  très-bieh  développées  v  on  y  trouTe  tout  ce 

S 'on  peut  défirer  fur  les  0>urbe$  tranfceoaahtes  &  fur  les 
^ucbes  à  double  courbure  ^  avec  la  ré£blurion  des  Problèmes 
de  Géométrie  qui  a^y  rs^orteat ,  la  méthode  de  trouver  les 
racines  des  Equations  par  le  moyen  des  Courbes  &  du  quané 
analytique. 

iJa  féconde  Partie  de  cet  Ouvrage  conxient  quatre  Seâsons  S 
dans  la  première  font  les  principes  généraux  do  Calcul  diffi^ 
rentiel  &  du  Calcul  sntégtal,  les  applications  du  Calcul  di£^ 
rentiel  aux  (bns-tanacntes ,  (bus-normales ,  tangentes^  noT" 
maies  des  Courbes^  loir  algébriques,  (bit  tranfcendantes,  &aux 
qneflions  importantes  àe^maximis  &  minimis*  L'Auteur  exa^* 
mine,  par  exemple,  qtPelles  font  les  conditions  qne  doivent 
avoir  les  fbnâions  algébriques ,  pour  être  fufceptibles  du  moMt*' 
mum  &C  du  minimum^  IL  explique  les  maxima  ic  minima  àe  Jâ. 
(econde  efpece ,  le%  rayons  dAourbure ,  les  points  d'inflexîoa 
&  de  rébroulTement ,  les  cauftiques  par  réflexion  8c  par  réfra&*. 
tion ,  8c  Tufage  du  Calcul  djiflerentiel  dans  la  recherche  des  ra- 
cines des  EquattonsV  XTes  notions  qu'il  donne  Sot  ta  nature  du 
Calcul  itifinitéfimal  ,  font  claires  &  fatisfaifantes  ;  il  paroît 
même  prouver  que  Newton ,  Euler  fe  font  trompés  dans  l'idée 
qu'ils  s  en  formoient* 

La  féconde  Seâion  comprend  les  applications  du  Calcul  in-* 
tégral  â  la  Géométrie  ;  on  y  apprend  la  quadrature  8c  lareôifica- 
tion  des  Courbes ,  la  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité 
des  Solides  ,  la  méthode  inverfe  des  tangentes,  8c  l'application 
du  Calcul  difiSSrentief  &  intégral  aux  Courbes  â  double  courbure. 

Dans  la  troifiéme  Seâion ,  M.  l'Abbé  Saurx  donne  la  ma- 
nière d'intégrer  les  Formules  &  les  Equations  différentielles  à 
une  8c  a  plufieurs  variables^,  on  y  apprend  dans  quel  cas  une 
différentielle  d'un  ordre  quelconque  peut  être  intégrée  un 
certain  nombre  de  fois  dans  Tétat  où  elle  e(L.  Tout  ce  qu'on  a 
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trouvé  de  plus  incéreSant  fur  le  Gilcul  intéeral  y  depuis  que 
les  plus  grands  Géomètres  s'en  font  occupes  ,  eu  renfermé 
dans  cette  Section ,  qui  tiendra  lieu  de  plufieurs  volumes  à 
ceux  qui  voudront  approfondir  cette  partie  ,  la  plus  abflraite 
de  la  naute  Géométrie.  L'Auteur  y  développe  la  nouvelle 
diéorîe  des  Variations ,  avec  les  conféquences  qu'on  peut,  en 
tirer  pour  la  perfeâion  du  Calcul  intégrai  ^  il  hdt  enfin  l'ap-. 
plîcation  dé  cte  Calcul  aux  queftions  de  màxzmis  6c  minhnis  ,' 
qui  ne  peuvent  fe  réfoudre  par  le  Calcul  différentiel. 

La  quatrième  Seâion  renferme  l'application  de  tous  ces 
Calculs  aux  plus  beaux  Problêmes  de  Phyfique  y  de  Marine ,  de 
Méchanique  &  d'Hydrodinamique.  > 

Cet  expofé  du  Cours  de  Mathématiques  de  M.  l'Abbé  Sa^uhi 
fait  voir  qu'il  étoit  difficile  d'y  réunir  plus  d'avantages  ^  on  les 
chercheroit  iilutilement  dans  tout  autre  Ouvrage.  L'Auteur  y  tu 
mis  la  plus  grande  clané.  Il  fubftitue  fouvent  aux  méthodes  àcs: 
plus  habiles  Géomètres  y  des  méthodes  plus  fimples  qui  lut. 
font  propres  &  qui  font  ingénieufes;  il  relevé  des  erreurs 
dans  des  Auteurs  célèbres  y  relativement  a  des  queftions  im-« 
portantes  ;  enfin  il  réunit  tous  les  genres  de  mérite  que  l'on, 
pouvoit  donner  à  cet  Ouvrage.  On  pourra  par  le  moyen  dé- 
ce  Livre  approfondir  les  Mathématiques  plus  facilement  Se 
en  moins  de  temps  qu'on  ne  pouvoit  le  faire  avec  le  fècours» 
difpendieux  d'un  grand  nombre  de  Livres  étrangers  6c  de. 
Mémoires  de  différentes  Académies ,  dont  on  pourra  fe  paf-  : 
£br  au  moyen  du  nouvel  Ouvrage  de  M.  l'Abbé  Sauri. 
A  Paris ,  le  premier  Mars  17  ^  Signé  ,  Delalamde^. 
de  l'Académie  des  Sciences.  '     • 


Le  Privilège  fe  trouve  auCovits  de  Philofophie' 
par  le  même  jouteur. 
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I.  JLiEs  MATHâMÀTiQvÉs  he  lontaucrechofd 
que  la  fciçnce  de  la  grandeur.  La  grandeur  ou  ^z^o/z^ 
tité  eft  une  chofe  fufceptible  d'augmentation  ou 
de  diminution  2  comme  les  noml^es  qu'on  peut 
augmenter,  en  leur  ajoutant  une  ou  pluueurs  uni<* 
tés  y  qu'on  peut  diminuer  en  en  retranchant  un  autrér 
nombre  :  ainH  ,  en  ajoutant  ttrois  unités  au  nombrek^ 
douze  3  on  a  ^uini^e  ;  &  feulement  Aitir ,  fîdece  nôm^* 
bre  l'on  retranche  quatre.  La  quantité  dont  les  pap 
tles  ibnt  féparceSj  s'appelle  grandeur  diftrete  :  tel  eft 
un  amas  de  grains  )  elle  fait  l'objet  de  î'Arithméti* 
que.  On  appelle  grandeur  continue  5  celle  dont  lef 
parties  font  unies  entr'élles  :  (î  ces  parties^xiftenf 
fucceflîvement  y  SC  non  toutes  à  la  fois  ^.  ce6t  alotSf 
h^  grandeur  fuccejjîve  :  tel  eft  le  temps  ^  dont.  Ici 
Tome  L    '  Â'"^  ' 
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parties  fe  fuivent  les  unes  les  autres  fans  aucune  in- 
terruption} files  parties  ejciftcnt  toutes  à  la  fois,  on 
la  nomme  grandeur  permanente  :  telle  feft  réteriduô.  - 
qui  fait Ipbjet  de  la  Géométrie, 

On  peut  divifer  les  Mathématiques  en  fures.èc 
mixtes.  Les  Mathématiques  pures  connderent  la 
grandeur  en  tant  que  graridéàr  j  les  Mathématiques 
mixtes  confiderent  la  grandeur  en  tant  que  revêtuô 
des  qualités  fenfibles  &  physiques  :  comme  b,  Mé-^ 
chanique ,  qui  confidere  le  mouvement  des  corps  j 
rOptique  ,  qui  traite  des  propriétés  de  la  lumière. 
Comme  nous  avons  déjà  rendu  compte  du  plan  de 
notre  Ouvrage  y  il  feroit  inutile  d^e  revenir  Ufdef- 
fus  ;  mais ,  avant  d'entrer  en  matière  ,  il  eft  bon 
d'expliquer  ce  qu'on  entend  par  certains  termes  fort  ^ 
ufités  chez  les  Mathématiciens. 

Un  Théorème  eft  une  propofition  dont  il  s'agit 

de  démontrer  la  vérité. '"'"  '^ 

,  Un  Corollaire  eft  une  propofition  qui  fuit  d'une 

autre.  .  *  TV 

"  Un  Problême  eft  une  propofition  qui  enfeigne  le 

moyètïtlefaire  quelque  chofe.  >-    ^   - 

•  Un  Léirtme  eft  une  propofition  qu'on  démontre 
pour  fervir  de  principe  à  un  autre. 

•  Un  Scoliem.  une  remarque  .que  l'on  fait  fur  une' 
propofition  déjà  dém<Sintrée  3^  ou  bien  encore  la  ré- 
capitulation fuccînte  d'une  théorie  plus  étendue. 

Une 'Définition  eft  une  propofition  qui  explique 
la  nature  d'une  chofe ,  ou  la  fignification  d'un  mot. 
On  entend  ,  par  Axiomes  ^  des  vérités  fi  palpa- 
bles que  perfortne  ne  les  contefte  :  telles  font  les 
propoutioris' fui  vantes. 

Le  tout -eft  plus  grand  cju'ime  de  fes  parties^ 
ideùx  chbfes;  égales  i  une  troifiéme ,  font  ég^ales  en- 


jteiâ— Éifa"  i  wiH  I  II  r-r'r- 


C    A    L    C    U    t 


■^  •  *"■ 


^ -^-^ —    r  I  II 

*  • 


tr 'elles  ;  jfi  à  des  quantités  égales  on  ajoute  de^ 
quantités  égales  j  ou  bien,  (I  de  quantités  égales  oii 
rètranche  des  quantités  égales  ^  elles  relieront 
égales; - 

DE  V ARÏTHMÉ  T  1  QUE. 

i.  1J Arithmétique ,  ou  la  fcience  des  nombres  9 
apprend  à  les  compofer  &  décompofer.  On  entend 

f)ar  un  nombre  ^  Vaffemblage  de  plujicurs  unités  J 
*ùnité  eft  une  chofe  indivinble  ,  ou  qu'on  regarde 
comme  telle ,  mais  cela  n'empêche  pas  q^e  certai- 
nies  unités  ne  foient  compofées  d'autres  unités  plus 
(>etites  :  par  exemple ,  l'unité  de  livre  eft  compoféë 
de  Teizé  onces.  On  fe  fert  dans  la  numération  ac- 
tuelle des  dix  càraAeres  fuivans  : 

011       }        4       5tf       78        $ 

zéro  j  un  i  deiut  i  trois ,  quatre  «  cinq  \  âz  »  iepc  »    huit  #    neuf 

L&  o  feul  ne  (ignifie  rien  ,  mais  il  augmenté  la  va*^ 
leur  des  chiffres  qui  le  précédent  vers  là  gauche  î 
le  caraftere  j  ,  par  exemple ,  ne  vaiit  que  trois  uni- 
tés) mais^  s'il  eft  fui vi  d'un  o ,  en  cette  manière 
j  o  ,  il  vaut  trente  :  de  même  le  chiffre  2  ne  vaut 

aue  ^^//v)  mais  fuivi  d'un  3  ,  trx  cette  manière  15  , 
vaut  vingt-trois  :  de  forte  que  i  dans  la  numéra^ 
tien  à&uelle  ,  la  valeur  des  chiffres  va  ein  augmen^ 
tant  de  droite  à  gauche  5  en  proportion  décuple  i 
c'eft-à-dire  >  l'unité  d'un  chiffre  plus  à  gauche,  vaut 
dix  fois  l'unité  d'un  chiffre  immédiatement  plus  à 
droite  :  donc  ^  en  allant  de  la  droite  à  la  gauche  ^ 
les  imités  du  premier  chiffre  feront  des  unités  fim- 
ples  )  celles  du  fécond ,  des  dixaines  ;  celles  du  troi-» 
Sème  y  des  centaines  \  celles  du  quatrième  5  de< 
mille  f  &c<  comme  on  le  voit  ici  s 
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Si  donc  on  propofe  d'exprimer  en  chiffres  le  nom-n 
bre  cinquante  millions  cinq  cens  douze  mille  cent , 
je  commence  par  les  millions ,  en  écrivant  50  ; 
j'écris  enfuite  512,  &  à  côté  je  pofe  encore  100  , 
6C  j'ai  50,  511,  100  ,  nombre  demandé  :  mais^ 
pour  exprimer  dans  le  difcours  le  même  nombre  ex- 
primé en  chiffres ,  après  l'avoir  partagé  en  tranches, 
en  commençant  par  la  droite ,  enforte  que  chaque^ 
tranche  contienne  trois  chiffres,  «xce^té  la  pre- 
mière à  gauche  qui  peut  en  contenir  moins,  |ç  vois 
que  la  première  tranche  (car  oh  fuppofe  qu'il  y  en 
a  plus  d'une,  autrement  ce  que  nous  venons  dédire 
n'auroit  pas  lieu  )  contient  des  unités  ;  la  féconde 
des  mille.  Se  la  troifiéme  des  millions  :  ainfî,  en 
allant  de  la  gauche  à  la  droite ,  je  dirai  cinquante 
millions  cinq  cens  douze  mille  cent. 

DE    L  ADDITION. 

5  é  \J Addition  efl  cette  opération  par  laquelle  on 
trouve  la  fomnie  de  plufieurs  nombres  qu'on  veut 
joindre  enfemble. 

Problème.  Spit  propofe  d'ajouter  enfemble  les 
nombres  73520,  701 ,  897  :  les  ayant  écrits  les  uns 
fous  les  autres,  les  unités  fous  les  unités^  les  dixaines 


Calcul.  5 

fous  les  dixaînes,  &c.  on  tirera  une  barre  au-deflbus  ^ 

1  prenant  enfuice  la  fomme  des  unités,on  l'écrira  fous 
es  unirés  ;  on  prendra  enfuite  la  fbmme  des  dixaines , 
tju'on  écrira  fous  les  dixaines  ;  puis  celle  des  cen- 
taines y  Sec  Si  la  fomme  des  unités  ne  peut  y  2  520 
s'exprimer  que  par  1  chiffres,  on  écrira  .701 
fous  les  unitesceluidè  la  droite ,  &  l'on  re-  g 
tiendra  celui  de  la  eauche  pour  l'ajouter  à  . 

la  fomme  des  dixames }  on  fera  la  même  7  S  ^  ^  9 
chofe  à  l'égard  des  dixaines  par  rapport  aux  centaines. 
Sec.  Âinfi  je  dirai  7  Se  %  font  9 ,  que  j'écris  fous  les 
unités  :  je  paffe  enfuite  aux  dixaines,  en  difant  9  Se 
2  font  1 1-,  qui  valent  une  dixaine  &  i  o  dixaines  , 
ceft^â-dire,  une  dixaine  &  une  centaine,  c'eft 
pourquoi  j'écris  i  fous  les  dixaines.  Se  je  retiens  i 
pourrajouter  à  la  fomme  des  centaines  :  je  dis  donc 
I  de  retenues  font  ^^  &  7  font  16,  &  5  font 21, 
j*écris  I  fous  les  centaines ,  Se  je  retiens  les  1  pour 
les  ajouter  au  chifire  3  fîtué  dans  la  colpnne  des 
mille,  je  dis  donc  1  de  retenu  &:  )  font  5 ,  que  j'écris 
fous  1^  mille  ;  je  paflè  enfuite  i  la  colonne  des 
dixaines  de  mille ,  qui  ne  contient  que  le.  chiffre  7 
que  ficris  ^us  cette  colonne ,  de  forte  que  j*ai 
pour  fomme  cherchée  le  nombre  751 15^ 

4«  PkoBLEMB.  AjmBcr  enfembU  des  nombre f 
complexes,  y  '  ceji'àhéhrc ,  des  nombres  qubçontienneut 
des  grandeurs  de  difpirthîzs  efpéces  >  cùmmxt  livres  > 
Jù/s  y  deniers.  Il  faiit  écrire  les  unités  d^  mèpse  na- 
ture les^unes  fous  les  autres  ^  c'eft-^i-dire -,  lès  de- 
niers ,  par  exemple  y  iousvles^  deniers ,  les  fols  fous 
lès  fbls  ;:  &c.  On  prendra  ^ifuite  ta  fbtnme  des 
plus  petites  efpeces,  &  l'on  verra  fi  cette  fbmme  ne 
:  contient  ipas  une  -on  pluiteurs  unités  «  de  i^efpece 
plus gcoiioe ^  dans.ce  cas  oh iedendrait  cette  imiàé» 

Ai  . 
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ou  ces  unités,  pour  çn  faire  une  feule  fpftiipç*  ^ycc 
le  nombre  qui  défigne  la  fomme  des  unités  de  ù 
grandeur  fuiyante  :  oh  en  feroit  de  même  pour  les 
lois  à  l'égard  des  livres  ;  ainfi,  pour  ajoiitcf  ^nfém« 
hU  les  nombres  qa  on  voit  ici  > 


jj^Irv.        j     (ois.        ^   4cn.       .    .^     ;:^ 
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i         .0.    .       ^ 

je  prends  la:  fotnmede^  deniers,  laquelle;  étant  17 
(  on  prend  les  i  o  deniers  tous  4  la  fois  )  vaut  5  de^- 
liiers  &  I  z  deniers ,  c  efttaTdire;  un  fol  Se.  cinq  der 
liiers  :  c'efb  pourquoi  écrivant  5  fous  les.  deniers  ^ 
je  retiens  un  foi  pour  i!ajouter  à  là  fomme  de  la 
colonne  fuivante  :  je  dis  donc  un  fol  d«  xetehu  Se 
p  &  1 8  font  ?9  J^  5  font  xx  ^  qui  valent  z  fols  &:  x 
iiv.  c-eft  pourquoi  j'écris  z  fols  fous  les  fol$  f  Se  je 
|:etiens  i  que  j'ajoute  a^ux  livres j(  je  dis  donc  un  de 
retenu  &  j 'font  4,  &  z.fbnr^,  St  z  font  8  ,  que 
j'écris  fous  les  unités  de  livre^Je  paffe  ^nfu^teirU 
colonne  fuivante ,  dont  la  'jSbmme  eâr  <i  z  ;  c'eft 
pourquoivj'icns  z  fous  cette  colonne ,  Sc/jb  retiens 
j  pour  la.colonné  fuivante,^  ^ui  par  ce.  moyen  (  z  ) 
vaudra  iz  rainlîj 'écrirai  z/ious  les  i:«lntaines  de 
-  livre ,  &  1  au  rang  dk^  mille,  de  forte  que  la  fona* 
xne  fera  i zz8  liv*  ;i  t  5  den.  On:opérera-de  même 
S'il  s^agit  'd'ajouter  enfemble  4es  toifes,; p^ieds' & 
poucQs V  en  &  fouveoant  que  la^ôife  vâi^t  jé  pieds, 
<fc.l»*ipièd  izpôuces.    >        ^\'        [     r     .  ^ 

i     ^coKc..'On:peut ,  en  opérant  fur  les  deniers  ou^les^ 
.  ibls^  ^rendrei:la  ifoisia  fommeudes  dixaine^^d^s 
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imités  ,  fans  St'afTujçttir  i  pa0er  de3  unités  ausc 

jdix^ines. 

.    Démonstration,  de  TAddirion,  En  fuivant  la 

règle  prefçrite  ,   on  prend  la  fomme  dès  unités , 

celle  de$  di;!çaines  ^  celle  des  centaines,  &c.  donc  on 

prend la  fomme  entière  des  nombres  pxopofcs. 

Pour  faire  la  preuve  de  TAddition  ,  on  peut  re^ 
commencer  ropératibn^  çn  allant  de  bas  en  haut  ^ 
filon  a  d*abora  opéré:,  en. allant  de  haut  en  bas  , 
ou  réciproquement  j  &  fi  Ion  trpiive  la  même 
ibn9m.e  que  l'on  a  d'abordtrouvée ,  c*eft  une  mar- 
que qu'il  n'y  a  pas  d'erreur  ;  car  il  n'y  a  point  d'ap 
parence  qu'on  fâffè.  la  même  faute  dans  tes  deujç 
opérations.  .^ 

DE    LA   SOUSTRJCTIOnJ 

'»  ■■     ,     .    ■    ' 

5.  Soujiraire  uxi  norn^rc  3  y  par  exemple^  de  5  , 

c'eft  ôter  y  de  5  ;  le  re/^e  x  eft  l'excès  du  plus  grand 

fur  le  plus  petit  :  on  l'appelle  aulli  différence.  Il  eft 

vifibleque  l'excès  ou  îa  différence  1  étant  ajoutée 

au  nombre  j  qu'on  a  foùftrait'^,  doit  donner  le  nom-» 

bre  5  dont  on  a  fojuftrair^  il  eft  encore  évident  que 

fi  onl  aîoutoit  au  nbii^bré  V  U^i  nombre  ib  1  par 

t^xtmph ,  enajoutani:  te  rneme  nombre  au  nombre 

j  quon.  veut  fouflrai^rp/de  5  »  la  différence  \  de  i  j 

à  I  j.  fei:ait  .encore  la  piÇme'qu'aupàra vàrit. 


plus' grand,  enforté  que  leV.unîtés'répon-      ,  ^  rv» 

dent  aux iinifeç,  les  dixainesavixdixaines,  r^r^ 

/^Scc/.RettajnqlxU^  .^nVat&nf  dç  là  droite.  ^  44  9  9< 
i  la.^ucqe  ,,  chaqa.e ,  çniftre  du  ijombte  .inre^. 
..çiwi;',lfijij,',çj^rç' ,  fcpiirVS'P.nifenf  <îans  le .  nombr© 
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îonne.  Si  un  des  chiffrés  du  nombre  inférieur  fê 
çrquve  plus  grand  que  fon  correfpondant  dan$  lé 
jiombre  fupériear ,  ajoutez  i6  au  nombre  fupérieur; 
mais  enfuite  n  oubliées  pas  d'ajouter  une  unité  au 
chiffre  fuivant  du  nombre  inférieur.  Cette  unité 
étant  ajoutée  a  un  chiffre  immédiatement  plus  i 
gauche ,  vaudra  les  dix  unités  ajoutées  au  nom** 
bre  fupérieur  {l);  ainfi  (  5  )  la  différence  fera  tou- 
jours la  n^èniQ.  Ayant  donc  écrit  les  deux  nombres , 
çomtpé  on  le  voit  ici  :  je  dis  2  de  i ,  cela  lie  fe 
peut }  ç*eft  pourquoi  ajoutant  j  o  4  ï  »  je  retranche 
t  de  i  L  3,  j'écris  le  çefte  9  fous  les  un^és  ;  mais  je 
me  fouviens  enfuite  d'ajouter  i  au  chiffre  fuivant  o 
du  nombre  inférieur  (  cela  fe  fait  feulement  par  la 
penfée  )  ce  qui  fait  %  ,  qui  ne  peut  être  fotffttait  du 
chiffre  correfpondant  o  ;  j'ajoute  donc  1  o  4  o ,  ÔC 
je  retranche  i  de  i  o  pour  avoir  le  refte  9  ,  que 
j  écris  au  rang  des  dixaines  ;  &  à  caufe  de  i  q  ajouté 
au  nombre  fupérieur  j  j'ajoute  i  au  chiffre  5  du 
nombre  inférieur  i  ,  la  fomme  6  ne  peut  être  re- 
tranchée du  chiffre  correfpondant  o  ,  j'ajoute  donc 
I  o  â  p ,  d'où  retranchant  6  ,  il  refte  4 ,  que  j'écris 
à  la  différence  jf  jetne  fouviens  d*ajouter  1  auchif-^ 
fre  fuivant  j  4n  nombre  inférieur  pouf  avoir  la 
ibmme  4 ,  qui  otée  dé  8  ^il  refté  4  que  j'écris  1  fa 
différence  ;  &  comme  le  n*ai  rien  à  ôter  de!  î  j  î© 
dis  rien,  .ou  o^,  de  ^  ,  îl  xm^  S  ^^^  fècti%  encore 
à  la  différence  ,  comme  pii  lé  yoît  ^  de  forte  <|uè  la 
différence  cherchée  çfl  jj^^i^i^, ^        '■  i-  -  ' 

^  Si  les  liombres  font  coi^ipléxes ,  il  îatït  écrite  les 
unités  de  même  efpecé  ïes  uiîes  fous  lés,autres  ,  Sç 

^fouftrairé,  éh  allant  dé  diroifé  a  gàtiche  ;  èfiiqùethif- 
fré  du  npmbre'inferïéuWdê  fon  correip6ndànt:,da49 

"iç  liomî^r^  fupcrieajrTH^atirîvyir^^^ 


/ 
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des  deniers  ,  par  exemple,  dans  le  nombre  inférieur 
fue  plus  grand  que  fon  correfpondanc  y  on  ajoute> 
roit  à  ce  nombre  correfpondant  un  fol  réduit  en  de^ 
niers  y  c'eft-à-dire ,  i  x  deniers  j  mais  il  faudroic 
ajouter  i  aux  fols  du  nombre  inférieur,  afin  que  la 
diffêrence  fut  toujours  la  même.  Si  l'on  étoit  obli- 
gé d'ajouter  aux  fols  du  nombre  fupérieur,  on  leur 
ajouteroit  lo  fols,  c'eft^â-dire »  une  livre  réduite 
en  fols  y  puis  on  ajouteroit  i  livre  aux  livres  du 
'dix  nombre  inférieur.    S'il  s*agtilbit  de  pouces  » 

fùeds  y  Se  toifes  ,    on  s'y  prendroit  comme  dans 
'exemple  fuivant. 
Exemple.  Soit  propqfé  defouflraire  2f  toifes  y  3 
pieds  ^  ip  pouces ,  de  j6S  toifes  y  2  pieds  j  S  pouces. 
Ayant  difpofé  ces  nombres ,  comme  on  le  voit  ici  : 

*  2^8    ^^^^^*    2    piecU.    g    pottcei« 


^••^ 


Zî      .      5  10. 


34^  4  10 

igg    toifts.    ^    pieds.      g    P9UCÇI. 

•  Je  dis  1  o  de  8  ,  cela  ne  fe  peut  ;  c'eft  pourquoi 
j'ajoute  .1  pied  y  pu  12  pouces,  à  ^ ,  Ce  qui  me 
donne  20 ,  d'où  retranchant  10  ^  refte  la ,  que 
j'écris  fous  les  pouces.  J'ajoute  enfuite  un  pied  au 

-  nombre  inférieur  pour  avoir  4- pieds  ;  qui  ne  peu- 
»  vent  s'ôter  de  1  \  c'eft  pourquoi  j'ajoute  une  toife , 

-  ou  tf  pieds  au  nombre  fupérieur ,  ce  qui  me  donne 
8  ,  d'où  retranchant  4 ,  il  refte  4,  que  j'écris  foiis 


mmmmmm 
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ibus  les  toifes;  jote  enfuite'i,/d€  4^  ,6c  je  pofe  4 
à  Tcôté;clu::i,  ^-  fiç  enfin  ,  ôcaqt  rien ,  ou  o  de  j  ,  il 
-refte  j  que  j'-ccris  encore  à  la  difjférence  ,  .qui  eft 
j4a  toifes^^.piedsv  10  pjoucçs*  . 

Pour  faire  la  preuve  de  la  Souftra'^Vion ,  on  a|pu-? 
tera  enfemble  le  nombre  qu'on  a  fouftrait  avec  la 
différenx:e>,  .&  l'on  trouvera  ia  même  fomme^  fi 
l'opération  efi:  bien  faite.  Si  l'on  ajoute  donc  15 
toifes,  3  pieds,  10  pouces,  av-ec  .}.4X  toifes ,  4 
^pieds  ^  10  pouces ,  on  aura  }(fB  toifes  ,'  1  pieds  , 
;&  pouces  :  ainfi  l'opération  ci^deflus  eft  bien  faite. 

Pour  faire  la  démonftrarion  de  la  Souftradtion  y 
âl  n'y  a  qu'à  remarquer  qu'en  fiiivant;  la  méthode 
.propofée,  on  prend  la  différence  des  unités  ^  cell^ 
:aes  dixaines ,  des  centaines  ,  Sec.  du  plus  grand  Se 
du  plus  petit  nombre  :  on  trouve  donc  la  différençQ 
totale  de  l'un  à  l'autre. 

DE\LÂ  ]\£VLTIPLICATION. 

7.  Multiplier  un  membre  par jin^autrc^ccjlpren'^ 

an  le  premitr^  qu  on  appelle  Multiplicande  autant 

de  fois  quïly  a  JC unités  dans  le  fécond  j  quon  nom^ 

;/»^.  Mttki^lieateur  y  le  réfultat,  Siippçlle  Produit, 

P(ire¥et9ple  ^  multiplier  5  pa^r  J,  c'eft  prendce  j 

ttreis  fois  3tO^  que  l'on  f^itj.endilanç,  3  fois  j  font 

:IK^  ^iè&h^mulêiplicandej  5  \^,. multiplicateur ^  Se 

^tyU  prodfiityAi  fmt  de  làgae-le;produit  1.5;  doit 
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i^is  6  9  je  cherche  la  çafe  qui  répond  â  7  &  à^,  Jb 
nombre  41  qui  fe  trouve  dans  cetçe  çafe^  eft  le  pror 
duic de  7  par  6,&c  ain(î  des  autres.. 
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pRO  BLEME*  Multiplier  un  nombre  par  un  autre. 
Écrivez  le  multiplicateur  au*rdefibus  du  multipli- 
cande y  de  manière  que  les  unités  répondent  aux 
unités  ^  les  dixaines  aux  dixaines  ,  &c.  Ecrivez 
enfuite,  en  allant  de  la  droite  à  la:  gauche ,  Iç  f>ro^ 
duit  de  chaque  chif&e  du  multiplicande  par  les  Mxà- 
,tcs  du  multiplicateur , .  ayant  attention  >  lorfqu  un 

firoduit  conûent  d^ux  chiffres ,  de  retenir  celui  dp 
.  4  gauche ,  pour  1  ajourer  au  produit  fuivant ,  dont 
4és.  unités  font  :  des  dixaines:  dit. produit  précédent, 
^'ii  y  a  plufieurst  chi|{res  au  Biuhipiicatiear:,  le  pre^ 
'mier  chiflre  do  chaque  produit  doit;  être  écrit  foi\s 
1è:  chiffré  CQifrerppildant  du  multiplicateur ,  ce  qui 
lÈft:  évident-;  pmifqÙQ  ,  quand  oa  n^ultiplie  3,  ph" 
iiCdorTZ^/d  ^' par  :les;^dixaines  du  multiplicateur  •,  le 
jpcèmbr  ^^^è^<^5^  ptoduit  doit  .être: au'nmgMe$ 


kn^rta 
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iHxaînes,  6cc.  Prenez  enfuîte  la  fomme  de  tous  les 
produits ,  &  vous  aurez  le  produit  total  :  Pour  mul- 
tiplier }  0  j  X  ,  par  e:çempU ,  par  153,  après  avoir 
écrit  le  multiplicande  &  le  multiplicateur ,  comme 
on  le  voit  ici,  je  dis  j  fois  2  font  6  y  xoki 
que  j'écris  fous  le  premier  chifFre.du  mul-  j  ^  ^ 
tiplicateur  ;  je  dis  enfuite  3  fois  5  font  ^' 

1 5 ,  j'écris  .<  à  côté  de  <> ,  &  je  retiens  i  :  ^  y 
continuant  d  opérer ,  je  dis  x  fois  o  ront  ^ 
o ,  &  I  de  retenu  ront  i  ,  que  j  cens  ^  ^ 
à  la  gauche  dû  5  :  je  dis  enfuite  3  fois  4^^95^ 
3  font  9  y  (jue  j'écris  comme  on  le  voit  ,  & 
j'ai  le  produit  du  multiplicande  par  le  premier 
chiffre  du  multiplicateur.  Je  prends  de  même 
le  produit  du  multiplicande  par  le  fécond  chiffre 
du  multiplicateur  ,  en  difant  5  fois  2  font  i  o  j 
j  écris  o  fous  le  fécond  chiffre  5  du  premier  pro- 
duit, &  je  retiens  t.  En  continuant  d'opérer  , 
Je  dis ,  5  fois  j  donnent  15,  &  i  der  retenu  tonc 
16 y  j'écris  6  &  retiens  2  ;  je  dis  enfuite  5  fois  o 
idonnent  o ,  &  2  de  retenus  donnent  2  ,  que  j'ééris 
À  côté  êiQ  6  \)e  dis  enfin  5  fois  j  font  15,  que  je 
-pofe ,  comme  on  le  voit.  Je  paffcr  au  troifiéme  chif- 
fre du  multiplicateur,  en  difant,  i  fois  lei^z ,  que 
ij'ccris  fous  I  ,  c'eft-àr-dire ,  ,au  rang  des  centaines  ; 
(je  dis.enfuite  i  fois  5  donne- 5  ,  j^ccris  j  àeôçéde 
rz  :  enfuite  i  fois  o  donne  o ,  due  j'écris  après  ç  ; 
.enfin  I .  fois  3  fait  3  ,  que  j'écris  après .  o.  J'a^ 
joute .  ces  différens  produits  ,  en  difant  ,  6  que 
r) 'écris  fous  6  \  enfuite  o  ôc  5  font  5  ,  que  j'écris  à 
icôté  de  &•  Et  continuant  d'opérer,  je  dis  y  i  SfC  C 
•font  7 ,  & 2  donnent  9 ,  que  J'écris  à  coté  de  5  ;  Se 
'.continuant  de  même  y  j'ai  le  produit  total  4(^(^95  ($• 
2:'.^Pi(ON5TkATioN  de  la  A|ult»f  Eçaqon/ En  fi^^ 
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vant  le  procédé  que  nous  venons  d'Indiquer ,  on 

prend  le  produit  du  multiplicande  par  les  unités , 

par  les  dixaines,  centaines ,  &c.  du  multiplicateurs 

donc  on  trouve  le  vrai  produit,  ou ,  ce  qui  revient 

au  même  ,  Ton  prend  le  multiplicande  autant  de 

fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  .  •  .  £n 

effet ,  en  multipliant  par  3  ,  on  a  pris  le  multiplia 

cande  3  fois ,  en  multipliant  par  5  on  Ta  pris  j  o 

fois ,  puifqu  on  a  écrit  le  premier  chiflPre  du  pro^ 

duit  au  rang  des  dixaines  ,  en  multipliant  par  i  ^ 

&  mettant  le  premier  chiffre  du  produit  au  rang 

des  centaines ,  on  à  multiplié  par  1 00  :  on  a  donc 

pris  le  multiplicande  153  fois.  v. 

Comme  dans  certains  cas  on  peut  abréger  la  mul- 
tiplication, il  efk  bon  d*en  faire  connoître  quelques- 
uns.  Si  l'on  doit  multiplier  par  i  fuivi  d'un  ou  d^^ 
plufîeurs  o  il  fuffira  d  écrire  à  la  fuite  du  multipli- 
cande autant  de  o  qu'il  y  en  a  au  multiplicateur  ;  par 
exemple,  pont  multiplier  15  par  100,  j'écris  2  5  00, 
ce  qui  efl  évident,  puifque  multiplier  2.5  p^t  100, 
c'eft  prendre  le  multiplicande  100  fois ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  c'eu  rendre  le  multiplicande  i  cor 
Fois  plus  grand  ;  or ,  en  ajoutant  deux  9.,  on  rend 
le  multiplicande  loq  foisp^us  grand,  pui£cjue  fe;i| 
unités  deviennent  des  centaines,  &  fes  dixainçs  de- 
viennent des  mille  :  "donc ,  &c.  Si  on  avQit  à  mul- 
tiplier 15  par  un  nombre  quelconque,  fuivi  d'un, 
ou  de  plufîeurs  o  ,  on  multiplieroit  i  l'ordinafte 
fans. avoir  égard  aux  .0,  on  ajouteroit  e'nfuîte  au 
produit  autant  de  o  qu'il  y  en  auroit  au  multiplîca.-» 
teur  :  ainfi,  fî  le  multiplicateur  étoit  jqo  ,  on  mul- 
tiplieroit 1 5  par  3 ,  le  produit  efl  75  ,  à  cpté  duquek 
écrivant  00  ,  j'ai  pour  produit  total  750!?.  :  -ei^  eflç; 
le  produit  de  15  par  joo  doit  être  triple  du  prp-; 


V 


14    Cours  DE  Mathématiques.  ' 

duit  de  15  par  100  j  or,  7500  eft  triple  de  1500* 

SU  y  avoit  des  o ,  tant  à  la  fin  du  multiplicande  5 
que  du  multiplicateui:  t  far  exemple ,  fi  on  avoit  à 
multipli^er  Z50  par  300,  on  multiplieroit  15  par 
3  ,  &  l'bn  ajouteroit  au  produit  75  autant  de  d 
qu'il  y  eh  a,  tant  au  multiplicande  qu'au  multipli- 
cateur, &  le  produit  cherché  feroit  75000.  Pour 
en  avoir  la  raifon ,  il  fuffit  de  remarquer  que  lé 
prodiiit  de  ij  par  500  doit  être  7500,  ainfi  que 
nous  l'avons  dit  ci-deflus  j  or  1 5  o  eft  10  fois  plui 
grand  que  z  5 ,  donc  le  produit  7  5  00  eft  1  o  fois  trop 
petit  ;  on  doit  donc  ,  en  ajoutant  un  o,  le  rendre 
I  o  fois  plus  grand  :  donc,  &c.  1 

Remarque  l.  Cela  n'a  pas  lieu  pour  les  o.qui  fe 
trouvent  entre  les  chiffres  pofîtife  ciu  multiplicande 
ou  du  multiplicateur:  ainfi ,  pour  multiplier  izooo 
par  loioo,  on  doit  multiplier  12  par  loi  ,  âc 
ajouter  au  produit  autant  de  o  qu'il  y  en  a  ,  tant 
â  la  fin  du  multiplicande ,  qu'à  la  fin  du  multipli;^ 
cateur ,  &  Tort  aura  pour  produit  iiizooooo. 

Remarque  II.  La  Multiplication  fert  à  réduire  ' 
les  grandes  efpeces  en  petites;  par  exemple ^  les 
toifes  en  pieds ,  les  pieds  en  pouces  ,  les  livres  en 
fols ,  les  fols  en  deniers.  Ce  qui  fe  fait  en  multi- 
plrant  les  grandes  efpeces  par  le  nombre  qui  dé- 
figne  combien  de  fois  la  grande  contient  la  petite, 
éipece  :  ainfi',  pour  fa  voir  combien  8  toifes  valent 
de  pieds  ,  je  multiplie  8  par  f>;  parce  que  la  toifé 
contient  fix  pieds ,  le  produit  48  me  fait  voir  qù^ 
8  toifes  vafent  48  pieds.  * 

Pour  prouver  la  multiplication ,  on  peut  chângef 
l'ordre  aes  nombres  donnés ,  c*eft-à-dire ,  prendre 
pour  mulriplicande  le  multiplicateur  ,&  récipro- 
quement j  -car  On  doit  tou|oûrs- trouver  le  ftlemô  . 
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produit  :  en  effet,  4 multiplié  pat  j  donne  j*/  ^-j- 
multiplié  par.  4  donne  aullî  12; 

♦  .  •  --  - 

D  EL  A    D  I  F  I  S  10  m        I 

•■'■-.•  ,  -         .  .  , 

^  %,La  Divi/iôn  c(i  lènt  opération  pat  laquelle  aii 
cherche  combien  de  fois  un  /2o;7i^rei-pâï' exemple, 
1 5  quon  ^//?e/A?-Dividende  j  contiettt  un  autre,  nvmi 
ire  'f\,  par  exemple  i  ^w'0/2  nonime- ïyïvUknr  j  /0 
nombre  j'  qui  exprime  combien  dé  fdis^  le  dividende 
//  contient  le  divifeur  $  j  eji  appelle  Quotient*  .  : 

GouoLLAiRii.  De-là  il  fuit  :  ir°,"  que  le  divi- 
dende contient  le  divifeur  autant  de- foi'S  que  i© 
quotient  contient  l'unité;  z®.  que  la  .divifion  eft  une 
cfpecede  foùftraftion,  puifque,  quand  on  demande 
de  divifer  1 5  par  j  ,  c'eft  la  même  chofe-quefi-on 
demandoit  dé  fôiiftraire  5  de  ï  5  autant  de  fois  qu'il 
y  eft  contenu,  c'eft-à-dire,  3  fois;  &  fi  l'on  fait  :ac. 
tention  qu'en  multipliant  5  par  5  ,  on  ajoute  5  crois 
fois,  il  fera  aifé  de  voir  que  la  multiplication  eft 
Une efpece  d'addition^ *c6mme  ladivifîon  eûune efi 
pece  de  fouftradion  ;  -j**.  que  parte  que  le  quotient 
exprime  combien  dé  fois  le  divifeur  eft  conterai 
dans  le  dividende  ^  fî  on  prend  le-  divifeur  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'tinités  dans  le  qudtient ,  on  aura 
le  dividende  ;  de  fbtte  que  le  produit  du  divifeury 
par  le  quotient ,  doit  rendre  le  dividende- (  &  c?effc 
on  cela  que  cohfifte  la  preuve  de  la  divifion  ) ,  fî  la 
quotient  eft  exaiftj  mais  fi  ce  quotient  n'eft  pa» 
èxaft  ,  c'eft-à^ire,  s'il  y  a  un  reftè,  il  eft  néceft 
liàire  qu'en  ajoutant  le  rèfte  au  Produit  dont  nous 
venons  de  parler,  on, retrouve  le  dividende.  Pan 
exemple ,  fî  je  divife  24  pat  5  ,  je  dirai  en  24.001»^ 
bien  de  fois  5 ,  je  trouve  :4-pour  quotient  ;  mai«^-j 
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parce  que  lo ,  produit  du  divifeur  5  par  le  quotient 
4 ,  étant  fouftrait  du  dividende  14 ,  il  y  a  4  de 
refte  ,  il  faut  qu'en  ajoutant  le  refte  4  au  produit 
20  ,  on  retrouve  Je  dividende  ^4  ;  4*^.  pmfqu'en 
multipliant  5  par  j  ,  le  produit  1 5    contient  évi- 
demment le  multiplicande  5  trois  fois,  c'eft-à-dîre , 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplican 
teur  5  fi  on  divife  le  produit  par  le  multipiican4e  ^ 
on  doit  retrouver  le  multiplicateur  au  quotient  :  en 
effet ,  en  divifant  1 5  par  5  ,  on  a  3  pour  quotient. 
On  voit  aufli  qu'en  divifant  le  produit  1 5  par  le 
multiplicateur  ,    on  aura  le  multiplicande  5  ,  & 
c'eft  en  cela  que  coniîfte  la  preuve  de  la  multi- 
plication. , 
. .  Problème,  Divijer  un  nombre  par  un  plus  petit. 
Ecrivez  le  divifeur  à  la  droite  du  dividende,  en  les 
réparant  l'un  de  l'autre  par  une  barre;  tirez-en  une 
autre  aU'^eflp.us  ;  prçnez  ^ut  premier  membre  de 
divifion  un  nombre  de  chiffres  capable  de  contenir 
le  divifeur  ;  cherchez  combien  ae  fois  le  divifeur 
eft  contenu  dans  le  premier  membre  dont  nous  ve* 
nous  de  parler  :  écrivez  le  quotient ,  en  commen-- 
çant  par  la  gauche  ;  multipliez  enfuite  le  quotient 
que  vous  venez  d'écrire  par  le  divifeur  ;  ôtez  le 
Le  produit  du  premier  membre  de  divifion  ;  à  côté 
du  refte ,  bu  de  o  ,  s'il  n'y  a  point  de  refte  ,  def- 
cendez  le  chiffre  fuivant  du  dividende  ;  divifez  le 
refte  joint  au  chiffre  defcendu ,  ou  le  chiffre  def- 
cendu  feul ,  s'il  n'y  a  point  de  refte ,   par  le  divi^ 
ieur  y  écrivez  le  réfultat  au  quotient ,   &  ainfi  de 
fuite  jufqu'à  la  fin.  Si ,  en  opérant  ainfi ,  l'on  s'ap- 
perçoit  q[ue  le  divifeur  n'eft  pas  contenu  dans  quel- 
qu'un des  membres  de  divifion  qui  fuivent  le  prê- 
ter ,  on  mettra  o  au  quotient  ;  &  fi  a  la  fin  on 

trouve 
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trouve  un  refte ,  on  l'écrira  à  part ,  en  le  renfermant 
entre  deux  crochets ,  pour  Tajouter  au  produit  du 
quotient  entier  par  le  divifeut. 

Exemple  L  ooit  prapofé  de  divifcr  S24  pat  ^, 
Ayant  écrit  le  divifeur  à  la  dtoite  dû  dividende  , 
comme  on  le  voit  ici ,  je  prends  8  pour  g 


4 
xo6 


premier  membre  de  divifion,   ^  je  dis 
en  8  combien  de  fois  4 ,  je  trouve  qu'il  ^ 
y  èft  2  fois,  c'eft  pourquoi  j'écris  1  au   ^^4 
quotient  \  multipliant  enfùite  le  divifeur  paf  la 
quotient ,  &  retranchant  le  produit  de  8  ,  il  teft^ 

0  ,  à  coté  duquel  je  defcends  1  \  mais  ,  parce  que* 

1  ne  contient  pas  4 ,  j'écris  o  au  quotient.  A  coté 
de  ^  je  defcends  4  pour  avoir  ±4  au  troifiéme 
membre  de  divifion  :  je  divife  14  par  4,  &  j'écris 
le  quotient  6 ,  que  je  multiplie  par  le  divifeut  4  ; 
Le  produit  24  étant  retranché  de  i4j  il  ne  reftô 
rien,  de  forte  que  lé  quotient  eft  exaâ:,&  égal  à  tcéé 

Exemple  II.  Soït  propofc  de  divifef  ^/f  p*^S' 
Je  prends  3  5  pour  premier  membre  de  dividon  f 
parce  que  le  premier  chiffre  ^  ne    ti%\é 

contient  pas  le  divifeur;  je  dis  en ^ — "'•'  '  ^^^^ 

fuite  en  3  5  ,  combien  de  foi^  5  ,  il    ^  5   J7/     (  j  ) 
y  eft  7  fois ,  j'écris  7  au  quotient  j      ^8 
je  multiplie  le  divifeur  5  par  7  ,  le        5 

{produit  }  5  étant  retranché  de  3  5  ,  ^ 
e  refte  eft  0  j  à  côté  duquel  je  defcends  8  ,  pour 
dife  enfui  te ,  ert  8  combien  de  fois  j  ,  i  rois  f 
j'écris  donc  ï  au  quotient;  &  ttiultipliant  5  par  x  , 
je  retranche  le  produit  j  de  8*  J'ai  un  refte  j  que 
j'écris  entte  deux  crochets ,  comme  vous  le  voyea: 
ici ,  ce  qui  marque  que  fi  le  dividende  eût  été  plus 
petit  de  j ,  il  auroit  contenu  le  divifeur  7 1*  fobjufte* 
Exemple  III.  Soit  propofé  maintenant  de  divifcr 
Tome  L  B 


i8     Cours  D£  M  AXHiM  at  iques. 

«  ■  Il  1—— — — — — ^««i—— ■■  "Il   ■■— —    I     I    I  II  I  II  1——^» 

JS34  p<^^  2 3*  Ayant  dirpofé  le  divifeur  &  le  dividen- 
de comme  à  l'ordinaire  ,  je  remar-    xexAxi 
que  que  les  deux  premiers  chiffres—  ^      ' 


du  dividende  ne  contiennent  pas  le    ^3^^  ^^[^^J 
divifeur  1 3  ,  c'eft  pourquoi  je  prends      ^  5  ^ 

f>oar  premier  membre  de  divifion       ^î 
es  trois  premiers  chiffres  du  divi-        ^  " 
dende ,  &  je  conçois  que  le  premier  chiffre  2  dii 
divifeur  répond  aux  deux  premiers  du  dividende  , 
en  cette  manière  ^^j  (ce  qui  a  lieu  de  même  toutes 
les  fois  qu'un  membre  de  divifion  contient  un  chif^ 
fre  de  plus  que  le  divifeur).  Je  dis  enfuite ,  en  i  ç 
combien  de  fois  z  ,  je  trouve  qu'il  y  efl  7  fois  :  je 
multiplie  le  divifeur  entier  par  7 ,  le  produit  i^i 
ne  peut  être  fouftrait  du  dividende  partiel  153  : 
ainu  je  diminue  le  quotient  d'une  unité}  &  iomme 
le  produit  1 3  8  dii  divifeur  2  3  par  6  peut-^tre  ôté 
du  premier  membre  de  divifion  153,  je  j&iis  cette 
fouftraftion,,  &  je^mets  6  au  quotient.  Je  defcends4 
à  côté  du  refle  15  ,  &  je  trouve  de  même  que  le 
fécond  chiffre  du.  quotient  eft  (^  :  je  multiplie  en- 
core le  divifeur  par  6  ^  Se  je  fouftrais  le  produit 
1^8  de  154,  pour  avoir  le  refte  i(>,  que  j'écris 
à  côté  du  quotient ,  comme  on  le  voit  ici. 

Remarques.  i°.  On  fe  fert  d'abord  feulement 
du  premier  chiffre  du  divifeur  pour  trouver  le  quo- 
tient ;  mais ,  parce  qu'il  s'agit  de  trouver  comoienr 
de  fois  le^  divifeur  entier  eft  contenu  dans  le  di- 
vidende ,  il  faut ,  avant  de  mettre  un  chiffre  au 
quotient ,  multiplier  le  divifeur  entier  par  ce  chif- 
fre. Si  le  produit  peut  être  fouflrait  du  dividende 
partiel ,  on  l'écrira  au  quotient  :  fi  le  contraire  art» 
rive  5  on  diminuera  le  quotient  d'une ,  de  deux , 
de  trois  ^  Sec*  unnés ,  jûfqu'à  ce  que  le  produit 
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foît  contenu  dans  ce  dividende  ;  &  il  le  divifeiir  fe 
trouvoit  plus  grand  que  le  meûibre  de  divifion  fiir 
lequel  on  opère ,  on  écriroit  o  au  qu'orient.  1®.  Il 
eft  bon  de  pafler  un  trait  fur  chaque  chiffre  qu*on 
abaifle  ,  afin  de  fe  fouvenir  qu*oh  la  abailTc.  3  **.  Si  - 
.un  refte  étoit  égal ,  ou  plus  grand  que  le  divifeur, 
ce  feroit  une  marque  que  le  divifeur  feroit  contenu 
dans  ce  dividende  au  moini  i  fois  de  plus  qu'il  h'eft 
marqué  par  le  quotient ,  il  faudroit  donc  augmen- 
ter ce  quotient.  4^.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus 
de  9  au  quotient;  car  fuppofons  d  abord  que  le  mem^ 
bre  de  divifion  fur  lequel  on  opère  ^  contient  au- 
tant dé  chiffres  que  le  divifeur  :  que  ce  membre 
foit  99  y  par  exemple,  qui  eft  le  plus  grand  nom- 
bre de  deux  chiffres,  &  que  le  divifeur  foit  10 , 
qui  eft  le  plus  petit  nombre  de  deux  chiffres  ;  or 
95;  ne  contient  pas  10  dix  fbis ,  puifque  10  fois  10 
font  1 00,  plus  grand  que  99.  Suppofons  en  fécond 
lieu  que  le  dividende  partiel  contienne  un  chiffre 
de  plus  que  le  divifeur ,  de  manière  que  Ion  î^it  2  5 
pour  divifeur j  &.I49  pour  dividende  partiel ,  il 
eft  vifible  qu'en  augmentant  d  une  unité  ce  divi- 
dende ,  on  aura  I50  :  mais  alors  on  ne  pourra 
plus  prendre  150  pour  dividende  partiel ,  maisi 
feulenient.  2 5  égal  au  divifeur,  de  lorte  que  249 
eft  le  plus  grand  dividende  de  J  chiffres  par  rap- 
port au  divifeur  2j  ;  or  149  ne  contient  pas  2j 
dix  fois,  puifque  10  fois  15  valent  250  :  donc  fi 
le  premier  membre  de  divifion  contient  un  chiffre 
de  plus  qiie  le  divifeur,  on  ne  peut  pas  mettre  plus 
de  5^  au  quotient.  Mais  parce  que  cnaque  refte  eft 
toujoms  plus  petit  que  le  divifeur  ,  au  moins  d'une 
unité  ,  fi  à  côté  de  ce  refte  on  defcend  o ,  ce  qui  le 
rendra  10  fois  plus  grande  il  s'en  faudra  encore 
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au  moins  de  i  o  unités  que  le  divifeur  n'y  foit  con- 
tenu I  o  fois  :  donc,  fi  à  la  place  de  o  on  met  9  (  qui 
eft  le  plus  grand  chif&e  qu'on  puifTe  y  mettre  )  il 
s*en  faudra  encore  au  moins  d  une  unité  que  le  di* 
vifeur  ne  foit  contenu  dix  fois  dans  le  dividende 
partiel;  ainflon  ne  peut  pas  mettre  plus  de  ^auquo* 
tient  pour  quelque  membre  de  divifîon  que  ce  foie. 
Soit  propcfé  de  divifer  jç  par  4.  Ayant  divifé  7 

Ear  4  ,  &  fouftrait  le  produit  4  (  du  quotient  i  par 
i  divifeur  4  ) ,  il  refte  j  plu;s  petit  d'une  unité  que 
le  divifeur  4  ;  donc  il  à  côté  de  5  on  mettoit  o  , 
on  auroit  jo,  &  l'on  voit  qu'il  s'en  faut  de  lo 
unités  que  j  o  ne  contienne  4  dix  fois  ;  par  con- 
fcquent  fi  à  la  place  de  6  on  met  9  ,  il  %^ti  faudra 
d'une  unité  que  le  dividende  partiel  5  p  ne  contienne 
I  o  fois  le  divifeur  4. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  divifîon ,  on  midtî- 
pliera  le  divifeur  entier  par  le  quotient  entier  ; 
a  ce  produit  l'on  ajoutera  le  refte  ,  s'il  y  en  a ,  & 
l'on  retrouvera  le  dividende  ,  fi  l'opération  eft 
exafte. 

Démonstration  de  la  Divifion.  En  opérant , 
ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  on  trouve  combien  de 
fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  les  centaines  ^ 
dixaines,  &c.  du  dividende  ;  on  troiive  donc  le 
vrai  quotient  cherché. 

Pour  réduire  les  petites  efpeces  aux  grandes» 
par  exemple  y  les  fols  en  livres ,  on  fe  fervira  de  la 
divifion  ;  &  l'on  divifera  le  nombre  des  petites  ef- 
peces )  par  celui  qui  défigne  combien  de  fois  la 
grande  contient  la  petite  :  ainfi ,  pour  favoir  com- 
bien de  toifes  valent  45  pieds,  je  divife  45  par  6  ; 
le  quotient  7^  le  refte  j  me  font  voir  que  4  5  pieds 
valent  7  toifes  j  pieds. 
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S'il  y  a  a  la  fin  du  dividende  un  certain  nombre  de 
o,  &  que  le  divifeur  foit  i  fuivi  de  zéros  ,  on  ef- 
facera autant  de  o  à  la  fin  du  dividende,  qu'il  y  en 
a  au  divifeur.  Âinfi,  pour  divifer  iiôbo  par  i  oo , 
on  écrira  iio  ;  car ,  en  opérant  ainfi ,  on  prendra 
la  centième  partie  du  dividende  ^  c'eft-a-dire  , 
qu'on  rendra  le  dividende  loo  fois  plus  petit.  Si 
l'on  avoitc  a  divifer  }  z.}0  par  i  ooo ,  parce  que  le 
divifeur  contient  pms  de  o  que  le  dividende  y  on 
feroit  la  dîyifion  a  IVrrdinaire. 

9.  Avant  de  pafTer  plus  loin  »  nous  allons  donner 
l'explication  de  quelques  fignes  qu'on  trouve  fré- 
quemment dans  les  ouvrages  de  Mathématiques. 
Le  figne  -f-  marque  l'Addition  :  ainfi  1  -+•  3  mar- 
que la  fbnnne  de  x  &  de  3  ,  ce  figne  eft  appelle 
plus  ;  de  forte  que  3  -+-  5  ,  ou  3  plus  5  font  8.  Le 
figne — marque  la  Souftraûion ,  ou  l'appelle /woiax  : 
ainfi  5  *-—  A  >  ou  5  moins  2.  ,  vaut  3.  Le  figne  ss 
s'appelle  figne  d* égalité  i  ainfi  5  —  2  =  3  veut  dire 
que  5  —  1  eft  égal  à  3 .  Le  figne  X  indique  la  Mul* 
tiplication  ;  de  forte  que  3  X  f  ==  »  5  ,  cela  figni- 
fie  que  3.  multiplié  par  5  eft  égal  à  15.  Le  figne 
<  ou  >•  fignifie  plu&  petit  &  plus  grand  :  ainu  3 
«^  5  ,  7  ^  *^  fignifient  que  j  eft  plus  petit  que  5  , 
8ç  7  plus  grand  que  z;  en  un  mot  la  quantité  la 
plus  grande  fe  trouve  toujours  du  côté  de  Touver- 
ture,  &  la  plus  petite  du  côté  de  la  pointe  du 
figne* 

DES    FRACTIONS. 

ïo.  Une  fraciion  n'eft  autre  chpfe  qu'une  ou 
plufieurs  parties  de  l'unité.  On  fe  fert  de  deux 
tiomt^res  pour  exprimer  une  fraâion  ;  l'un  s'ap*- 
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f>elle  le  Dénominçueur ,  parce  qu'il  dcfi'gne  la  q^a- 
ité  des  parties  de  l'unité,  fi  ce  font  à^s  tiers  ,  par 
exemple ,  ou  des  quarts ,  &c.  l'autre  eft  appelle 
Numérateur  ;  il  marque  le  nombre  des  parties  que 
l'on  prend  ;  on  çcrit  le  dénominateur  au-dçflbus  du 
numérateur,  en  féparant  l'un  de  l'autre  parune 
ligne.  Si  doiic  je  veux  exprimer  en  nombres  les 
deux  tierai  d'une  unité,  j'écrirai  f.  Il  n  eft  pas  diffi-^ 
cile  de  comprendre  qu'on  peut  regarder  le  numéra^ 
teur  commfe  un  Dividende^  &  le  dénominateur 
comme  un  Pivifeur.  en  effet ,  fuppofon^  que  l'u- 
nité dont  il  s'agit ,  fait  on  pied ,  let  f  d'un  pied 
feront  la  même  chofe  que  le  tiers  de  deux  pieds  , 

3puifque  les  .^  d'un  pied  valent  8  pouces  ,  auflî  bien 
ue  le  j  de  deux  pieds.  De-là  il  mit  que  tout  refte 
e  divifion  eft  une  fra€fcion  ;  par  exemple ,  fi  Ton 
divife-  ij  par  5  ,  oqr  a  4  au  quotient  ,  •&  j  d© 
r^fte.;  or  il  eft  vifible  qu'il  faut  prendre  la  einquié^ 
me  partie  de  ce  refte ,  de  forte  que  le  quotieiit  en- 
tier fera  4  -i«  7. 

Si  deux  fradtions  ont  le  même  dénominateur,  la 
plus  grande  eft  celle  qiu  a  un  plus  grand  numérateur. 
En  premier  lieu  il  eft,  évident,  par  ex.  que  |^>-  j  ; 
en  lecond  lieu  ,  il  n'eft  pas  moins  évident  qu'une 
fraction  fera  d'autant  plus  grande  que  fon  noméra^ 
teur  fera  plus  grand,  &:  Ion  dénominateur  plus 
petit,  puîfque  dans  ce  cas  le  numérateur  contien-^ 
dra  plus  le  dénominateur ,  foit  quil  le  contienne 
entièrement,  ou  en  partie  :  mais  une  fraétion  eft 
d'autant  plus  petite  ,  que  fon  dénominateur  eft  plus 
grand  ;  ainfi  ^  <^ J^  :  en  troifiéme  heu ,  il  eft  fa- 
cile de  comprendre  qu -une  fraftion  refte  rade  même 
valeur,  en  multipliant  ou  eii:  divifant  fes  deux  ter- 
m^  par  un  même  nombre  j  car  la  fraâion^^  3=»  j  5 
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en  effet  ^  dans  le  premier  cas  on  prend  deux  par- 
ties de  l*unité  ,  &  dans  le  fécond  on  nen  prend 
lu'une  j  mais  auffî  les  parties  de  la  féconde  fraâion 
ont  deux  fois  plu$  grandes  que  celles  de  la  pre« 
miere ,  ce  qui  donne  la  même  valeur  pour  les  deux 
fraftions.  De  même  ïa  fraftîon  |  fe  réduit,  en  divi- 
fant  fes  deux  termes  par  3  ,  à  la  fraâion  ^  =  ^ ,  & 
la  fraârion  ^  devient  |  ^  en  multipliant  fe»  deux  ter- 
mes  par  j. 

Une  ftaftion  eft  phîs  petite  que  Tunîté  j  lorfque 
fon  numérateur  eft  plus  petit  que  fon  dénomina- 
teur, elle  eft  plus  grande  que  l'unité  ,  fi  fon  numé- 
rateur eft  plus  grand  que  fon  dénominateur  :  enfin, 
elle  eft  égale  à  Tunite ,  lorfque  le  numérateur  eft 
égal  au  dénominateur  :ainfîj=M  >^<C'>^7^ï« 
Ce  qui  eft  évident. 

Pour  réduire  un  entier  5.  en  fraélion,  il  fuffit  de 
regarder  l'entier  comme  le  numérateur  d*une  frac- 
tion ,  dont  le  dénominateur  feroit  i  ;  de  forte  que 
5  =p=/J  j  car  I  ne  divife  ni  ne  multiplie  :  mais  ,  fî 
ou  vouloit  une  fraftion  qui  eût  un  dénominateur 
donné  j  ,  par  exemple ,  on  multiplieroit  l'entier  5 
par  }  ,  pour  avoir  1 5  ,  numérateur  de  la  fraétion 
cherchée  ',  qui  feroit  ~  =  5 . 

,11.  Problème.  Réduire  deux  fractions  au  même 
^énornïnateur.  Soient  l'es  deux  fractions  7,7;  mul- 
tipliant les  deux  termes  de  la  première  par  le  dé- 
nominateur j  de  la  féconde  ,  J'ai  ^==^7(10)9 
multipliant  de  même  les  deux  termes  de  la  féconde 
par  le  dénominateur  3  de  la  première ,  j'ai  7  ==  77. 
Il  eft  vifible  que  les  fracStions  réduites  font  de  même 
valeur  Qu'avant  la  rédudfcion,  &  de  plus,  qu'elles 
ibnt  réduites  au  même  dénominateur  ,  puifque  le 
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dçnomÎMteur  cpmînun  eit  le  pro4uit  4^5  dçnîc  dé-^ 
)|Qminai;çuçs, 

ÇoaoLLAiRB.  Si  on  vouloiç  réduire  trois ,  ou  un 
plus  grand  ^on^bre  de  fraisions  au  mçmQ  dcnomi-» 
jîateuf,  il  fuffiroît  de  mulçipUer  les  deux  termes  de 
chacune  par  Iq  prpdqiçdes  dénominateurs  de  toutes 
Us  autresi, 

II,  Problème.  Réduire  une  fraSidn  â  un  déna^ 
minateut  donné  :  par  exemple ,  réduire  la  facSfcion  j . 
d*une  livre  y  en  vin^ticmeç  de  la  livre ,  ou  en  fols  , 
tnultipliez  les  deux  termes  de  la  fraftion  propofée 

Sar  le  dénominateur  donné  lo ,  pour  avoir  y  =:  -^  j 
ivifez  enfuite  les  deux  termes  de  cette  dernière 
fraction  par  le  dénominateur  5  de  la  fradion  don- 
née ^  &  vous  aurez  la  ftaâFion  cherchée  44  ?«  i  ^^, 

Corollaire.  Donc,  en  fuppofant  la  fraftion 
donnée,  réduite  à  fa  plus  fîmpie  ^xpreffion ,  ou  à 
fes  mpindie^  termes ^  la  rédnftiotn  >  dpnt  npus  parr 
Ions ,  n'aura  lieu  que  d^n§  le  cas  que  le  dénomina-» 
teur  donné  fera  divifible  par  le  dénpminatçur  de  la, 
propofée  :  alnfî  la  fradion  7  ne  peut  pa^fe  réduite  .i 
une  fr^â-ion ,  dont  le  dénominateur  feroit  5  ,  parce 
que  '5  n'eft  p^s  divifible  paç  j  j  en  effet ,  en  luivant; 
|a  méthode  du  problême  ^  00  aura  d'abprd  j=|^  ; 
divifant  les  deux  termes  de  cettQ  dernière  rradion 
par  3  ,  on  aura  1  j  divifé  par  3  =»  5  ;  mais  i  o 
^n'étant  pas  divifible  par  }  ,  on  ne  pourra  pas  parYÇ-  ' 
|iir  au  réfulcat  cherçné. 

13,  Problème.  Réduire  unfi  fraction  à  fa  plut 
Jlmple  exprejjîon.  Divifez  les  deux  termes  de  la 
firadion  par  leur  plus  grand  commun  divifeur  ;  la 
fradion  qui  en  réfultera ,  fera  réduite  à  fa  plus,  • 
/împlç  expreflîon  ;  ainfi  h  fraftipn  ^  fera  réduit^ 


C    A    L    C    U    t.  ,  25 

■Ml  *  -I  1 

à  Tes  plus  petits  termes ,  en  divifant  fe$  deux  termes 
par  5  ,  ce  qui  donnera  \  =5 1^. 

14.  Problème.  Trouver  h  plus  grand  commun 
divijiur  de  deux  nombres^  Divifez  le  plus  grand  par 
le  plus  petit  ;  fi  la  divifion  eft  fans  refte ,  le  plus 
petit  fera  le  plus  grand  commun  divifeur  chercné , 
s'il  y  a  un  refte,  divifez  le  plus  petit  nombre  par 
le  reile  9  fi  la  divifion  eft  exaâe ,  ce  refte  fera  le 
plus  grand  divifeur  cherché  ;  s'il  y  a  un  fécond 
refte  ,  divifez  le  premier  refte  par  le  fécond ,  & 
ainfi  fucceflivement,  le  dernier  refte,  qui  divifera 
exad^ement  le  refte  précédent  fera  le  plus  grand 
dlvifçur  cherché.^  Si  le  dernier  refte  eft  i,  c'eft 
une  marque  que  les  deux  nombres  n'ont  d'autre  di- 
vifeur commun  que  l'unité ,  dans  ce  cas  on  les  ap- 
pelle premer^  cntrUux  :  ainfi  z  &  j  fout  premiers 
efltr'euxt 

^  Exemple,  Peur  avoir  U  plus  grand  divifeur  de 
10  &de  //•  Je  divife  15  par  10,  le  quotient  eft 
I  avec  un  refte  5  ;  je  divile  10  par  le  refte  5  ,  le 
quotient  eft  exaâ:  :  donc  5  eft  le  plus  grand  divifeur 
de  lo&de  X5,  En  effet,  puifque  5  divife  10,  il 
divifera  auffi  10-4-5  =  15  r  or  5  eft  le  plus  grand 
nombre  qui  puiâe  divifer  io&i5^ûuio&io 
•+-5  :  donc,  &c, 

15.  Problème.  Ajouter  enfemUe.  les  fractions 
j^  1;  les  ayant  réduites  au  même  défiibminateur 
(11),  nous  aurons' à  ajouter  enfemble  les  fraâions 
\Z.^iz.oi-l-^^z=^^7s::zi^±-X  c'eft-à-dire. 
que ,  pour  avoir  la  ibmme  d'un  nombre  quelcon* 
que  de  fraAions ,  on  doit  les  réduire  au  même  dé- 
nominateur ,  fi  elles  en  ont  4^  différens ,  prendre 
la  fomme  des  numérateurs ,  &  lui  donner  pou|:  dç- 
xiQmin;voeuç4ç  dénominateur  commun» 
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Corollaire.  Pour  ajouter  un  entier  à  une  frac- 
tion ,  on  réduira  l*entier  à  une  fradtiori  de  même 
dénominateur  (lo)  que  la  fraftion  donnée,  pour 
opérer  enfuite  comme  nous  venons  de  le  dire.  Si 
on  vouloir  ajouter  un  entier  plus  une  fraftion  à  un 
autre  entier  plus  une  autre  fraâion  ,  on  réduiroit 
le  premier  entier  &  fa  fra-ftion  à  une  feule  fradtioh 
de  même  dénominateur;  on  feroit  la  même  réduc- 
tion pour  le  fécond  entier  &  fa fraftion ,  Ion  au- 
roit  enfuite  à  ajouter  deux  fraâions ,  ce  que  nous 
favons  déjà  faire  :  ainfi ,  pour  ajouter  i  •+•  7  à  3  -+• 
7 ,  je  réduis  la  première  quantité  à  7  -+-  7  =  7  >  &; 
la  féconde  à  f  -+•  f  =  7  J  &  j'ai  enfuite  à  ajouter 
7  avec  7 ,  ce  qui ,  en  réduifant  au  même  dénomi- 
nateur,  donne  -^  -+-  —•  s=:  ^, 

16.  Problème.  Sou/lraire  une  fraalioù  (Tune  au-- 

!  refraciion.  Soit  7  à  fbuftraire  de  7  ,  on  aura  7  — ^ 

7=—^  =  7  i  c  eft-à-dire,  que ,  pour  fouftraire  une 

firadtion  'd'une  autre  fra£tion  de  même  dénomina^ 

teur ,  on  prendra  la  différence  des  numérateurs  ^ 

ouon  diviiera  par  le  dénominateur  commun.  Si  les 

^radiions  ne  font  pas  de  même  dénominateur,  on 

les  Y  réduira,  &:  Ton  opérera  enfuite  comme  nous 

venons  de  le  dire.  Pour  fouftraire  une  fraction  d'un 

entier,  on  réduira  Tentier enune  fra3:ion  de  même 

dénominatertat  que  la  fraâion  à  fouftraire  ,  pour 

opérer  enfuite  comme  nous  venons  de  le  dire  :  ainfî 
-        * ,  > j        »  _^  ») .1    ' 

Si  on  vouloir  fouftraire  un"  entier  joint  a  une 
fraûion  d'un  autre  entier  joint  à  une  autre  frac- 
tion ,  on  réduiroit  d'abord  le  prenûçr  entier  &  fa 
fraâion  en  une  feule  fraâ:ion  de  même  dénomina- 
teur ;  on  feroit  la  même  chofe  pour  le  fécond  en- 
tier ôc  fa  fradionj  Ton  aurait  epfuite  une  fraction 
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à  fouftraire  d'une  autre  fraâîon  :  opération  qui  n'a 
maintenant  aucune  difficulté. 

1 7,  PaoBtEMB.  Multiplier  une  fraSion  par  une 
fraSion.  Multipliez  le  numérateur  du  multipli- 
cande par  celui  du  multiplicateur ,  vous  aurez  le 
numérateur  du  produit  ^  multipliez  enfuite  le  dé-* 
nominateur  du  multiplicande  par  celui  du  multipli- 
cateur ,  vous  aurez  le  dénominateur  du  produit  : 
I  par  exemple ,  j  x  7  =  ^  •  en  effet ,  fi  j  avois  à 

1  multiplier  7  par  4 ,  je  prendrois  j  quatre  fois  ,  ce 

'  qui  donnecoit  7  ;  or  )e  ne  dois  pa$  multiplier  7 

par  4 ,  mais  par  y  ,  c'eft-à-dire  ,  par  la  cinquième 
partie  de  quatre  j  j'ai  donc  multiplié  par'  un  nom- 
bre 5  fois  trop  grand  ,  &  le  produit  7  eft  5  fois 
trop  .grand  ;  pour  le  rendre  5  fois  plus  petit ,  je 
I  rends  le  dénominateur  5  fois  plus  grand ,  ou  ,  ce 

I         ^  qui  revient  au  même. ,  je  multiplie  le  dénomina- 
I  teur  par  5 ,  &  le  vrai  produit  cherché  eft  ==  ^. 

Il    eft  aifé  de  voir  \  1^.  que,  pour  multiplier 
1  une  fraftion  par  un  entier,  ou  un  entier  par  une 

fraârion,  il  fuffit  de  multiplier  le  numérateur  de 
la  fraftion  par  l'entier  :  ainfi  j  x  j ,-  ou  7  X  7  = 
7=7  X  3  :  i'^.  que,  pour  multiplier  un  entier 
joint  aune  fraârion  ,  il  fuffit  de  réduire  le  multi- 
plicande à  une  feule  fraé^ion  \  on  fait  la  nième  cliëfe' 
pour  le  multiplicateur,  lorfque  celui-ci  eft  un  entier 
joint  à  une  fradlion ,  pour  opérer  enfuite  ,  comme 
nous  venons  de  le  dire  \  }**.  que,  pour  réduire 
une  fraâion  de  fraâibn  à  une  fraânlon  ,  i)  faut  fe 
fervir  de  la  multiplication  :  pour  fayoir  combien 
valent ,  pjc^  exemple ,  les  7  de  7  de^  d'un  ♦  écu  ,  il 
faut  multiplier  7  par  | ,  le  produit  77  donnera  les  | 
de  \  d'un  écu,  &  ce  produit  étant  multiplié  par  7  don- 
nera 7J7  d^uu  écii^  4^«  que  le  produit  d'une  fraâion 
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par  une  autre  fraé^ion  plus  petite  aue  l'unité ,  doit 
être  plus  petit  que  le  multiplicande  j  puifque  »  fi 
l*on  doit  multiplier  par  7 ,  par  exemple  ^  on  doit 
feulement  prendre  les  7  du  multiplicande. 

18.  Probi^eme.  Divifer  la  fraBion  -  par  la  frac-* 
tion  p  Multipliez  le  numérateur  du  dividende  par 
le  dénominateur  du  divifeur ,  pour  avoir  le  nùmé^ 
rateur  du  quotient  \  multipliez  enfuite  le  dénomt<^ 
nateur  dm  dividende  par  le  numérateur  du  divifeur^ 
vous  aurez  le  dénominateur  du  quotient ,  qui  fera 
c=  7^  :  en  effet ,  pour  divifer  \  par  4  ,  ou  ,  pour 
prendre  le  j  de  7 ,  il  faudroit  trouver  une  fraftion 
4  fois  plus  petite  que  7  ;  mais  on  rendroit  la'  frac^ 
tion  7  quatre  fois  plus  petite ,  en  multiplianr  fi>n 
dénominateur  par  4 ,  ce  qui  donneroit  77  ;  or  ce 
n'eft  pas  par  4  qu'on  doit  divifer,  mais  par  7  ,  c'eft-* 
i-dire»  par  la  cinquième  partie  de  4  ;  donc  le  di- 
vifeur ,  dont  on  s'eft  fervi ,  étant  5  fois  trop  grand  , 
le  quotient  eft  5  fois  trop  petit  \  on  doit  donc  1^ 
rendre  5  fois  plus  grand ,  ce  qu'on  fera  en  muki* 
pliant  le  numérateur  i  par  5  ,  pour  avoir  ^ .  vrai 
quotient  cherche. 

1 9.  Remarque.  Poiu:  divifer  une  frai^îon  \ ,  par 
exemple,  par  un  entier  5  ,  on  fuppofera  3  »| ,  & 
l'on  aura  une  firaâion  à  divifer  pair  une  autre  frac* 
tion.  Dans  l'exemple  propofé  le  quotient  efl  -^  ;  & 
l'on  trouyeroit  la  même  cnofe,  en  fe  contentant  de 
multiplier  le  dénominateur  du  dividende  par  ren<« 
tier.  Si  l'on  avoir  un  entier  joint  â  une  fraâion  i 
divifer  par  un  entier ,  ou  par  un  entier  joint  à  une 
fraction,  on  réduiroit  le  dividende  &  le  divifeur 
chacun  à  une  feule  fraâion ,  &  l'on  opéreroit  en^ 
fuite  comme  nou&  venons  de  le  dire» 
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DES  FRACTIONS  DÉCIMALES. 

lo.  Les  FraSions  décimales  font  dts  fractions  qui 
ont  pour  dénominateur  r unité  fuivic  d^un  ou  dcvlu^ 
fieurs  :[eros.  Ainfi  ^ ,  ^  font  des  fraftions  décima.- 
Iqs.  Pour  fimplifier  ,  on  n'exprime  pas  le  déno- 
minateur ^  &  quand  il  y  à  des  entiers  joints  ^uz 
fraâions,  on  les  en  fépare  par  un  point,  ou  par 
une  virgule.  Par  exemple  >  1 5  •+•  •;-  s'écrit  ainfi , 
x$  .^3  ,ou  15,  }j  de  même  15  •4-^5=^15  -ji, 
de  même  7  -h  j^  =7.5  001.  La  fraôion  -^  s'ex- 
prime ainfi  ,  o  •  }  ;  la  fraâion  ^  s'exprime  ainfi  , 
o  •  ;  5  9  en  mettant  o  à  la  place  des  entiers.  Il  eft 
facile  de  voir  que  le  premier  chi&e  après  le  point 
repréfente  des  dixièmes  y  le  fécond  des  centièmes  ^ 
&c.  car ,  par  exemple  ,  la  fra Aion  o  •  351===  ~V 

+  ■        »4->    ^    «^— !■  JL «4—  —^1  \-        I  Diiifniifî  ':. 
lOOO        •        lOOO  tO        '         100       •       lOÔO  7   Jr  ^^^  » 
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en  effaçant  le  même  nombre  de  o  au  numérateur  8c 
au  dénominateur  d'une  fraâion ,  on  divife  fes  deux 
termes  par  un  même  nombre,  ce  qui  laifie  la  frac* 
tion  de  même  valeur  (  lo).  Il  fuit  de-là;  i^,  que 
la  fradèion  ^^ss-—^  ou  que  o  •  j  =0  •  300,  ou 
qu'en  général  ,  une  fraâion  décimale  refte  de 
même  valeur ,  quelque  nombre  de  o  qu'on  ajoute 
au  numératecu:  de  cette  fraâion  ;  1^.  que  fi  les 
dixièmes ,  ou  les  centièmes ,  &c.  manquent ,  on 
doit  mettre  des  o  a  la  place  des  chiffres  qui  man-* 
quent  :  ainfi  ~^i=so  •  ocfz  3  ,  parce  que  les  dixié-» 
mes  6c  Les  centièmes  manquent  ^. 

*  Avec  un  peu  d'actemion  ,  il  eft  aifô  de  s'sqppercevairqne 
la  valeur  des  cnii&es  qui  font  à  la  droite  du  point ,  va  en  di- 
minuant ,  en  proportion  décuple ,  en  allant  de  gauche  à  drpite  ^ 
&  que  les  fradions  décimales  font  des  fraâioâs  »  dont  le  dër 
aorn^natear  ({bos^enjcçodu)  efl:  ranimé  fuivie  d'iutanç  de  zéros  g 
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Problème.  Réduire  une  fraclion  ordinaire  en  une 
fra^ion  décimale.  Soit ,  par  exemple  ^  la  fraârion  7 
à  réduire  en  une  fraâion  décimale.  Ajoutez  un  o 
au  numérateur  * ,  &  divif ez  enfuite  le  numérateur 
par  le  dénominateur  ,  vous  aurez  là  première  dé- 
cimale du  quotient}  continuez  de  même  s'il  y  a  un 
refte  ,  en  ajoutant  un  p  à  ce  refte,  &  ainfi  de  fuite, 
&  vous  aurez  de  nouvelles  décimales.  Ajoutant 
donc  un  ô  à  } ,  j*ai  30  que  je  divife  par  5 ,  le  quor 
tient  eft  tf  j  donc  0  •  &  eft  le  vrai  quotient  cherché. 
En  effet  le  dividende  3  ayant  été  multiplié  par  10, 
le  quotient  de  30  divifé  paï  5  eft  lo  fois  trop  grand  : 
donc  on  doit  le  divifer  par  i  o  pour  avoir  ~  =^  o  •  ^  * 
Soit  la  fradidn  ^  qu'on  veut  réduire  en  fra£tion 
décimale  y  j'ajoute  oi  1  y  pour  avoir  ib  que  je  di- 
vife par  3  ,.  le  quotient  6  eft  une  première  déci- 
male. Je  multiplie  le  divifeur  par.  le  ^  ^^^  ^ 
quotient ,  ôtant  le  produit  1 8  du  di-  '  *  ' 
vidende  ,  il  refte  1 ,  auquel  ajoutant  o ,  &  divirr 
fant  de  même  par  j  ,  j'ai  encore  6  pour  quotient  ; 
&  continuant  de  même ,  je  trouve  toujours  (>  pour 
quotient,  de  forte  qu'il  eft  impoffible  d'avoir  une 
nraâion  décimale  terminée ,  qui ,  exprime  la  va^r 
leur  de  y.     . 

On  connoît  qu'il  eft  impoflîble  de  trouver  une 
fraâion  décimale  exacte,  lorfqu'on  voit  reparoître 
]jès  mêmes  chiffres  du  quotient ,  &:  dans  le  même 
ordre  \  or  les  mêmes  chiffres  reparoiiïënt  dans  ce 
<as  ,  pour  le  plus,  tard  ,  au  rang  aéfigné  pat  le  dé  ^ 
nominateur  de  la  fraction  :  par  exemple ,  il  on  vou- 
loir réduire  en  fraâion  décimale   la  fradtion  ^, 

^a*ii  y  a  de  chlfirés  apfés  le  point  ^  lefquels  chif&es  forment 

le  numérateur. 

.   ;^  Ceft  comme*  ft  on  multiplloit  le  numérateur  par  lo. 
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on  auroito  •  571418  ,&enfuite  5  7 1  âcc.  Tinfiiii. 

On  peut  voir  maincenanc  que ,  quand  après  une 
divifion  il  va  un  refte ,  pour  avoir  un  quotient  plus 
exaâ: ,  il  raût  ajouter  au  quotient  ce  refte.  réduit  en 
décimales  ipar  exemple  ^  fi  j'ai  à  divifer  ji  par  7  , 
le  quotient  fera  4  avec  un  refte  | ,  ou  4» 571  &c. 

Quand  on  n*a  pas  befoin  d  .une  n  gtande  précifion» 
on  peut  négliger  les  milliémei  y  &c  quelquefois 
même  les  centièmes  :  ainfi ,  dans  l'exemple  précé- 
dent ,  fi  on  n'a  pas  befoin  d'une  grande  précifion , 
on  peut-fuppofer  -^=4*57,  ou4»^,en  augmen- 
tant d'une  unité  le  dernier  chiffre  qu'on  ne  néglige 
pas  y  ce  que  Ton  fait  toutes  les  fois  que  les  deux 
chiÂTres  fuiyans  iurpaffent  50  *  ;  en  effet  0-071  va- 
lent plus  de  la  moitié  d'un  dixième .:  ainfi  ,  en 
augmentant  le  chiffre, 5  d'une  unité.  Terreur  eft 
moins  confidérable  que  fi  on  ne  faifoit  pas  cette 
augmentation.  Au  refte ,  en  négligeant  un  nombre 
de  chiffres  quelconque ,  l'erreur  n'eft  jamais  égale  à 
l'unité  du  dernier  chiffre  qu'on  ne  néglige  pas  ;  par 
exemple  y  fi  j'ai  la  fraction  décimale  5  •3999  &c. 
à  l'infini ,  en  négligeant  tous  les  chiffres  qui  fui- 
vent  3  ,  j'aurai  5  •  j  j  or  .»  •  3=:^,  &  o  •  0999 

7^  <Î7>  puifqu'en  ajoutant  1  à  999  ,  j'aurai 
-^  y  le  même  raifonnement  a  lieu ,  quelque 


IQOO 
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nombre  de  chiffres  qu'oji  néglige. 

Pro3IEME,  Ajouter  &  foiyiraire  les  fractions  dé- 
cimales Soienilts  fractions  décimales  3  5  •701, 303 
•  7,  1  •25,  dont  on  demande  la  fomme,  écrivez  ces 
fraétions,  enforte  que  les  unités  foient  fous  les^  uni- 
tés ,  les  dixaines  fous  les  dixaines ,  &c.  les  dixièmes; 
fous  les  dixièmes,  &c.  opérez  enfuite ,  en  allant  de 

*  La  même  cKofea  lieu,  fi  on  négUgeoic  «n  feul chifie  ^  5t 
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droite  à  gauche ,  comme  pour  leû  nombres  entiers* 
Ce  qui  eft  évident ,  puifque  la  valeur 
des  chiffres  dans  les  fraâiiôns  déci-      ^  >  *  ' 
cimales  va  en  augmentant  de  droite    ^      : 
à  gauche  en  proportion  décuple. 

Pour  fouftraire  la  fraftion  déci-    34^  •  ^5^ 
maie  15  •032  de  }i*04,  jelesdifpofedela  même 
manière ,  ayant  foin  de  mettre  la  première  fous  la 
féconde,  comme  on  le  voit  ici:  mais.      ;  ^      ^ ,  ^ 
parce  qu  u  n  y  a  aucun  chiitre  qui      2  c  .  0T2 
ibit  correfpondant  à  2,  je  fuppofe 


/ 


o  à  côté  de  4 ,  ce  qui,  comme  nous  7  *  008 
l'avons  dit  il  n'y  a  pas  long-tems ,  ne  change  rîefi 
à  la  valeur  de  la  fraâtion  ,  faifant  eilfuite  la  fouf- 
traftion  à  lordinaire  ,  j'ai  pour  refte  7  •  ooS. 

Problème.  Multiplier  une  fraSion  décimale  par 
une  autre.  Multipliez  les  deux  fractions  comme  fi 
c'étoient  des  nombres  entiers ,  en  vous  fouvenant 
de  féparer  dans  le  produit  autant  de  décimales  qu'il 
y  en  a  y  tant  au  multiplicande  qu'au  multiplicateur  ; 
ainfi,  pour  midtiplier  7  •  ïi  par  2  •  j  ,  je  multi- 
plie 712  par  1  î  i  le  produit  eft  i  tf  j  7(9 ,  dans  lequel 
|e  fépare  î  décimales  ,  parce  qu'il  y  en  a  deux  au 
multiplicande ,  Se  une  au  multiplicateur;  de  fprèe 
que  le  produit  cherché  eft  16  •  376.  La  raifôn  de 
ce  procédé  eft  facile  à  appercevoir  ;  car  7  •'  ï  2  =3 

—  ,  &  1  •  3  :s=  —  ,  or  77^  X~  aa  -^^^  a=  t^-  37^. 

Si  le  produit  ne  renfermoit  pasf  iln  nombre  faflSfant 
de  chiffres,  il  faudroit  ajouter  vers  la  gauche  autant 
de  o  qu'il  feroit  néceflàire ,  pour  qu'on  eût  autant 
de  décimales  au  produit,  qu'il  y  en  as  tant  au  multi-* 
plicande  qu'au  multiplicateur  ;. /j^r  exe/Ti/^/tf  j  pour 
multiplier  o  -25  par  o  •  05 ,  après  avoir  trouve  le 
produit  75  de  25  par  3  >  je  m'apperçois  <|tte<^pffa- 

duit 
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duic  ne  contient  que  deux  chiffres ,  tandis  que  je 
dois  avoir  4  décimales  :  ainfi  j  ajoute  deux  o  en 
cette  forte  ,  o  •  0075  ,  &  j'ai  le  vrai  produit ch^r-* 
chc  :  en  effet  0-15   Xo*03=-~X,4r==  t:-^ 

j  J       t       100       *    100  iOOOO 

1=  o  •  0075, 

Problème,  Divifer  une  fraciion  décimale  :  par 
exemple ,  4  •  444  par  une  autre  fraciion  décimale 
2  •  2.  Divifezle  dividende  par  le  divifeut,  comme 
fi  c'étoient  des  nombres  entiers  ;  mais  féparez  dans 
le  quotient  autant  de  décimales  qu'il  y  en  a  plu# 
au  dividende  qu'au  divifeur  :  ainfi ,  en  divifanc 
4444  par  iz  ,  je  trouve  pour  quotient  202  ;  je  fé-  , 
paré  2  décimales ,  parce  qu'il  y  en  a  deux  de  plus 
au  dividende  qu'au  divifeur  j  de  forte  que  le  quo- 
tient cherché  eft  2  •  02,    Pour^fcm-  aaaa 

prendre  la  raifon  de  cette  méthode  , — 

on  fera  attention  que  4  •444=7^75  & 
que  2  •  2  =  "  J  la  première  fraÂion  divifée  par 
la  féconde,  donne  ^%^^  (  18)  =^^^:or^tii±=5 
202  ;  mais  ,  parce  que  le  véritable  divifeur  2200 
efl  cpnt  fols  plus  grand  que  22,  le  quotient  202 
efl  cent  fois  trop  grand ,  il  faut  donc  le  divifer  par 
100  pour  avoir  le  vrai  quotient  ^=  2  •  02, 

Remarquez  1°.  S'il  y  a  autant  de  décimales  au 
dividende  qu'au  divifeur  ,  le  quotient  fera  fanî 
décimales  j  2^.  S'il  y  a  moins  de  décimales  au 
dividende  qu'au  divifeur  ,  on  doit  ajouter  au  di- 
vidende quelques  o ,  pour  "avoir  au  mqins  autant 
de  caraâeres  au  dividende  qu'au  divifeur  \  Sc 
même  ,  fi  l'on  veut  avoir  quelques  décimales  au 
quotient)  il«eft  nécefiaire  d*ajouter  à  la  fin  du 
clividende  affèz  de  o ,  pour  qu'il  y  ait  plixs  de  ca- 
ractères au  dividende  qu'au  divifeur  ;  3  ®.  Si ,  en 
divifanc  une  fraâion  décimale  par  une  autre  ^  ou 
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par  un  entier  on  trouve  un  refte ,  on  pourra  conti- 
nuer d'opérer  fur  ce  refte  comme  fur  un  refte 
de  dividon  ordinaire ,  en  ajoutant  o  à  chaque  nou- 
veau refte. 

DE  V ÉVALUATION  DES  FRACTIONS. 

1 1  •  Si  Ton  vouloit  évaluer  la  ftàdtion  décimale 
de  toife  o  •  yi ,  on  multiplieroit  cette  fradion  par 

^ ,  pour  avoir  des  pieds  ,  parce  que  la  toife  vaut 
G  pieds  ,  ce  qui  donneroit  4  •  j  i  ;  c'eft-à-dire  , 
4  pieds  ,  plus  la  fradion  o  •  3 1  de  pied.  Multi- 

'  pliant  celle-ci  par  1 1  pour  avoir  des  pouces ,  je 
trouve  3  •  84  ,  c  eft-àdire,  trois  pouces  plus  o  ^84 
de  pouce  \  ainfi  ^^radtion  propofée  vaut  4  pieds  5 
pouces  plus  o  •  84  de  pouce.  Pour  évaluer  la  frac- 
tion o  •  02  de  toife,  je  la  multiplie  par  6 y  &:j'ai 

0  •  12  de  pied  j  multipliant  .celle-ci  par   12  ,  j'ai 

1  •  44  de  pouce  ,  c'eft-à-dire ,  i  pouce  &  o  •  44 
de  pouce  ^  en  multipliant  cette  dernière  par  12, 
j'aurois  des  Hgnç s.  Mais  pout  évaluer  la  fraftion 
Y  d'un  fol ,  comme  le  fol  vaut  1 2  deniers  ;  on 
multiplieroit  le  numérateur  3  par  1 2 ,  pour  avoir 
^  de  denier ,  ou  7**  -+-  j  de  denier.  La  fraàioh  7^ 
de  livre  deviendra,  en  multipliant  5  par  10  y  —- 
de  fol  =  7^  -+-  ~.  Multipliant  celle-ci  par  12, 
l'on  auroit  ^  de  denier  =  8^  -f-  ^7  de  denier ,  de 
forte  que  la  fraûion  ^  de  livre  vaut  7^  8*^  -+■  ~  4e 
dénier. 

DE  LA  MULTIPLICATION  ET  DIVISION 

des  Nombres  Complexes^ 

22.  Problème.  On  demande  combien  coûteront 
3  toifes  2  pieds  d'une  muraille  ^  à  1  liv.  3  f.  la  toife. 
Je  réduis  les  toifes  en  pieds,  en  multipliaiit  3  par 
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6  i  à  caufe  que  la  toife  vaut  6  pieds  j  au  produit 
i8  j'ajoute  z  pour  avoir  le  nombre  total  20  pieds  j 
jeréduis  les  livres  en  fols,  en  multipliant  1  par  20^ 
au  produit  40  j'ajoute  5  ,  &  j  ai  43 .  £n  multipliant 
4j  foU  par  10  ,  le  produit  i6o  fols  marque  com- 
bien coûteroient  10  pieds ,  ii  chaque  pied  coûtoit 
43  fols  j  mais  ce  n'eft  pas  le  pied  qui  coûte  45  fols, 
c'eft  U  toife  qui  Vaut  6  pieds  :  ainfî  le  pied  ne 
coûte  que  la  (îxiéme  partie  de  43  fols  ^^  20  pieds, 
ou  3  toifes  2  pieds  ne  coûteront  aufli  que  la  fixiéme 
partie  de  860  fols  :  on  doit  donc  divifer  8^0  par  6j 
le  quotient  fêta  143  fols  avec  un  refte  1  fols  j  ce 
refte  vaut  24  deniers  ,  dont  la  fixiéme  ^rtie  eft  4 
deniers^  en  les  ajoutant  au  quotient  ^  nous  atirôns 
143  fols  4  deniers  ,  ou  en  réduifant  en  livres  ,  ce 
qui  fe  fait  endivifant  143  par  4o,  7  liv.  3  f.  4d. 

Remarquez  i  ®.  qu'en  multipliant  43  fols  par  2Ô, 
on  a  coniidéré  le  multiplicateur  comme  im  nombre 
pur  &  abftrâit  ^  c'eft-à-dire  ,  comme  un  .nombre 
qui  ne  contient  que  des  unités  fimples^  Se  non 
comme  un  nombre  concret ,  c'eft-a-dire ,  qui  ren- 
ferme *des  unités  d'une  efpece  déterminée,  cotnme^ 
par  exemple  >  des  pieds.  Car  il  feroit  ridicule  dd 
multiplier  des  fols  par  des  pied^^ 

a®.  Que  fi  on  avoir  demandé  le  prix  de  20  toi- 
fes ,  à  %  liv^  3  folâ  là  toife,  onauroit  trouvé  pour 
téfultat  8^0  fols  ,  ou  45  liv.  y  &c  Von  auroit  pa£  eu 
befdin  de  faire  la  divifion  par  6. 

!**•  Qu'if  faut  dânscei  fortes  de  queftions  ré- 
duire le  multiplicande  &c  le  multiplicateur  chacun 
à  fa  plus  petite  efpece  ,  faire  enluice  la  multiplia 
dation  à  l'ordinaire ,  6c  divifer  le  produit  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  grande 
efpece  du  multiplicateur  contient  la  petite  :*ain£Liâ 
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le  multiplicateur  avoit  contenu  des  pouces  ,  on  au- 
roit  réduit  le  multiplicateur  en  pouces  :  de  même 
fi  le  multiplicande  avoit  contenu  des  deniers  ,  on 
Tauroit  réduit  en  deniers  j  après  l'opération  on 
auroit  divifé  le  produit  par  72  ,  parce  que  la  toife 
vaut  72  pouces ,  on  auroit  enfuite  réduit  les  de- 
niers en  fois  ,  &  les  fols  en  livrés.  Quant  au 
multiplicande ,  c'eft  la  nature  feule  de  la  queltion 
qui  peut  le  faire  connoîcre.  Dans  l'exemple  pro* 
pofé  il  eft  aifé  de  voir  que  le  multiplicande  eft  l'ar- 
gent qu'on  cherche  au  produit. 

Seconde  Méthode.  On  réduira  chaque  nombre 
à  fa  plus  rafle  efpece  ;  on  multipliera  enfuite  les 
fradtions  qui  en  réfulteront  l'une  par  l'autre  ,  & 
l'on  réduira  le  produit  aux  unités  ,  &  aux  efpeces 
établies  par  Tufage. 

Exemple  Se  Démonstration.  Von  demande 
combien  coûteront  2^  toifes  j  pieds  10  pouces  ^  à 
5  Kv,  \o  {.  6  à.  la  toife.  Je  réduis  le  multipli- 
cande,  ou  l'argent  en  deniers  ,  ce  qui  me  donne 
84(5  deniers  j  mais  un  denier  eft  la  ~  partie  de  la 
livre. qui  vaut  10  fols  ,  &  par  conféquent  140  de- 
niers :  ainfi  le  multiplicande  vaut  ~|  d'une  livre. 
Je  réduis  le  multiplicateur  en  pouces  ,  &  je  trouve 
1870  pouces  j, or  le  pouce  eft  la  71®  partie  de  la 
roife  ;  donc  le  multiplicateur  vaut  —^  d'une  toife. 
Multipliant  maintenant  les  numérateurs  du  mul- 
tiplicande &  du  multiplicateur  l'un  par  l'autre  y 
auffi  bien  que  les  dénominateurs,  le  produit  cher- 
ché eft  '^,'^^0°  >  fradion  de  livre. 

Pour  réduire  donc  cette  fraârion  aux  efpeces 
ufitées,  ou  pour  évaluer  cette  fraétion,je  diviie 
le  numérateur  par  le  dénominateur ,  &  je  trouve 
f)  I  avec  le  reftc  51 5  40 ,  ou  j^i^z^  Les  9 1  font  des 
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unités  ott  dos  livres.  Pour  cvaluçr  le  refte  qu'on 
vient  de  trouver ,  je  multiplie  le  numérateur  9  5  40 
ar  10 ,  ce  qui  réduit  ce  refte  en  fols  j  &divifant 
e  proUuit  190800  par  lyzSo  ,  }e  trouve  11  fols 
avec  le  refte  yzoy^  —j^  d'un  fol ,  qu'on  réduira 
en  deniers^  en  multipliant  7^0  par  ii ,  &  divifant 
le  produit  8 ^40  par  17x80 ,  ce  qui  donnera  ^^ 
qui  ne  vaut  pas  un  denier  (  il  vaut  la  moitié  d'un 
denier  )  :  ainfi  on  pourra  le  négliger  >  &  le  produit 
cherché  fera  9 1  liv.  11  fols.  , 

2}.  Problème  qui  contient  la  diviiiop  des  nom- 
bres complexes.  Deux  toifes  y  pieds  ayant  coûte 
1 8  liv.  14  f.  quel  efi  h  prix  de  la  toife  ?  Je  réduis 
1 8  liv.  14  f.  en  fols,  pour  avoir  3  74  fols  ;  je  réduis 
de  nxême  1  toifes  5  pieds  en  pieds  ,  pour  avoir  17 
pieds  j>.  &  divifant  3.74  par  17»  j*ai  ix  pour  quo- 
tient, c'jaft-àrdire- ,  que  chaque  pied  vaut  ii  lois, 
eu  I  liv.  z  f.  mais  la  toife  vaut  6  pieds  ;  ddnc 
la  toife  vaut  6  fois  1  liv.  2  f.  ou  (>  liv.  1  r  f. 

Il  eft  aife  de  remarquer  i  ®.  qu'en  divifant  par 
17,  puenprejiant  la  ^7^  partie  du  dividende, 
l'on  a  connderé  le  divifeur  comme  un  nombre 
pur ,  parce  qu'il  feroit  ridicule  de  divifer  des  fols 
par  des  pieds  ;.  en  fécond  lieu^  qu'après  la  divifîon 
on  doit  multiplier  le  quotient  par  le  nombre  qui 
exprime  combien,  de  fois  la  grande  efpece  du  divi- 
feur contient  la  petite. 

Autre  Exemple.  Deax  toifes  f  pieds  ayant  coûté 
18  liv.  1 5  f.  quel  fera  le  prix  de  la  toife  ?  DixAuit 
livres  quinze  fols  valent  375 ,  qu'il  raudra  divifer 
,  par.  1 7  pieds  =  z  toifes  5  pieds ,  le  quotient  fera 
22  avec  I  de  refte ,  qui  donnera  la  fradtion  ~,  de 
forte  que  le  quotient  entier  fera  22  f.'-+^i7  de  fots, 
q\ii ,  étant  multiplié  par  6\  donnera  132  £  plus 
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^  de  fol  1=3  6  liv.  i  z  f.  4  d.  -H  7^  deniers,  en  éva- 
luant en  deniers  la  fra£tion  -^  de  u)L 

On  pourra  trouver  le  même  rcfultat  par  la  mé* 
thode  mivante  ;  pour  cela  on  n'a  qu'à  multiplier  le 
dividende  par  le  nombre  qui  défigne  combien  de  fois 
la  grande  efpece  du  divifeur  contient  la  petite  , 
&  divifer  le  produit  par  le  divifeur.  Ayant  donc 
multiplié  375  par  ^  ,  je  divife  le  produit  z2  5o 

far  1 7  ,  &  j'ai  pour  quotient  i  j  1  fols  H*»  ^  :=  (î 
W.  1 1  f.  4.  d,  en  négligeant  la  fraftion  -^  qui  nç 
vaut  pas  le  quart  d'un  denier. 

Troifiéme  méthode.  Cette  méthode  confîfte  i 
réduire  le  dividende  &  le  divifeur  en  fraftion  ,, 
pour  faire  enfuite  la  divifion  à  l'ordinaire  :  l'exeni-^ 
pie  fuivant  fufijra  pour  la  faire  comprendre. 

Problème.  Vingt-cinq  toifes  f  picdsio  pouces 
ayant  coûté  9 1  liv.  1 1  f.  quel  fera  le  prix  de  la  toife  ? 
Il  eft  vifible  qu'il  faut  divifer  9 1  liv.  1 1  f.  par  2  5 
toifes  5  pieds  10  pouces,  &  que  le  quotient  donnera 
le  réfultat  cherché,  Réduifant  le  dividende  en  une 
fraftion  de  livre,  8c  le* divifeur  en  une  fraftion 
de  toife ,  &  faifant  attention  qu'un  fol  eft  un  -^  de 
livre ,  qu'une  livre  eft  =  ~  de  livre ,  &  qu'un 
pouce  vaut  j^  de  toife.  on  aura  à  divifer  ~f^  par 
•~~ ,  le  quotient  donnera  ^^  ,  fradion  de  li^ 
vre ,  qui ,  étant  évaluée,  donne  3  liv.  10  f.  5  d, 

*+■  1^^  ^'^^  denier. 

A  réeard  du  dividende  8c  du  divifeur  ,  c'eft  la 
nature  oelaqueftîon  qui  doit  le  faire  connoître  dans 
les  exemples  ci-defliis  ;  il  étoit  évident  que  l'argent 
devoit  être  le  dividende  ,  &  que  l'on  cherchoit  dQ 
Vargent  m  quotient* 
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14.  \J Algèbre  n*eft  autre  chofe  que  la  fcience 
de  la  grandeur  exprimée  par  des  caraâ:eres  ,  dont 
la  fignification  eft  indéterminée  :  telles  font  les  let- 
tres de  l'alphabet ,  qui  n'ayant  aucune  fignification 
par  elles-mêmes ,  peuvent  repréfentér  toutes  for- 
tes de  quantités,  nombres  ,  mouvemens  ,  &c.  Les 
quantités  précédées  du  figne  -+-  font  appelles  pq/i- 
tives  j  celles  qui  font  précédées  du  figne  — ;  font 
dites  négatives  \  elles  ne  font  pas  moins  réelles  que 
les  pofitives ,  mais  çlles  foi^t  prifes  dans  un  fens 
oppofé  :  par  exemple ,  le  bien  queronpoffède  étant 
pofitif ,  les  dettes  que  Ton  a  feront  des  quantités 
négatives.  •  De  forte  que  fi  l'on  poflede  1 0000  liv, 
&  qu'on  doive  zooo  liv.  c'eft  comme  fi  Ton  avoir 
•+•  1 0000  liv.  —  2000  liv.  =:  -+-  8000  liv. 

Sur  quoi  Ton  peut  remarquer  que  les  quantités 
négatives  détruifent  les  pofitives  j  ici,  par  exen/pUy 
la  dette  -^  2000  liv.  a  détruit  -+•  zooo  litr.  or  ,  fi 
on  ajdufbit  o  à  -+*  1 0000  liv.  onauroit  o  -+- 1 0000 
liv.  ==  loooo  liv.  donc  ime  quantité  négative  » 
quant  à  fbn  effet  feulement,  &  non  abfblument  en 
elle-même,  eft  plus  petite  que  o ,  puifque  o  ajoute 
à  une  quantité  pofitive  ,  ne  la  diminue  pas  comme 
fait  la  quantité  négative. 

Les  quantités  qui  n ont  aucun  figne-,  font  cen- 
fées  précédées  du  figne  -+-  ^  &  ibnt  par  conféquent 
pq/îtives^  lainfi  -+*^  =  b  ^  a  =?-+-t2  :  mais  le-  figne 
—  n'eft  jamais  fous-entendu.  Pour  marquer  qu'une 
quantité  a  eft  multipliée  par  une  quantité  b ,  on 
écrit  l'une  4  côté  de  Tautre ,  ou  bien  on  met  un 
f  point  entre  deux ,  ou ,  encore ,  on  indique  le  pro- 

duit par  le  figne  X  >  de  forte  que  le  produit  de  a 

C  4 
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par  b=:a  X  t=^  a  •  b  i;=zab  y  donc  fi  a  ==  }  Se 
^  =  j  ,  on  aura  ab:==  j  X  S  =  ^S  •  fiû=:7& 
i  =  lo,  on zMiz^ab  s=;jq.  Pour  multiplier  a  par 
a ,  on  écrit  aUy  ou  a^  y  pour  multiplier  a  par  aa  , 
ou  par  a^  ,  on  écrit  a^.he  chiffre  z  marque  dans 
le  premier  cas  que  a  doit  être  écrit  z  rois ,  le 
chif&e  3  ,  dans  le  fécond  cas ,  exprime  le  nombrç 
de  fois  qu'on  doit  écrire  <z  ;  de  fort«  que  fia  =  j  > 
on  aura  aaa  =  û5=}XjX3  =^7}  car  3  X3== 
'5),&9X  3  =  27^  de  même ,  a'7  t=  aaaaaaa^ 
Lorfqu  on  veut  prendre  une  lettre  a  un  certain 
nombre  de  fois,  par  exemple ^  5  fois*,  on  écrit  5 
devant  a  ,  en  cette  manière  ,  5^2  ;  pour  prendre 
a  deux  fois,  j'écris  %a.  £es  chiffres  qui  font  à  la 
gauche  dçs  lettres ,  font  appelles  Icoeffidens  ;  par 
exemple ,  dans  Texpreflion  5a,  5  eft  le  coefficient 
de  a.  Les  chiffres  qui  font  à  la  droite  ,  font  ap- 
pelles expojam.  Si  une  lettre  n'a  point  de  coeffi- 
cient 5  l'unité  eft  cenfée  fon  coefficient  -,  de  forte 
que  tz  ?=?  I  ^.  Comme  auffi  quand  une  lettre  n'a 
pas  d'expofant  exprimé ,  l'unité  eft  cenféfe  Ton  ex- 
pofant  :  ainfî  ^==:û»  =  iiiï.  Uya  une  grande  dif- 
férence entre  Vexpqfant  &  le  ccefficient  j  par  exem- 
ple j  la  eft  une  quantité  bien  différente  de  a^  j  car 
fuppofons  û  =  j  ,  on  aura  iazs=  x  fois  j  :i=  10  ; 
mais  a^  =:aa  =  ^x^  =  j  x$=i$  :  de  forte  que 
la  marque  la  fomme  de  ^  &  de  ^ ,  Se  a^  indique 
le  produit  de  a  par  a  (  l'expofant  doit  être  un  peu 
âu-deffus  de  la  lettre  qu'il  affefte  ). 

Les  quantités  qui  ne  font  pas  jointes  à  d'autres 
quantités  par  le  fîgne+ou  —  font  appellées  mona" 
mes  :  telles  font  les  quantités  -+^  j^,»  -f-  ^^5  7^^> 
mais  j  fi  deux  quantités  font  jointes  enfemble  par 
les  figues  --h  ou  — ,  on  a  te  <ju'on  appelle  un  Ai- 
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nome  :.a  -i^ûf,  la —  ^ed  font  des  binômes.  Si  trois 
quantités  font  jointes  enfemble  pair  le  figne  -4-  ou 
—  ,  Ton  a  un  trinôme  j  un  quatrinome  y  s'il  y  en  a 
4 ,  &c.  En  général  on  appelle  polinome  raffemblage  ' 
de  pluiîçurs  quantités  jointes  enfemble  par  les  fîgnes 
•+-  ou  —  ;  chacune  de  ces  quantités  qui  compofent 
le  polinome  ^  eft  appellée  terhte  :  ainfi  dans  le  trinc>- 
tne  a-^  ^d--^  içd  y  a^  3^,  2 ce/ font  des  termes, 
•Les  quantités  algébriques  font  dites  femblables^ 
lorfque  ces  quantités  contiennent  les  mêmes  let- 
tres ,  ni  plus  ni  moins  écrites  le  même  nombre  de 
fois  :  ainfi  }a  8c  la  font  des  quantités  femblables 
aufli  bien  que  ^adôc — -  ^ad;  mais  ^a  &c  lû^'ne 
font  pas  femblables ,  parce  que  1^*  =  2  û^,  ou  parce 
que  a  eft  écrit  2  fois  dans  I'uhq  ,  &  i  fois  feule- 
ment dans  l'autre, 

25.  Problème.  Etant  donné  un  polinome  qui  con- 
tienne des  termes Jemblables  j  faire  la  réduSion»  .Si 
les  quantités  femblables  ont  le  même  figne  ,  ajou- 
tez leurs  coefficiens  j  fi  elles  ont  des  fignesdifFérens, 
ôtez  le  plus  petit  coefficient  du  plus  grand ,  écri- 
vez enluite  la  fomme  ou  la  différence  de  ces  quan-* 
tités  5  &  la  réduction  fera  faite.  Par  exemple,  dans 
le  trinôme  2iz-f- z^Z-l- 5*7,  les  termes  la  &  ^a 
étant  femblables  ,  j'ajoute  2  avec  5  ,  &J*ai  la  fom- 
me ja  ;  de  forte  que  le  trinôme  propofc  fe  réduit 
à  la  quantité  7^  +  2^,  Si  j'avois^H-rf-h2<i,  j*a- 
jouterois  2  avec  i  (coefficient  fous-entendu  de  a) , 
pour  avoir  j^-f-t/.  Si  j'avoisle  trinôme  za^d 
"■ —  jay  je  retrancherois  2  de  7  ,  pour  avoir  d  — 
5^.  Il  eft  vifible  que  quand  les  quantités  fembla- 
bles ont  difFcrens  fignes  ,  &  des  coefficiens  égaux , 
elles  fe  détruifent  :  ainfi  la  --^rd —  2^=  rfj  s'il  y 
avoit  plufieurs  quantités  femblables ,  les  unes  po^ 
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Jitives  ,  les  autres  négatives ,  on  prenHroit  la  fom- 
me  des  coefficiens  des  pofitives ,  on  feroit  la  même 
chofe  pour  les  négatives,  l'on  retrancheroit  la  plus 
plus  petite  fomme  de  la  plus  grande  ,  pour  écrire  le 
refte  avec  le  figne  de  la  plus  grande  fomme.  Ainfî , 
pour  faire  la  rédudtion  des  termes  femblables  du 
quintinome  ^a  -+- d —  la  —  J^-+-7^>  je  prends 
la  fomme  i  o  des  coeflSciens  des  a  pofitifs  ,  de  la- 
quelle je  rettanche  i ,  coefficient  de  la  quantité  né- 
gative : — ^^ ,  j  ote  erifuite  le  coefficient  i  dedda 
coefficient  j   de — ji,   &  j  aï ,,  toute  réduction 

'faite  ,  la  quantité  Sa  —  id. 

16.  Problème.  Ajouter  &fouJlraîre  les  quantiés 
algébriques.  Pour  ajouter  la  quantité  ^  à  la  quantité 
c ,  on  écrira  ^  -+- c;  pour  ajouter  ei^jTemble  b  8c—' 
d'y  on  écrit  b  —  d  ^  c'eft-à-dire  ,  que  Ton  ajoute 
les  quantités  algébriques,  en  les  écrivant  les  unes 
à  côté  des  autres  avec  leurs  fîgnes.  On  voit  facile- 
ment que  A  +  c  eft  la  fomme  de  ^  &  de  c  :  on  ne 
voit  pas  avec  la  même  facilité  que  b  —  d  foit  la 
fomme  de  ^  &  de  —  d ,  mais  il  ne  faut  pas  con* 
fondre  augmenter  avec  ajouta:  ;  quand  un  homme 
ajoute  une  dette  de  1 000  liv.  à  fon  bien  que  je 
fuppofe  de  1 0000  liv.  il  diminue  réellement  fon 
bien  de  1000  liv.  ainfi  Ton  ne  doit  pas  être  furpris 
fi  b—d<Cb. 

•  Pour  fouftraire  une  quantité  algébrique  d'une 
autre  »  il  faut  feulement  changer  le  figne  de  la 
quantité  qu'on  fouftrait  :  par  exemple  j  fî  de  -+-  5a  , 

.  je  veux  fouftraire  -H  i^,  j'écrirai  ^a  —  z^=  ja  ; 

.  de  même  pour  fouftraire  5  de  1 1  ,  j'écris  12  —  5 
c=  7.  Mais  pour  fouftraire  7  —  2  de  12,  ['écris  i  x 
-—  7  -+^  2  5=  7  :  car ,  fi  j'écrivois  feulement  12  —  7, 

.  j'ôterois  2  de  trpp,  puifque  je  ne  veux  pas  foui* 
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traire  7 ,  mais  feulement  7  —  x  ,  ou  5  j  donc,  après  , 
avoir  écrit  i  z  -—  7 ,  je  dois  ajouter  -|-  2  pour  avoir 
la  différence  cherchée  =  7 ,  comme  cela  doit  être. 
La  raifon  pour  laquelle  on  change  le  figne  —  en 
H-  ^  eft  facile  à  faifir ,  ç'eft  qu'on  ne  peut  /ouf- 
traire  une  quantité  négative ,  qu'en  ajoutant  une 
•  quantité  pofitive ,  comme  on  ne  peut  foùftraire 
une  quantité  pofitive  qu'en  introduifant  une  quan- 
tité négative  :  ainfi ,  pour  fouftpaire  la  quantité  — 
d  de  la  quantité  a  —  À?  ,  il  faut  éctire  a —  d  +  d 
=^,  autrement  on  ne  fouftrairoit  pas  — d. 

27.  Problème.  Multiplier  les  quantités  algébri" 
ques  les  unes  parles  autres.Poux  multiplier  a  par  A , 
on  écrit,  ainu  que  nous  l'avons  déjà  dit,  a  à  coté  de 
b  pour  avoir  le  produit  ii^.  Si  on  avoir  la  à  multi- 
plier par  d ,  on  écriroit  lad  :  en  effet  le  produit  de 
a  par  t#,  étant  ad,  il  eft  évident  que ,  fi  le  multi^ 
plicande  devient  double  de  ce  qu'il  érôit ,  le  pro- 
duit fera  aufli  double  :  donc  la  X  d=ziad ,  mais  , 
fi  le  multiplicateur devenoit  triple  de  ce  qu'il  étoit , 
le  produit  devroit  être  triple  :  donc  2^X3^=  6ad  : 
donc  il  faut  dans  la  multiplication  algébrique  mul- 
tiplier les  coefficiens  l'un  par  l'autre  ,  en  le  fouve- 
nant  qu'un  terme  qui  n'a  point  de  coefficient  ex- 
primé a  l'unité  pour  coefficient  :  c'eft  d'ailleurs  ce 
qui  eft  évident  ;  car  les  coefficiens  font  des  nom- 
bres ,  &  par  conféquent  on  doit  dans  leur  multi^ 
plication  furvre  les  règles  de  la  multiplication  de% 
nombres.  Si  on  avoir  ï  multipli'er  b^  par  A*  =rW  ,  > 
on  écriroit  ^  ? ,  en  ajoutant  l'eitpofant  i  du  multi- 
plicande ,  avec  Texpofant  2  du  multiplicateur  :  ainfî 
*rf  X  d^  =:d^  y  en  le  fouvenant  que  l'expofant  de  d 
eft  I  :  en  effet  d^  =  ddd'y  or  d  X  ddd==ddddr=a 
d^.  Donc ,  pour  multiplier  une  lettre  par  la  même 
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lettre ,  il  fiiffit  d'ajouter  à  l'expofant  du  multi- 
cahde  celui  du  multiplicateur  ,  &  de  donner  à  cette 
lettre  un  expofant  égal  à  la  fomtne  des  deux  expo- 
fans  :  ainfi a^  x  ^^  ==  a,^ *. 

Pour  trouver  les  règles  des  fignes ,  foit  propofé 
de  multiplier  5  —  2  par  4  — >  2  ,  je  multiplie  dV 
bord  5  par  4  (  en  algèbre  on  5—2 

commence  la  multiplication  — -^ — 

par  la  gauche  ) ,  le  produit 1. — _ 

eft  20,  que  j  écris  comme  ^o  —  8  — 10-1-4=5 

on  le  voit  j  mais,  parce  que  je  ne  dois  pas  multiplier 

5  par  4 ,  mais  feulement  5  diminué  cle  2  ,  ou  5  -— 

2  ,  j'ai  pris  2  quatre  fois  de  trop ,  de  forte  que  le 

produit  20  eft  trop  grand  de  8  ;  donc  je  dois  le  di- 

,  minuer  de  cette  quantité,  en  écrivant  —  8  à  côté  : 

de  forte  que  20 —  8  =  12  eft  le  produit  de  5  —  2 

.,  ou  de  ;  par  4.  Je  remarque  maintenant  que  je  ne 

de  vois  pas  multiplier  5  —  2  par  4,  mais  feulement 

par  4  diminué  de  2  ou  par  2  ;  j'ai  donc  pris  5  —  2 

deux  fois  de  trop.  Pour  détruire  cette  erreur,,  je 

multiplie  5  —  %  par  2  le  produit  eft  10  —  4  ,  que 

.  )e  retranche  de  20  —  8  ,  pour  avoir  ,20  —  8  — 

I  o  -H  4  =  (j ,  vrai  produit. 

Corollaire.  De-U  il  fuit  que  -f-  X  ■+- ,  ou  — " 

.    X  —  =  -+-,&  que  H-  X  — ,ou —  XH-  =  — , 

.  car  20  réfulte  de  la  multiplication  de  -+•  5  X  -+-4  , 

.   —  8  réfulte  de  —  2  XH^4,  —  10  réfulte  de  -+- 

5  X  —  2  ,  &  -+-4  réfulte  de  —  2  X  —  2.  Donc, 

lorfque  le  figne  du  multiplicande  eft  le  même  que 

celui  du  multiplicateur ,  le  produit  doit  avoir  le 

'  figne  +;  mais  il  aura  le  figne  — ,  fi  le  figne  du 

multiplicande  eft  différent  de  celui  du  multiplica- 

.   teur: d'ailleurs,  lorfque  le  multiplicateur  a  le  figne 

.   ?i*  :i  on  prend  le  multiplicande  autant  de  fois  qull 
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y  a  d'unirés  dans  le  multiplicateur  :  ainfi  le  produit 
eft  égal  au  multiplicande  pris  un  certain  nombre 
de  fois  y  donc  — -  la  X  +  id= —  6ad:  mais  pour 
multiplier  par  — ,  il  faut  faire  le  contraire,  c'eft- 
à-dire  ,  qu'il  faut  retrancher  le  multiplicande  au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  d'unités  danFle  multiplica- 
teur y  par  conféquent  (î  le  multiplicande  eftpofitif , 
le  produit  fera  compofé  d'une  quantité  pofîtive  re- 
tranchée un  certain  nombre  de  fois  j  &  le  produit 
fera  négatif:  mais  fi  le  multiplicande  a  le  figne — -, 
le  produit  fera  compofé  d'une  quantité  négative, 
fouftraite  un  certain  nombre  de  fois  :  ainfi  le  pro- 
duit fera  pofitif.  D'autre  côté  j  —  3  étant  multi- 
plié par  1 ,  donnera  évidemment^ — 6  =  0 y  or 
—  }  X  1  == — 2  X  3  ,  vifiblement  :  donc  3  —  3  = 
o  étant  multiplié  par  —  z.dennera —  6-^6=0  : 
donc  ,  &c» 

ExEMl>LÉ.  Soit  propofé  de  multiplier  3  a*  a: -f-  zp- 
par  a--^  XX.  Ayant  écrit  le  multiplicateur  au-def- 
fous  du  multiplicande  ,  je  multiplie  le  premier 
terme  ^a^x  du  multiplicande  par  le  premier  terme  a 
du  multiplicateur,  &  j'écris  le  produit  ^a^x  y  je 

multiplie  de  même  la^x  -4-  iv 

le  fécond  terme  du  V,       ,  ^ 

,  .    ,.  ,  CL IX 

multiplicande    par  • > f — 

le  premier  du  mul-  3^^^H-  ^ap-^6a^x^  —  ^px 

liplicateur ,  ce  qui  me  donne -t- 2 a/?,  en  multipliant 
d'abord  2,  par  le  coefficient  i  de  ii,  &  enfuite/?  par 
a  ;  je  multiplie  de  nouveau  le  multiplicande  entier 
par  —  IX ,  fécond  terme  du  multiplicateur,  &  j'é- 
cris de  fuite  les  produits  . —  0a^x^  ,  —  ^px  8c 
j^ai  le  produit  total  demandé. 

Remarques,  i®.  Pour  multiplier  une  quantité 
algébrique  par  unç  autre,  il  faut  multiplier  tout  le 
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multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur  ^ 
&  ajouter  tous  les  produits  pour  avoir  le  produit 
total.  2^.  Il  eft  indiflférent  de  multiplier  a  par/? , 
onp  par  a  y  car  le  produit  ap  =ipa  ^  par  l^a  même 
raifort  que  5X4=^=4X5=  20.  De  même  apd 
s=:pady  car  élf>=:;=pa  ,  donc  ap  xd=2pa  X  d. 
Soit  a  =  2,p  =  3,i/=4,  on  aura  apd  =5 
2  •  }  •  4  (  le  point  indique  la  multiplication  )  := 
3-2-4J  car2-3  =  <>,&<^X  4  =  24  =  2  •4-} 
c=4.j  •2  =  4*2'  3  =  }  •4«2'  de  même  apd 
s=adp=:pads=:pda:=dàp=dpa  ,  de  forte  'qu'il 
eft  indifférent  quelle  lettre  on  mette  la  première 
dans  le  produit ,  néanmoins ,  pour  plus  de  clarté , 
il  eft  à  propos  de  fuivre  l'ordre  alphabétique  ; 
ainfî  en  multiplient  ip  par  a  ,  on  écrira  lap  ,  &; 
non  pas  ipa,  3  °.  Quelquefois  on  fé  contente  d'in- 
diquer la  multiplication,  fans  la  faire:  ainfi  (a-^-b) 
X  (a^d)  ou  {a-^b)  (a — d)  indique  qu'il  faut 
multiplierez  -h  ^par^ — i;  mais,  u  on  écrivoit 
a^b  X  {a  —  d)oii  a-^b  {a  —  d)  y  cela  figni- 
fieroit  qu'il  faut  ajouter  à  la  quantité  a  le  produit 
de  b  par  a — d^ 

DELADIFISION. 

xS,  Divifer  une  quantité  par  une  autre  j  ccfl, 
chercher  combien  défais  la  première  quon  appelle  le 
Dividende  contient  la  féconde  j  ou  le  divifeur.  La 
quantité  qui  réfulte  de  cette  opération  eft  appelles 
quotient.  En  faifant  attention  à  la  nature  de  la  di* 
vifibn  ,  on  verra  aifément  qu'en  algèbre ,  comme 
en  arithmétique  ,  le  produit  du  divifeur  par  le  quo- 
tient ,  doit  être  égal  au  dividende  :  donc  ,  fi  j'ai  à 
ilivifer  ab  par  ^  ,  ce  qu'on  peut  indiquer  :  ainâ 
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—3  en  metant  le  divifeur  fous  le  dividende ,  en  forme 

a 

de  fradion ,  je  dis  que  le  quotient  fera  b  :  en  effet , 
s'il  étoit  différent ,  en  multipliant  le  divifeur  a  par 
le  quotient,  le  produit  ne  pourroit  pas  être  égal  au 
dividende  ab.  De-là  il  réfulte  que  pour  divii^r  un 
monôme  par  im  autre  monôme ,  on  doit  écrire  au  quo- 
tient les  lettres  qui  ne  font  pas  communes  au  dividen- 
de &  au  divifeur  :  ainfî  —  ,  ou  —  =/? ,  de  même 

«  a    . 

api  j     apd  apd  ^  . 

^=^pdy  — ~-  =  ap ,  — --  =  JE?  ;  en  etret  en  mul- 


d  ^  '     ad 

tipliant  le  divifeur'^rfpar  le  quotient  p,  on  retrouve 
le-  dividende  apd.  De  même == =  a ,  — 

^  a  a  a*     . 

aaa  a^    '        .  ^  ^n.^l• 

j= =^»  — =tf'  =a>— *  ,  celt-a-dire,que, 

aa  a^  ^ 

pour  di  vifer  une  lettre  par  la  même  lettre  ,  il  faut  * 
ibuflraire  lexpofant  du  divifeur  de  celui  du  divi* 

a<^  a^" 

dende  ;  donc  —  =  ^4  ^  _-=;  a^—^  =  a^  ==  i  \ 

'  a^  a^  ' 

car,  en  multipliant  le  divifeur  a'^  par  a^  ,  on  aura 
par  les  règles  de  la  multiplication  (zy.  )  aî  +  ^ 
s=  tfî  j  de  mqme  en  multipliant  a^  par  i  ,  on  a  1 
X  a^  =  tf  ^  ,  de  forte  que  a°  =  i  j  d'où  l'on  con- 
clut que  toute  quantité  élevée  à  l'expofant  o ,  efl  =3 
I  :  de  plus,  parce  que  toute  quantité  fe  contient 

elle-même  une  fois  ,  il  eft  évident  que  —  =  x  ; 
— -  =  a^ — ^  =!  ar^^  =  —  :  car  la  fradion  — 

«5  tf*   '  ai 

devient  (  en  divifant  fes  deux  termes  par  <z  ' ,  ce  qui 

1 

ne  change  pas  fa  valeur  )  -Rimais  par  les  règles  de  la 
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divifion  il  faut  fouftraire  Texpcfant  5  du  divifeur 

de  Texpcfant  3  du  dividende  :  donc  ar^^  :== —  : 

d'où  l'on  peut  conclure  qu'une  quantité  élevée  à  un 
expofant  négatif,  eft  égale  à  l'Unité  divifée  par 
cette  même  quantité  élevée  au  même  expofant  ren- 

du  pofîtif  :  ainfî  a — '^  sits  -^  (  /tz  eft  ici  l'expofant 

de  a)  ^.  A  l'égard  des  coefEciens,  comme  ce  font 
des  nombres  ,  on  les  divifera  à  l'ordinaire  :  ainfî 

==:- —  =  zp.  En  effet ,  en  divifant  par  1  le 

coefficient  6  de  ap  ^  on  a  3  au  quotient  ;  &  en  di- 
vifant apç2ii  û ,  on  a  le  quotient/?  :  d'ailleurs  la  X 
^p  =  6ap  qui  eft  le  dividende.  La  règle  des  fignes 
eft  celle-ci  :  le  quotient  doit  avoir -^^  lorfque  les 
sfignts  du  dividende  &  du  divifeur  font  les  mêmes;  mais 
le  quotient  aura  le  fgne  —  ^  Ji  les  fignes  du  divi-^ 

dende  &  du  divifeur  font  differèns  :  ainfî = 

■  I  ii.i        »i        m        I    ■-!■.■.    ■.■■  ■      I  — ^^— I 

*  On  peut  toujours  faire  paflêr  une  quantité  du  numéra- 
teur au  dénominateur  Se  réciproquement  en  changeant  le 

ligne  de  fon  expofant  :  ai»fî  — j-  =  la"^^  a=  a — ^ ,  de  mémo 

_  ses  ba^  :  en  effet  '  en  diviGuit  b  =  —  par  û"-^  =  -r-  , 

on  trouve  (  par  la  règle  de  la  divlfîon  àts  fradions  ,  félon  la- 

Îuelle  on  a  le  quotient ,  en  multipliant  le  numérateur  du  divi- 
ende  par  le  dénominateur  du  divifeur  ^  &  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  ;  règle  qui  a  lieu  éga- 
lement pour  les  nombres  &  pour  les  quantités  algébriqueis  ) 
h  -  a^         ba^  ,   ^     r^       ,    ,    *      b  ba 


ba^.  En  général  >  — •  s=>b ==  ba — ^, 


I  •  1         I  °  a^ 

b  ba^         , 


4-*, 


7 

/ 
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fans  quoi  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  ne 
feroit  pas  égal  au  dividende» 

PaoBLEME.  Divifér  une  quantité  complexe  ^  c*ejl» 
à' dire  j  une  quantité  compofée  de  pilleurs  termes 
pat  une  quantité  incomplexe  j  ou  monôme*  Divifez 
chaque  terme  dû  dividende  par  le  divifeur  \  écri- 
vez les  quotiens  les  uns  à  côté  des  autres  avec  leurs 
fignes,  &  vous  aurez  le  quotient  entier  cherché  \  ainiî 
pour  divifer  5^*  -^  \oad  par  5^;^©  divife  d'abord 
Saaparsa,  le  quotient  «ft^.     j^,_,o^^|  ^ 

je  1  écris  lous  le  divileur  ;  je         ^   ' — 5 

divife   enfuite  *—  i  Oai  par  I  ^"^  ^» 

5^  ,  le  quotient  eft  —  ai  que  j'écris  à  c6té  de  ^ , 
&  j'ai  le  quotient  entier  =  a  — -  li  :  en  effet,  fî  on 
multiplie  ce  quotient  par  le  divifeur  >  on  aura  le 
dividende» 

Problème»  Divifer  un  polinome  par  un polinome* 
Ordonnez  le  dividende  &  le  divifeur  par  rapport  i 
une  même  lettre,  c'eft-à-dire ,  difpofcz  le  divi- 
dende &  le  divifeur  5  de  telle  manière  que  la  lettre 
par  rapport  à  laquelle  vous  voulez  ordonner ,  fe 
trouve  au  premier  terme  avec  fon  plus  grand  expo- 
fant ,  que  le  plus  haut  eitpofant  qui  refte  fe  ttouvd 
au  fécond  terme  ,  &  ainû  de  fuite.  Ayant  enfuite 
écrit  le  divifeut  a  coté  du  dividende,  comme  dans 
la  divi/ion  des  nombres ,  divifez  le  premier  terme 
du  dividende  par  le  premier  du  divifeur ,  écrivez 
le  réfulrat  au  quotient ,  multipliez  enfuite  le  quo- 
tient que  VOUS'  venez  d'écrire  par  le  divifeur  entier  j 
écrivez  le  produit  fous  le  dividende  ,  retranchezce 

E rodait  du  dividende  (ce  qui  fe  fait  en  changeant 
^s  %nes)  \  divifez  de  même  le  reftre  du  dividende 
Tome  /.  *  D 
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s'il  y  en  a  (  en  divifant  toujours  par  le  premier  rer- 
terme  du  divifeur  le  terme  du  dividende  qui  con- 
tient le  plus  haut  expofant  de  la  lettre  par  rapport  i 
laquelle  vous  avez  ordonné  ),  &  ainfi  de  fuite.  Soit, 
par  exemple  y  propofé  de  divifera*  — rf*  parrfH-a, 
j'ordonne  le  divileur  par  rap-  ,    ,      .     , 

port  a  la  lettre  a ,  car  le  divi-      ^ 
dende  eft  tout  ordonné  j  di- 


a^  d 


vifant  enfttiteiz»  par  a,  je-  —a^±.ad  \a^d 
cris  le  quotient  a  que  je  mul-  *~  ^ — ^* 
tiplie  par  le  divileur  entier  %  !/* 
a-hd y  )  cens  lous  le  divi-  ^, 

dende  le  produit  a^  ^  ad^ 
je  fouftrais  ce  produit  en  changeant  fes  fignes  » 
j'écris  o  fous  û*  ,,q'ui  fe  trouve  détruit  par  —  a^  , 
il  me  refte  —  ad  que  J'écris  comme  oh  le  voit  ici  : 
à  côté  de  ce  îrefte  je  deicends -^—  rf*  ;  &  divifant  —  ad 
par  a ,  je  trouve  —  d  que  j'écris  au  quotient^  je 
multiplie  enfuite  le  divifeur  par  le  quotient  —  d 
que  je  viens  d'écrire ,  le  produit  eft  —  ad — •  d^  que 
j  écris  fous  le  dividende  ;  Je  fbuftrais  ce  produit 
en  changeant  les  fignes,  &  j'écris  o  fous  —  «c^,  qui 
eft  détruit  par  H-  ad  :  j'écris  de  même  o  fous  — ^», 
ui  eft  détruit  par  •+'  d\  Si  l'on  multiplie  le  divi- 
eur  par  le  quotient  a- —  rf,  on  aura  a^  '•^ad-^ad 
'^d^  z=a^  —  </*  •  en  faiiant  la  réduétion. 

Si  la  lettre  par  rapport  i  laquelle  on  veut  or- 
donner ,  fe  trouvoit  avoir  le  même  expofant  dans 
plufieurs  termes,  on  ordonneroic  par  rapport  à  une 
autre  lettre. 

Lorfqu'il  y  a  des  lettres  au  divifeur  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  le  dividende ,  l'on  ne.  peut  faite 
la  divifion  exa&ement  5  dans  ce 'cas  on  peut  fe  con» 
remet  de  l'indiquer  :  ainfi,  pour  marquer  |e  quifr 
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tient  de  ^»  divifc  par  (/ ,  on  écrira  -^  j  pour  divi- 

fer  db  par  ci  ,  on  écrira  ^  a=a  -^ ,  en  faifant  la 
divifîon  autant  qu  on  le  peut ,  ce  qui  eft  évident , 
puilque  cb  X  —  =»  —  B=a  tf*i  c'eft-à-^dire  ,  que  le 
.produit  dudivifeur,  par  Je  quotient  j  eft  égal  au 
dividende  :  de  même  ^ — -* ,  indique  la  divifiort  de 

a^ i  par  Af. 

Voici  quelques  divifiônspout  exercef  les  Corn- 
mençans  ,  qui  ^  pour  fe  familiarifer  aVec  cette 
c^èration  « 


Divi()ende. 


iri..M#> 


dlvifeur. 


QuoticBi. 

DivîfeUf. 
—  AT* 

I       m    ■■    I     j 


^ip 


■       ■!       tl 


—   V 


—  AT» 

Quoden^  . 

■  » 

peuvent  '  multiplier  d^ut  quantités,  algébriques 
quelconques:  IWe  par  l'autre ,  en  divifant  le  pro- 
duit par  l'une  des  deux ,  ils  doivent  trouver  lautre 
,au  quotient.    . 

.19.  Avant  de  pafler  plus  loii? ,  nptts  allon»  cïon- 
ner  la  méthode  de  trouver  tous  les  divifeurs  d'une 
ai|dxé.dttelcotfcque.  ' Soit  la  quantité  x ^/  -H^  V  i 
nt%n  dèmmd&  t»us  les  divifeurs.  Je  divife  d'à- 
rd  cette  quantité  par  un  de  les  divifeurs  (impies 
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/^ ,  le  quotient  ^x^-^x*  y  que  je  divife  par  un 
defes  divifeurs  ilmplesAr,  pour  avoir  le  quotient 
xx-hXy  que  je  puis  encore  divifer  par  x ,  le  quotient 
eftAT+i ,  que  je  ne  puis  plusdivîfer  qaepar;c+ 1 ,1e 
quotient  eft  i  ^  de  lorte  que  les  divifeurs  (impies  font 
/, X,  4:, .V 4- 1  •  Les  multipliant  1  z  i^ôc  n'écrivant 
qu'une  fois  le  même  produit,  j  ai  les  divifeurs  doubles 
px , px+p ,  X* ,  AT*  -+-  >:. Los  multipliant  enfuité, 
3  à  3 ,  j'ai  les  divifeurs  de  trois  dimenlîons  px^^px* 
*+'pXy  x^  ^x^  ;  enfin  les  multipliant  4  à  4,  j'ai 
px^  '+'  px^  :  de  forte  que  les  divifeurs  cherchas 
font/7,  Af,  jr  -h  I ,  px,px  -f-/  yX^^x^  -i-  x ypx^^ 
px^^pXyX^-^-x^^px^  +i'^*» auxquels  on  peut 
joindre  l'unité  qui  eft  un  divifeur  de  toutes  Us 
quantités.  Laraifonde  ce  procédé  eft  évidente)  car, 
il  la  quantité  propofée  éft  divifîble  par/^  Se  par  ;c  , 
elle  fera  évidemment  divifîble  par  le  produit /rx 

Soit  le  nombre  30  dont  on  demande  tous  les  divU 
feurs.  On  ^flayera  de  divifer  par  2  autant  de  fois 
qu'on  le  pourra ,  enfuite  par  3  »  enfuite  par  5  ,  & 
ainfi  4©  fuite  par  tous  les  nombres  premiers  (  ce 
font  ceux  qui  n'ont  d'autre  divifeur  que  l'unité  & 
eux-mêmes  )  ,  pn  ipultipliera  enfuite  les  difFérens 
divifeurs ,  deux  à  dçux ,  enfuite  trois  à  trois ,  &c. 
Divifant  (donc  30  par  1 ,  le  quotient  eft  1 5 ,  que  je 
ne  puis  plus  divifer  par  1  ;mais,  comme  je  puis  dî* 
vifer  par  j  ,  je  fais  la  divifion ,  &  le  iquotient  eft  5, 
ue  je  ne  puis  divifer  que  par  5  ,  le  quotient  eft  i^* 
e  forte  que  les  divifeurs  nmples  de  30  font  3^ ,  j  , 
5  :  les  multipliant  deux  à;  deux  ,  j'ai  les  nouveaux 
divifeurs  6'yi o ,  15;  enfin  les  prenant  trois  à  troi^, 
j'ai  30  :  donc  les  divifeurs  therdiés  font  1,5,5, 
^9  10,  15,  30,  j'omets  I  qui*  eft  divifeur  de  tout 
nombre.  »    "  .       :  --  > 
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DES  FRACTIONS  ALGEBRIQUES. 

.      b      •.  . 

jo  Soit  iafraSlion  —  qui  indique  quon  a  divije 

l\uhké  en  un  certain  nombre  de  parties  défigné  par  d  ^ 
&  que  .Von  prend  un  nombre  b  dé  ce^  parties.  En  jfe 
r$ippellanc  ce  que  .nous  avons  dit  fur  les  fradions 
numériques  ^  .on  verra  aif^menc  qu'en  mulciplianc 
fes  deux  termes  par  i;,  la  fraâioa  reftera  de  même- 
valeur,  c  eft-i-dire ,  que  --r-  =5=  -^i  de  mcnie  la  frac-' 

ab  b 

tîbn— devient —-•,  en  divîfant  fes  deux  termes  par 
ûd  d  * 

une  même,  quantité  4*  Pour  réduire  deux  fradipns 

-T-  y  —  ^u  même  dénominateur,  onr  multipliera 

^  .   P  .  -  .       /• 

\ps  deiix  termes  de  chaque  fraûion  par  le  dénomi-, 

nateur  da  l'autre  >  &  Ton  aura  les  nouvelles  6:ac- 

fcîons  4-  >  -^  qii  ottt  un  même  dénominateur  , 

dp      dp 

ic  qui  d'ailleurs  font  de  même  valeur  (  voyez  les 
fraâions  numériques  ]•  De  même  pour  réduite  les 

fraftions  — r  >  —  >  —  ^w  même  dénominateur ,  on 

d       g       p 
multipliera  les  deux  termes  de  chacune  par  le  pco- 
duit  des  dénominateurs  des  autres ,  &  l'oif  aura  les 

nouvelles  fraftions  -7—,  1^,  -^ .  Pour   réduire 

dgp     dgp      dgf     . 

une  fraétion  •—:  à  fa  plus  fîmpïe  çxpteflîon,  on  di- 
vifera  fes  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun 
divifeur  a  y  &  l'on  aura  —  pour  la  fraftion  —  ré- 
duite i  fa  plus  fîmpk  expreÛion» 
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3 1 .  Mais  comme  il  n^A  pas  toujours  facile  de 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  de  deux 
quantités ,  nous  allons  en donnei:  la  OG^éthode,  après 
^voir  établi  1q  lemme  fi^iyant. 

Lemme.  «Si  deux  quantités  h  plus  grande  &  B  plwf 
petite  font  exaSement  divijibles  par  une  même  quctn-*^ 

titép^jedis  queji^après  avoir  divifé  A  par'Bj  il  y  ^ 
un  rejle  c  j  ce  refte  fera  divtfiUe  paria.  Soit  le  quo- 
Ûent  de  A  divifé  par  B  =3  m  ;  donc  k^=im  B-+*  c  y 
donc>  puifque  Aeft  exactement  divifîble  par  ^,  /w  B 
r+-  c  fera  aiUTî  exadlement  divifîble  par  p  \  mais  B  eft 
exaftement  divifible  par jp  ;  donc  fôn  multiple  m  jB 
(îe  produit  d'une  quantités  par  une  quantité  i/eft  dit 
multiple  de  a\  lorfque  le  multiplicateur  eft  un  nombre 
entier  >"  i  ,  &c  fous  ^  multiple  j  fi  le  multiplica- 
teur çft  plus  petit  que  lunitç.  Ainfi  ad  eft  multiple 
de^ ,  fi  rfs;;;??  )  ,  par^xempU  j  &  fous- multiple,  û 
ds=si^)  fera  divifiblè  par  p  5  donc  de  fera  auflî.    • 

CoRoi,LAmi».  Parce  que  B  &  c  font  çxadkement 
divifibles  par  ^  ^  fi  on  divifé  B  par  c,  enfprte  qu'il 
y  ait  un  refté  d ,  il  fuit  du  lemme  précédent  que  d 
fera  exa<5fcement  divifiblè  par  j».  De  même  on  pourra 
diyifer  par  ^  le  refte  #  qu'on  trouvera  en  divifant  c 
par  dy  &6  ainfi  de  fiiite,  fufqu'à  ce  qull  ne  refte  rien. 

Corollaire  IL  II  peut  arriver  deux  cas  ,  ou  le 
dernier  relie  eft  égal  à  /> ,  ou  plus  grand  j  car  il  rie* 
peut  être  plus  petit,  puifque  tous  les  reftes  font 
exaftement  divifibles  par  p ,  dans  le  premier  cas  i> 
fera  le  plus^  commun  divifeur  de  A  &  de  B ,  puif* 
qu'une  plus  grande  quàntiré  ne  fauroit  divifer  exac- 
tement eous  les  reftes ,  à  caufe  qu'elle  ne  pourroit 
diviffer  exaftement  le  dernier  refte  qu*on  fuppofe, 
=/>  î  dans  le  fécond  cas^  fera  vifiblement  un  di- , 
vifeur  çonimufl,  puifqu'U  di^ife  exa<^ementleder- 


m 
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nierrefte;  mais  il  ne  fera  pas  le  plus  grand  divifeur^ 
puifque  Â  &  fi  pourront  être  divifés  par  le  dernier 
refte. 

Remarques.  Nous  avons  divifé  B  par  Cy  8cd 
par  c  y  parce  que  nous  avons  fuppofé  que  les  reftes 
vont  en  décroiflant  (  ce  qui  arrive  toujours  en  arith- 
métique )  ;  mais  ^  fi  un  rede  d  étoit  plus  grand  que 
le  refle  précédent  c  5  on  diviferoit  d  par  c  ,  &  le 
tefle  feroit  également  divifîble  par  p  ,  comme  il 
fuit  du  lemmé. 

Soit  maintenant  propofé  de  trouver  le  plus  grand 
xommun  divifeurdes  quantités  A^  Bj  ordonnées  par 
rapport  à  la  lettre  x.  Divifez  le  premier  terme  de 
la  formule  A 
A*  • -—  x^  -h  ax^  •—  c^x  -H  ûc* 


m» —  <y  ^  -4-  ax^  ^—  yx^  •+-  ayx 

C yx^  -+-(<r*  +  ^)  •  — x^ac^ 

n -yx^  —  ayx  •+•  y^x  -r-  ay* 

■        ■  Il  ■'  ■■      ■  "■        — 1»»^ 

d (c* -+-J^*)  •  — :^+ac»-|-tfy» 

Quotiens* 

ç. ... —  x^  ^ ax  ^"^y 

-  X 

£. . . — yx-^ay  *  '   '  ■**■' 

K*  *  ► — X'+'a  I 


X*  +j» 


mmmmmmm  mmm 


o  c^-hy^ 

I 

{>ar  le  premier  de  la  formule  B ,  ic  ayant  multiplié 
e  quotient  x  par  le  divifeur,  ôtez  k  produit  m  de 
A ,  pour  avoir  le  refte  C ,  que  vous  diviferezde  la 
même  manière  ptr  B  ^  r^tranchez-en  le  produit  a 

D4 
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diidivifeur  B,  par  le  quotient — ^y^  vous  aurez  le 
refte  d^  Maintenant  comme  x  a  un  expofant  moin- 
dre dans  ce  refte  que  dans  B  j  renverfez  Tordre ,  & 
divifez  B  par  Iq  refte  d ,  &  retranchez-en  q  ,  pro- 

duit  4q  4  P^r  U  quotient    ^j-    ■^' .  Le  ttoifiéme 

refte  fera  E ,  qui,  étant  divifé  par  y,  qui  fe  trouve 
dans  tous  fes  termes  ,  donnera /?  ;  divifez  p  par  rf, 

&  ôeez-en  le  produit  K  de  </  par  —77-7  >  h  refte 

fera  o,  de  forte  que/?  fera  le  plus  grand  commun 
divifeur  cherché',  comme  cela  fuit  du  lemme; 
mais  pour  le  faire  encore  mieux  concevoir  ,  voici 
comme  je  raifonne.  Sip  étant  divifé  par  </ ,  le  refte 
eft  o  ':  donc  p  divifé  exactement  d  (  ici  le  quotient 
peut-être  fiadionnairg  ) ,  doue^  diyife  aufil  exac*- 

tement;  d  multiplia  par  -rT~?  '  c*eft-à-dire  j ,  Se 

parce  qu'il  divifé  E  de  la  même  manière ,  il  divi- 
lera  encorQ  Qxa(ftement  ^  -h  E  ou  B ,  donc  il  divir 
fera  auffi  le  produit  de  B  par  — -  j^  ou  /z,  aullî  bien 
que  /?  -|-T  </=?  C  i  mais  le  produit  de  B  par  x  ,  ou 
m  eft  exaftement  divifible  par  p  s  donc  m  -f-  C  == 
A  Teft  auffi  ;  donc  A  &  B  font  éxaftement  divifés 
par  p  ;  donc/;  eft  commun  divifeur  de  A  &  de  B  : 
d'ailleurs  il  eft  leur  plus  grand  commun  divifeur;  car 
aucunç  autre  quantité  ne  peut  divifer  le  dernier  refte, 
ce  que  doit  cependant  faire  le  commun  divifeur , 
ainfi  que  nou?  1  avons  déjà  vu. 

Si  en  s  Y  prenant ,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
on  ne  trou  voit  point  de  commun  divifeur ,  mais  une 
fuite  infinie  de  termes ,  on  ordonneroit  par  rapport 
aune  autre  lettre;  &  fi,  en  ordonnant  fucceiflîvement 
.jpa«r  l^apQor  1 4  co.utes  les  letcr esi  du  dividende,  la  même 


I 
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chofe  arrivait,  ce  feroit  une  marque  que  les  quan- 
tités A  &  B  n  auroient  point  de  commun  divifeun 
Remarque.  Si  Ton  s*apperçoit  que  de  deux  quan- 
tités A,  B,  i*une  contient  une  quantité  qui  ne 
puiffe  pas  divifer  i  autre  ,  ou  qui  n*ait  aucun  divi- 
fedr  commun  avec  Tâutre  ,  on  peut  l'effacer  fans 
craindre  que  le  commun  divifeur  en  foit  altéré  j  on 
fera  la  même  chofe,  lorfqu'ondivifera  C  par(/,  &c* 
On  peut  de  même  multiplier  Tune  des  quantités  fur 
lefquelies  on  opère  par  une  quantité  qui  n  ait  au-f 
cun  divifeur  commun  avec  l'autre  ;  car  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  ab  Scdea,  étant  iz ,  le  plus 

grand  divifeur  commun  de  yab  Se  de  a  ^  de  —  Sc 

de  a  fera  encore  a.  Or  il  arrive  fouvent  que  pour 
divifer  une  quantité  par  une  autre ,  on  a  befoin  de 
multiplier  tous  les  termes  de  la  première  par  une 
quantité  qui  ne  peut  pas  exactement  divifer  la  fe^ 
conde.  On  pourra  donc  faire  cette  multiplication 
fans  altérer  le  plus  grand  commun  divifeur  cherché. 
32.  Pour  ajouter  enfembte  plufieurs  fraârions 
qui  ont  le  même  dénominateur,  on  ajoute  leurs  nu^ 
mérateurs  en  confervant  le  dénominateur  ;;  ainfî 

^-7 — I — 7-  =  — T —  y  ce  qui  eft  évident ,  en  faifant 

attention  i  ee  c^e  nous  avons  dit  en  parlant  des 
fraétions  numériques  ;  mais  fi  les  fràâions  qu'on 
veut  ajouter  ,  avoient  difFérens  dénominateurs  » 
après  les  avoir  réduites  au  même  dénominateur,  on 
prendroit  pour  numérateur  de  la  foni|||^e  >  la  fom^ 


a  c 


me  de  tous,  les  numérateurs  ;  ainû   ,     i      . 


{8     Cours  ve  Mathématiques. 

3  }•  Pour  fouftraire  une  fraâion  d  une  autre  frac- 
tion y  on  les  réduira  au  même  dénominateur  >  fi 
elles  en  ont  de  difFérens,  Se  Ton  prendra  pour  nu" 
mérateur  de  la  différence,  la  différence  des  numé« 

.    r    d  c  ad        cb         ad — cb 

rateurs  :  ainli  —  —  —  =î  — — —  £=;■         ■  ■>« 

b         d        kd       bd  bd 

Si  on  avoit  à  fouftraire  une  fraction  d'un  entier  ^ 
ou  d'un  entier  joint  à  une  fraâion ,  ou  (i  l'on  avoic 
à  fouftraire  un  entier  &  une  fraâion  d'une  fraârion 
jointe  à  un  entier ,  l'on  réduiroit  (  fî  U  réduâion 
n'étoit  pas  déjà  faite  )  la  quantité  qu'on  veut 
fouftraire  ,  &  la  quantité  dont  on  veut  fouftraire 
chacune  à  une  feule  fradion  «  pour  opérer  enfuite 
comme  nous  venons  de  le  dire^ 

54.  Pour  multiplier  une  fraélion  par  une  autre 
fradion  ,  on  multipliera  les  numérateurs  Tun  par 
l'autre ,  le  produit  fera  le  iiumérateur  du  produit 
des  fraébions  ;  pour  avoir  le  dénominateur  du  pro-» 
duit ,  l'on  prendra  le  produit  Ats  deux  dénomina- 
teurs ,  &  il  en  fera  de  même  pour  un  plus  grand 
nombre  de  fradfcions  ;  mais  (î  l'on  veut.mnltiplier 
un  entier  a ,  par  exemple  ^  par  une  fraâion  ,  on 

fuppofera  iz  8=  — ,  ce  qui  ne  change  pas  ia  valeur^ 

ic  l'on  n'aura  plus  qu'à  multiplier,  une  fraâion  par 

une  autre  fradtion  :  ainfî  -r  ^  "^^^^T^ ^  ^  ^  "^ 

0  d         od  d 

a  e  ac      a  e  p  acp 

3  5.  Pour^vifer  une  fraâion  par  une  fraftion  , 
il  faut  multiplier  le  numérateur  du  dividende  par 
le  dénominateur  du  divifeur,  le  produit  fera  le  nu- 
mérateur du  quQtient;  &  multipliant  enfuite  le  dé- 
nominateur du  dividende  par  le  t^umérateur  du  di-^ 


^  ■     ■■  I      ^ 
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vifeur^  le  produit  donnera  le  dénominateur  du  quo- 

>  C  '  éÈ. 

tient  :  ainfi  le  quotient  de  —  par  le  divifeur  — 

fera  — .  Si  on  propofoit  de  divifer  un  entier  a  par 

une  fraction  y  on  fuppoferoit  <2  =3  — ,  &  pour  di- 
vifer un  entier  joint  à  une  fraékion  par  un  entier  , 
ou  par  un  entier  joint  à  une  autre  fraâion ,  on  ré- 
duiroit  le  dividende  &  le  divifeur  chacun  en  une- 
feule  fraction  s  ainiî  ces  deux  derniers  cas  rea-» 
trent  dans  le  premier.  Toutes  ct%  règles  f©  démon-^ 
trent  comme  celles  des-fraârions  numériques. 

Remarque.  Après  une  opération  quelconque  , 
Addition,  Souftraâion , Multiplication  ,  ou  Divi^^ 
fion  ,  on  «né  doit  pas  oublier  défaire  la  réduâdon 
des  termes  femblables ,  sUl  y  en  a.  ' 

ZJ£  la  formation  des  puijfaniçcs  des  Monômes  &  Po^ 
lïnomes  j  de  rextraclion  des  Racines ,  du  Calcul 
des  radicaux^  &  des  Éxpofans» 

35.  Tif  OMS  ^i^)XoM  première  puiffanci  àe  a  la 

Îuantitc  ^«He-raême.  2  ainfi  la  première. puiCTance 
e  ^  =3  41  ;  la  féconde  puKIànce  de  a,  ou  Je  produit 
de  a  par  a\  êft  r=a  X  a=^ a^  Xa^  c=:i  à^  :=^  aa  % 
latroifiémepuâfance  de  â  =3s  ^  '  2=3  a^^^  ;  de  même 
la  féconde  puîflânce  de  a^  ==  a '  x  a?  ==3^^=î 
aS^^  :  d'où  Ion  peut  conclure  i*.  que  la  puiflance 
d'une  quânvit^  a  n'eft  autre  cbéi!e  que  cette  quantité 
multipliée  par  elle-même  un  certain  nombre  de 
rois. 


moms 


puiflante.  }*•  que  pour  élever  une  qi 

puiflàacô^  donnée],  il  fuffit  d^  multiplier  Texpofane 
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de  cette  quantité  par  l'expofant  de  la  puillance  : 
ninfi  la  troifiéme  puiflince  de  a^  =  a*^'  ===  a^  = 
^î  X  <2*  X  a^  :  donc,  pour  élever  a  =2  ^^  à  la 

fuiflfance  m  ,  on  multipliera  Texpofant  i  de^  par 
expofant  m  de  la  puiflànce  ,  &  Von  aura  a'";.&:  fi 
Ton  veut  avoir  la  puiflànce  /?  de  a"  ,  on  multipliera 
n  par/7,  pour  avoir  a""^.  La  féconde  puiflànce  s'ap- 
pelle quarré  ^  &  la  troifiéme  s^-appelle  cube  :  ainfi  a^ 
eft  le .  quarré  de  iz ,  <z  '  en  eft  le  cube*  S'il  s'agit 
d'avoir  le  quarré  d'mx  nombre ,  on  multipliera  ce 
nombre  par  lui-même  j  par  exemple  j  le  quarré  de 
j  eft  :?=3  5  X  5  =s:  Z5 ,  fon  cube  eft  le  produit  du 
quarré  15  par  le  nombre  j:  voici  les  quarrés  &  les 
cubes  de  tous  les  nombres  ^depuis  i  jufqu'à  lo. 

Nombres  i,  iv  5.  4.  5.  i!«  7*  %,  ^,  lo* 
Quarrés;.  x.  4.  9«  i^.  15»  )^.  49*  64*  )(i«  loo* 
Cubes.       I.  S*  17*  ^i|-«  115*  ii^.  )43*  Jix.'yi^*  looo. 

Si  les  quantités  qu'on  veut  élever  à  une  puiflànce 

entière  &  pofitive  étbient  complexes  ,  il  n'y  auroit 

rien  a  changer  à  la  méthode  :  ainfi,  pour  élever  tf-f-^ 

à  la  féconde  puiflànce  ou  au  quarré,  on  multipliera 

tf  •+'  ^  par  rf  4-  ^  ,  &  l'on  aura  la  fecqndè  puif- 

1, 

fatice  de  <z  -H  b  qu'on  peut  indiquer  :  ainfi  a  ■+-  A 

=  7+1  X  a  +  i  =a  a*  -H  ^ab  -f-  b^.'  Le  aibe 

de  d-+-3  =±tf -+-  btsaa^  rf*  Jtf*  A+r  i^?\n^b^  ; 

-4 


k  puiflànce  quatrième  dé  tz-+-  3  =  a  -+-  3,  $c  enfin 

là  puiflànce  /w  quelconque  de  <i  -4-  i  eft  ==5:  ii  -f-  i*  Lai 
quantité  a,  qui,  mult;ipliée.par  elle-même  une  fois^ 
a  donné  le  quarré  a\ ,  s'appelle  la  racine  qi(&rjrée  de 
4^  ;  de  même  ^(?  eft  la  racine  quarree  d^  k^  ç^.  La 
racine  cubique  de  ^^  eft  la  quantité  4*  >  qui^  mul- 
nptiée  deux  fois  par  eUe*mêp;i[e ,  a  domié  le  cube 
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mi 


a^.  En  général  la  racine  n  de  a*  eAûy  parce  qu'en 
multipliant  a  par  lui-même  un  nombre  n-^  i  de 

fpis ,  on  trouve  a*  *.  Le  quarré  d'une  fraûion  — 

fe  trouve  en  prenant  le  quarré  du  numérateur  & 
celui  du  dénominateur:  pour  avoir  le  cube,  onpren- 
dra  le  cube  du  numérateur  &  celui  du  dénomina* 

teur  :  ainfî  le  quarré  de  -7-  eft  -t-  (on  cube  fera  — -* 

On  voit  auflî  bien  aifément  que  la  racine  quarrée 

de  -7—  eft  -7-  ;  que  la  racine  cube  de  -rr^ft  T-î  d© 

b"^  b         ^  b>  b 

forte  que  pour  avoir  la  racine  d'une  fraâion,  il 
faut  prendre  celle  de  ion  numérateur  aufli-bien  que 
celle  de  fon  dénominateur. 

De  ce  que  nous  V:enons  de  dire,  il  fuit  que,. 

{>our  avoir  la  racine  troifléme  ou  cubique  de^^  ,  il 
iiffit  de  divifer  l'expofant  6  de  la  quantité  donnée 
par  l'expofant  j  de  la  racine  ;  que  pour  avoir  la  ra* 
cine  quarrée  de  a^ ,  il  fuffit  de  divifer  l'expofant  4 
par  l'expofant  z  de  la  racine  :  de  forte  que  la  racine 

cube  de  a^  s=  a^  ==tf»  ,  la  racine  quarrée  de  a^  eft 

e=  fl*  =  û*  ,  ce  qui  eft  évident  ;  &  en  général  , 
puifque  pour  élever  ii"*à  là  puiflance/^  ^  il  faut 
miiltiplier  l'expoîfant  tn  par  l'expoiànt/?  de  la  puif*<^ 
fance  pour  trouver  /z"*' ,  il  faudra ,  pour  avoir  la 
racine /r  de  tf*' ,  divifer  .l'expofant  mp  par  l'expo- 

*         tut 
fanr  de  là  racine ,  &  on  aura  ap  =  tf*  :  dopceii  gé- 

»éral  la  racine  n  de  a*  «9=  aT.  On  marque  auifi  U 

raeirie  «  de  û*  ,  de  cette  manière  ,  \/  j**  j  de  forte 


ir-iii     II*  I    II  II  I     ii>i  ■  I      I      — — p^wwiy^ 


^  On  (nppo(c  que  n  eft  oa  nombre  eotier  p9ii(ifk^ 


ttm 
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que  \/  il"*  s=  fl  »  j  de  même  \/  û^  »=  û*  s=s  iz» , 

^  û^  s=2  izT  =5  û* .  Le  figne  \/  s'apgelle  y^/2<  ru'* 
dical  ^  Se  les  quancicés  aneâées  de  ce  (igne ,  font 

dites  quantités  radicales  :  ainfi/  y  ïc  eft  une  quan- 
tité radicale.  La  quantité^  qui  eft  hors  du  figne , 
s'appelle  coefficient  du  figne  ,  &  la  quantité  ic  eft 
idite  être  fous  le  figne.  Lorfqu'un  radical  n  a  point 
de  coefficient  exprimé,  il  eft  cenfé  avoir  l'unité 
pour  coefficient.  On  appelle  expofdnt  du  figne  la 
quantité  qui  fe  trouve  entre  les  branches  du  figne  ; 
mais ,  quand  un  radical  n  a  point  d'expofânt ,  il  efl 

cenfé  avoir  i  pour  expofant  ^  de  forte  que,  \/  M  ss 

^  34  e=  it  =  b\ 

£n  examinant  avec  attention  ce  que  nous  venons 
de  dire ,  on  verra  facilement  que  l'expofant  du 
figne  eft  toujours  le  divifeur  de  l'expofant  de  la 
quantité  qui  eft  fous  le  figne. 

Il  eft  facile  4'^ppercevoir  que  la  racine  quarrée 
de  a^  eft=sHr  \aa  ==  +  fljcar  a  *  s=:-|-aX-f-tf, 
de  même  tf  *  s±=  —  a  X  ~  fl .  ainfi  la  racine  quar- 
rée d'une  quantité  pofitive  eft  toujours  double.  De 

même  la  racine  quatrième  A^ p^^=^ûl  \  /^^= 
db/>  >  car/74  s=-|-^  *  -1-^  •  -+-/?  •  H-/?  •  -hp 
•(  le  point  indique  la  multiplication  )  =— jp  •  — 
p  •  «—^  •  — •;?.  En  générai  une  racine  d'un  degré 
pair  eft  toujours  double  ;  mais  y^  —  iz>  eft  une 
quantité  impolfible  y  car  elle  né  peut  être  ni  •+-  ^  > 
ni  — •  tf  ,  puifqne  -+-  ^i  X  +.^1=  a^  ,  de  même  — 
;a  X  —  a  =  4-  û*  :  donc  la  racine  de  —  ^z»  qu'on 
marque  ainfi  +  \/  —  û *  eft  une  quantité  abfurde  • 
^e  même  toutes  les  racines  paires  d'anç  quantité 


■  <    '       " 
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^^m 


a^xn 


négative  font  impoflîbles  :  aîAfi  Hz  V  — P^  eft  une 
quantité  impoffîble  ;  ces  fortes  de  quantités  font 
appellées  imaginaires. 

Si  Ton  veut  changer  l'expofant  d'un  radical ,  en 
confervant  fa  valeur  ,  il  faut  multiplier  par  la 
même  quantité  l'expofant  du  radical ,  &  l'expo- 
fant de  la  quantité  qui  eft  fous  le  figne.  Amiî 

y^a"=%/^*^»;car  \/a"s=saS&%/' 

é  l  n  f»  } 

y'iz^'ssra^  sssa^j  fîntssi  on  aura  y  a^ 
»/  - 

Pour  réduire  deux  radicaux  au  même  expoGmt ,  (ans  ch^et 
leur  valeur ,  il  faut  multiplier  Texpolànt  du  radical  du  premier^ 
&  l'expolànt  de  la  quantité  qui  eil  fous  le  fîgn^  par  1  expofànc 
du  (ècond ,  Se  réciproquement;  mais,  s'il  y  a  plus  de  deux  ra-* 
dlcaux,  on  multipliera  rexpofant  du  figne  auuî-bien  que  Tex- 
po(knt  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  figne  d'un  chacun  par  le 
produit  des  expoiàns  de  tous  les  autres  radicaux ,  ce  qui ,  com* 
me  nous  venons  de  le  voir,  ne  peut  changer  leur  valeur.  Alnfi  ji 

pour  réduire  au  m&ae  expofànc  les  radicaux  ay  b^  ^c  ^i^ 
je  multiplie  l'expofant  3  par  i  ;  de  même  je  multiplie  l'expo- 
Iknt  I  de  ^  par  x  ;  je  multiplie  enfiilte  l'expolànt  du  fécond  ra* 
dlcal  par  3  ,  aufii-bien  que  l'expofant  x  de  i/,  &  j'ai  les  deux 

6  o 

radicaux  a^  b'^^c  ^  d^  réduits  au  même  expëfimt.  Les  trois 
radicaux  a^h^^cyd^^  ^  p  ,  réduits  au  même  expofimt , 

fe  changeront  en  ceux-ci ,  a  %/  b^* ,  m/  </J"»* ,  \j  g*P^^  » 

ce  tjui  eft  évident. 

Pour  ajouter  deux  ou  plufieurs  radicaux  enfèmble ,  réduifes- 
lesau  même  expofant ,  s'iU  en  ont  de  dlfférens  ;  prenez  enfiiice 
leur  (bmpae  comme  fi  c'étoient  des  quantités  algébriques  :ain£ 

lafomme  4c  a  y^  J  ft  dac  y  d^mm^^ i-)^t  ^ dim 


^ 


m 
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(  a  +  c  )  •  \  d  ^  la  fomme  it  a  y  B  -^  c  ^  d  e^  ^tsm 

6  6 

m  ^  h^  ^c^  di  ^  tn  réduifant  au  même  tipoùuu 

La  fouftra£lion  des  radicaux  qtfl  ont  un  même  expô^ 
Uni  y  fe  fait  comme  la  fouflradion  algébrique,  en  changeant 
le  fîgne  de  celui  ou  de  ceux  qu'on  veut  fouflralre  ;  mais  s'ils  ont 
difiérens  expofans ,  on  les  réduit  au  même  expolànc,  avant  de 
faire  la  fouUra^lion.  Ainfî  pour  (buftraite a  y  hdcc  ^ p^on 

écrira c  Vp^""^  ^  A,ccquicft  évident;  mais <z  y  t — c  y  d* 

Pour  fiûre  paffer  un  coefficient  foiis  le  fignc,  fans  changer 

la  valeur  du  radical >  on  élèvera  le  coefficient  à  lexpofant  dtt 

3  î  î  J. 

figrie  :  aînfi  h  yj  d^  ^  y/ dm  j   car  b  ^'/^  ««  bd'  =bd^ 

de  même  y  d^b^  =  d}  b'  ^^^db.  On  voit  auffi  que  ,  pour 
faire  palTer  hors  du  (igne  une  quantité  qui  fe  trouve  fous  le 
figne,  ilfuffitde  diyifer  Texpofant  de  cette  quantité  par  Texpo- 

ûnt  du  figne  :  ainfî  y    ad^  *=»  d"^  y  a  \   car  y  «<f<  =»</* 

y  a^  x=ssd^  y  tf.  Pour  Étire  entrer  dans  Fexpreffion  d'un  ra- 
dical une  quantité  d  quelconque,  il  fuffit  de  multiplier  laquan^ 
lité  fous  le  figue  par  d  élevé  d  Texpofant  du  figne,  en  divi- 
fant  en  même  tems  le  coefficient  dû  (igne  par  la  même  quantité 
d\  Càty  par  cette  opération ,  on  ne  fait  que  multiplier  &  divi- 

fer  un  ^dical  par  une  même  quantité  :  ainfi  a  y  b^^-j  ybd^  y 
y  3  89  1  y  ^  =  --  y  A<;3  :  car  il  cft  vifible j  far  exemple , 

a 

que-^  ^bdi^^  X  Pd^^^  X  b^^^ay/  b. 

pour  multiplier  les  radicaux  les  uns  par  les  autres^  après  les 
%voir  réduits  au  même  expofant^  slls  en  ont  de  difï^rens  ,  ou 
multipliera  leurs  coefficiens  les  uns  par  les  autres ,  le  produit 
donnera  le  xoefficient  du  produit  cherché  \  on  multipliera  dâ 
même  les  unes  parles  autres,  les  quantités  fous  le  figne  & 

Itur  produit  refiera  fous  le  figne:  ainfi  a  y  b  xcy  <^»» 

$  5  5  ^  5  5  " 

I»  c  ^bd^a  y  rfx  y  c^>^a^ d-K  i  ^ ^^^ay  dc,A  ^jf^ 

X 


III  »■ 


Calcul.  6^ 


A, 


X  c  V*?*^  d^ p  f^acd'^^^xp  k  Dei»êmc^V4  x 
^  Y^  p=di6^  3^=»tfx6  =  3^;cc<|uieftévident.Sionvcut 
avoiï  le  produit  deV"-^*'^  V-=— «ijOri  écrira  —  y^  ^a  =■ 
—  â  ;  puifquli  eft  évident  que  —  i  cft  le  quatre  dé  y^  —  àé 
Pour  ne  pas  fe  tromper  en  multipliant ,  par  exemple  ^  les  Quan- 
tités imaginaires  y  —  ^,  V  —  c  Tuflc  par  1  aut^e ,  on  tcmaif- 
quetaqûé  v^-^A=^  ^— i.4=^  V —  i  x  V^,  ^c  même 
y — *=  V  —  *  ><  Y  ciddiKV^-^^  X  v^-^c«=y^  —  t 

cauLede  V  —  \  x  V^ —  i  =i.—  t.  En  niultipliant  a  lordi- 
iaairc  ,  l*on  auroîi  y/  —  è  x  V  — c  =  y^  Ac ,  ce  qui  eft  feux» 
Pour  divifer  icMX  radicaux  l'un  par  l'autre  ^  on  les  réduira  au 
même  cxpofant ,  s'ils  en  ont  de  diftérens;  on  diviferaehCiitele 
coefilcientdu  dividende  par  telui  dudivifeur,  &  la  quantité  qui 
eft  fôns  le  fîgne  danis  le  dividende  par  la  quantité  qui  fe  trouvé 

fous  le  %ne  du  divifeur  :  ainfi  le  quotient  de  ayb  par  c  y  deH 

^±^  A  Ue même 4Vt^<livifé par z  V  4  èft=  J  V-î^-=«» 

c  d  •  .       '  n  m 

^  y  4. 1=4;  mais  pourdivifera  v^  ^  par  c  V  /»>  on  réduira  lei 


nm  ■  mm 


radicaux  au  même  expôfarit  pour  avoir  a  y^  b^yC  V^  />";  divî- 
(ànt  enfuite  le  premier  par  lé  féeond  ^  on  ttoavera  te  qUoti«iic 


i  jfaut 
duii 

CC' 


Pdur  élever  uti  radical  a  une  puiÔàocé  quelconque , 
miiltipl  îef  rçxpofant  de  chacun  de  Tes  fadeurs  (  dans  un  ^ 
a  de  y  les  quantités  a^d^c  font  appelées  XtsfaSteurs  de  c< 
duii  )  par  1  expo(ant  de  la  puiffance  propofée  :  ainfî  la  pvii 

cinquième  de  y  a' j^  ôu(ytf')  cft=  y' <f5==:tf^  sate^t»  =*.4i; 
donc ,  lorfque  l'expolànt  de  la  puiflànce  eft  égal  i  rex{>ofant  du 

iîgné  9  il  fiiffit  d'âter  le  figne  radical.  La  puiflancé  mAty/af  fera 

y  afM  ;  £àr  y^  â^=«â»  ;  mais^  pour  avèittà.puiflancemdc 
cette  dernière  quantité  y  on  doit^  féloii  ce  que  nous  avoiis  die 

€i<lefl!is j  multiplier  l'expoCuit  —  par  w ,  pout  ivolr  an    rtaa 

*  "  ■  • 

y  af^»  Sr  le  radical  avoir  un  coefficient  diffèrent  de  Tunité; 

un  éleveroit  ce  coefficient  â  la  puiflànce  propçjfée»  ou  bien. 
Tome  L  '      É 
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avant  de  Ëûre  ropéracion ,  on  fietoh  paflèr  le  coefficient  Cows  le 

i         *  î      •  I 

figne  :  ainfi  (tf  y  c*  )  =  tf*  V  <î^  =  V  tf^  ^S  «n  Ëûfànr 
paiTer  â  fou$  le  ugne  avant  ropération,  ou  après;  de  même 
f  2,  V4)  ^  =  4  V  ï^='4X4==i6,parçequélapuiflàncc 
féconde  de  4  eft  •==  1 6. 

Pour  extraire  une  racine  quelconque  d'une  Quantité,  radi- 
cale dont  le  coefficient  eft  Tunité  y  il  raut  multiplier  Tej^po&ic 
du  radical  p^  celui-  de  la  racine  ;  ainfi  la  racine  cinquième  de 

3  M  ±L        . 

1  ytfM»=  ytfMt=a**=tf*  =tf,  ce  eft  évident  ;  car 
•  I  'il  ''  ■'-  1 

y  âM  e»  a  '  =a«<^  ;  or  laraclne  cinquième de^i  eft^^^a'  ^=^a^ 

donc  ,  &c«  De  même  la  racine  n  dç  V^'  eft  =  ^  <i^.  Si  le  ra- 
dical avoic  un  coefficient,  dont  on  peut  prendre  la  racine  de- 
mandée, on  la  prendroic  féparément  ;  mais  fi  on  ne  pouvoit  en 
prendre  une  racine  exaâe,  on  le  feroit  paflèr  fous  le  figne  : 

3  6 

ainfi  la  racine  quarrée  dep  y  ^4cft  =  3  V  54=  3  x  z  =  ^: 

car  y  54BSS:  4  ,  dont  la  racine  quatrée  =»  1 ,  de  même  y^  64 
■=  i:  car  ^4=  ^y.^x^x^x^Xl•  Mais  pour  avoir 

la  racine  quarrée  de  ;  y^  i ,  je  £ds  paflèr  3  fous  le  figne  Se 

fai  V  *7  X  1=»  y  f  4 ,  dont  la  racine  quarrée  eft  =  ^  ^4, 
Pour  avoir  unepuiflance  ou  une  racine  a  une  quantité  radic^e 
fraâ:ionnaire  ,  on  feroit  fut  le  numérateur  &  le  dénominateur 
du  coefficient  &  de  la  quantité  ,  fous  le  figne ,  les  mêmes  opé- 
rations  que  nous  venons  de  faire  fur  les  entiers  ;  il  en  (èroit 
de  même  ,  iS  Ton  vouloir  avoir  la  fomme  ou  le  produit ,  la  dif- 
férence ou  le  quotient  de  ces  (brtes  de  quantités,  ce  qui  a  a 
pas  befi>in  d*une  plus  longue  explication» 

3  7.  Pallbns  maintenant  à  la  formation  des  puif- 
fances  &c  à  Textraélion  des  racines  des  polinomes. 

Le  quarrédè  ^-4-*,  ou  ^H-A,  ou(tf  +  ^)*eft 
c=2  ^a  -1-  lab-^  3*.  En  multipliant  cette  quantité 
par  tf  -+-  A  &  réduifant ,  on  aura  le  cube  de  ^  4-  ^, 


ou  fl  -t-  i  =  fl5  -4-  3^2  i,  «^  j^^2  4-  ^3  :  donc  le 
quarré  d'un  binôme  a  -f-  A  contient  i  <*.  le  quarré  a* 


- — \- 
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'           ( 

^7 

du  premier  terme  a  de  la  i^cine  j  en  fecoiid  liett  le 
double  produit  dupcemier  terme  pair  le  fécond  »  ou 
lab  \  enâii  le  quarré  b^  du  fécond  terme  &  de  la  la-* 
cine»  'Donc  pour  revenir  du  quarré  à  la  racine  ^ 
'a{M:ès  avoir  esc  trait  la  racine  duquarrétf  2»  i  ^.j  écrirai 
tf,  racine  quarrée  de  û*  j  au  quotient,  c*eft-à'dire ,  â 
ia  racine  :  i^é  j'éievrai  a  au  quarré  pour  avoir 
a^  y  qUe  fe  retrancherai  du  quarré  a^  -H  tab^b^>^ 
ce  qui  fe  Êiiten  écrivant — -a^  ^  qui  détruira-  a*  & 
il  ne  rèllefa  que  lab  -h  ^*.  Pour  trouver  le  fécond 
ternie  b  dû  la  racine  »  je  prends  le  double  du  terntô 
trouvé  j  ic'eft-àdire ,  la  pour  divifeur  ;  &  divifant 
te  terme  xab  par  ia ,  lé  quotient  fera  +  ^  &  là 
iràcine  cherchée  fera  a>-^  b.  Pour  en  faire  la  preu- 
ve ,  j'élève  ar^bm  quarré  ^  en  multipliant  «  -+-  A 
par  à-{^b  i  le  produit  eft  égal  au  quarré  a^  -j^  lab 
^-^  ^^:donei  &Ca  Appliquons  ceci  à  Teteipple 
fuivaht.  *      . 

Soit  pfopofé  d^ extraire  ta  râiihè  quàrreè  de  (a  quan/* 
tité  9^4  -r—èx^d-^d^.  Ayant  écrit  cette  quantité  , 
comihe  dii  le  voie  :  je  cheïrche  d'abord  la  racine 


itmmi^mmmiÊm^mmmmmmmmmm 


6X^ 


quarréedu  pre-    ^^^  _  g^i  ^4.  ^, 
mier    terme  3      0 

(  quand  on  pair "ijrt' 

le  d'une  ràcitie,  î^ 
fans  la  fpécîfier  ^  on  entend  parler  de  la  racîiiequar-^ 
rée  )  j  pour  irela ,  je  dis  la  racine  de  9  eft  3  ,  qiie 
j'écris  a  la  tacinè  \  je  dis  enfùiteia  racine  de  x^  éft 
x^ ,  qiie  j'écris  à  côté  de  9  j  élevant  jx*  au  quarté, 
j'ai  9X^  ,  cj^e  j'écris  fous  9;!^^ ,  je  fais  la  fouftrac- 
tion ,  en  changeant  le  figne(  de  $x^  )  de  -4^  en-^-^, 
&  je  mets  o  lous  ^x^  y  qui  fe  trouve  détrûtt  pat 
—  ^x^.  Je  prehds  pour  divîfeur  64r»,  double  de  k 
racine  écrite  ^^^J  je  divife  le  fécond  terme -i-^'  6x^d 

Ex 
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0,  -h^ 


par  ce  divifeuT  ,  pour  avoir  le^quotient  -t-*  rf,  que 
j'écris  à  côté  du  premier  terme  delà  racine ,  éle- 
vant maintenant  3  ;f  »  ^^  'rf  au  quarré ,  |e  retrouve 
la  quantité  propofée,  ainfi  1  opération  ;eft  jufte.  Cette 
méthode  eft  fondée  fur  ce  que  fi  d^b  repréfeme  la  ra- 
cine ja:* — i^a  pourra.repréfenter  3A:»  &  ^  là  quan- 
tité v--^.  S*il  y  avoir  plus  de  trois  termes  au  quarré, 
on  lesréduiroit  à  j  (ficela é toit poflible)^  enprenanc 
pour  un  feul  terme  les  quantités  dans  lefqueÛes  une 
même  lettre  auroitlemème  ^xpofanCngc  pour  un  feul 
terme  tous  ceux  dans  lefqjiie|s  cette  lettre  ne  fe  trou- 
verait pas  :  ainfi ,  pour  avoir  la  raciiie  dé  a^r\^  xab 
^  ^2..--u  ^ad  —  ibd-^d^i  on  difp^ièra  cette  quan- 
tités^ comme  on  le  voit  ici  :  prenant  enfuite  k  ra- 
cine du  pre*  ^2'^  iiî^-t- A* 
mier  terme  q  ^  iad  —  ibd 
a\^oi\  écrira  vl  [  '  .  ^  ^  2 

a    au    quo- ;;; 

tient,  j    ele-  "^ 

yant.au  quarré,  on  retrancherai*  de^*  \  on  prén- 
idraipout  divifeur  lâ  double  de  la  racine,  &  divi 
f^ntdVtbprd  laèpar  xa^  on  mettra- au  quotient  -f* 
b\  divifaiit  tout  de  fuite —  z^rf  par  z^i,. on  écrira  en- 
core Te  quotient  — dk  la  racine,  qui  fera  or^b — d  ; 
en  effet  en  multipliant  cette  r^fltlj^epar.elle-même,  on 
trouvera  la  quantité  propofée.  Si  la  quantité  îprbpofée 
rie  peut  pas'fe  réduire  à  trois  termes  par  la  métho- 
de dont  nous  venon3:de  parler,  on  ordonnera  cette 
quantité  par  rapport  à  une  lettre  quelconque.,  on 
prendra  la  racine  du  premier  terme  comme  nous  ve- 
nons d^le  faire  i  on  retranchera  de  mcrhe  le  quarré 
.dtt-pf^*^'^''^  terme  de  Ja  racine  de  la  .quantité  pro- 

f^ofé^iç:  prenant  enfuite  pour  divifeur  le  double  de 
a.. racine  ,  on  diyifera*le  terme  fuivarit  (on  doit 
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tou|ours  divifer  le  terme  qui  concienc  le  plus  grand 
expofant  de  la  lettre ,  par  rapport  à  laquelle  on  a 
ordonné  )  par  ce  divifeut;  on  écrira  le  quotient  à  la 
xacine  :  multipliant  enfuite  le  divifeur  par  le  quo* 
tient ,  on  ajoutera,  au  produit  le  quatre  de  ce  quo- 
tient pour  fbuflxaire  le  tout  de  la  quantité  propo- 
fée  j  l'on  continuera  de  même  en  prenant  toujours 
pour  divifeur  le  double  de  la  racine  trouvée* 

Sait  la  quantité  jc4  -^  ^^  p-\^6x^  p^  -4-  ^p ' 
^p^.  Cette  quantité  ne  pouvant  pas  évidemment 
fe  réduire  à  3  termes  &  étant  ordonnée  par  rap^» 
port  à  AT  ; 

o  o 


^"^ 


—  «♦  ±:  4^5/?  ±1 4x*/?* 


zx^ 


IX*  -f-  4rp 


je  prends  la  racine  x*  du  premier  terme  &  après 
avoir  écrit  a:*  à  la  racine,  je  prends  fon  quarré  x^ 
.que  je  fouftrais  de  la  quantité  propofée.  Prenant 
enfuite  ix^  pour  divifeur  ,5  je  divife  le  terme  fui- 
vant  ^x^p  par  ix*  ,  &  j'écris  à  la  racine  le  <pio- 
tient  ixp.  Je  multiplie  enfuite  ce  quotient  par  le 
divifeur  &  j'ai  la  quantité  4^'/?,  à  laquelle  j'ajoute 
4Ar*/?*  quarré  du  quotient^  retranchant  cettç  fom- 
me  dureftedç  laqua;ntitépropefée,ilmerefteax*^* 
H-  pcp^  -f- /7+ que  j'écris,  ipus la quançitçjM^op^ 
comme  on  le  voit.  Dpubkm:,  enfuite  la  ^-^^inei 

j  ai  pour:  divifeur  :t^:*--Tfc  *^-i|®--^1^f^  !^  ^^^J' 
me  zx^  p^  par  le  premieir,  jcerme  xA^^.du^ivi^ 
feur,  pour  avoir  le  quotient  rf^/?*  ,  que,  j'écris,  à 
la  racine;  multipliant  enfqitg^le  divifeur  par  le 
quotient  &  ajoutant;  au  produit  le  quarré  du  quo- 
tient ^j  ai  a*«/>*  *t-  4xp^  -+-/>^i  retranchant  çç^tô 
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quantité  dncefte  de  la  quantité  propoféea  il  ne  refte 
rien ,  &  la  racine  cherchée  eft  Ar*-+-  xpx  -+7/7*..  Ei^ 
prenant  h,  racine  de  celle-ci  ,1  on  aura  x-^p^  racine 
quatL'iéme  de  la  quantité  pfopofée  \  de  forte  que 
— ur  avoir' ' —  -i^-  J'- i^i  ta 

peut  d'à 

prendre 

ne  peut  avoir  la  racine  quarrée  da celle-ci,  c'eftune 
tnaïque  que  la  quantité  p^opotféç  n'a  pa^  de  Racine 
quatrième  ;  cette  méthode  eft  générale* 

Pour  extraire  la  racine  cube  à^a^  r^.^a^b  -{-« 
^ab^  -r^A^  que  nous  fa  vous  être  ==^-4-*^;  ^près 
avoir  difpofe  cette  quantité  comme  on  le  voit  ici , 
je  prends  la  ra-  ^ 5 ^  ,a^i  ^.  rab^^^b^ 
çme  cubique  du  ^ 
prernier   terme 


5^ 


.m 

^  y  J2Li  a  que  ■ 
l'écris  à  la  racine  ;  élevant yz  au  cube,  je  trouve  a^ 
que  ;ô  retranche  de  k  quantité  propofée  Se  j'écris? 
p  fous  al.  Pour  trouver  le  fécond  terme  b  de  la  ra-? 
çine ,  |e  vois  qu'il  me  faut  divifèr  le  fécond  Eerme 
}a^b  par  j^* ,  c*^*à-dire ,  par  le  triple  du  quarré 
4u  premier  terme  a  dé  la  racme^  Je  prends  donc  le 

3uarré  a^  de  a^  &c  triplant ,  j'ai  }^*  pour  divifeur  ; 
ivifan^t  donc  -+-,  ^a^b  par  ^a^  =3 -h  3<z*  ^  )^^  "^^^ 
pour  Quotient;  j^écris-rH.  A  à  la  racine  >  de  forte  que 
k  çacine  f ntiete  eft  a  -H  b.  En  effet,  élevant  a^b 
ILU  atjbe, -  on  trouve.  U  quantité  propofée.  S'il  y 
avoir  plui'de  ^  termes,  au  cube ,  il  y  en  attrait^  plus 
4e  deux  â  fatacine ,  dans  ce  cas  on  tachérpitde  ré- 
duire la  quâhtité  propofée  à  4  termes  ,  en  fuivant 
k  méthode,  doiitnpus  avonsb  parlé  ci-deffiis*  Ain,fi, 
pour  ettraite  k  racine  cubique  de  >^3  -+-  ^K^i  -H 
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3  bd^  — d  5 , je  difpofe  cette  quantité  comme  on  le  voit: 
je  prends  ^3  ^      ^^  ^     j^^  ^  ^3 
enfuie  la  ^ 


racme  cu- 


,  .  — xx^d — 6xbd — ib^d 

bique    X  ^^xd^^ibd^ 

du  .  pre-  ^3 

mier  ter-   ■ 

me  x^  ,  —^^  13^* 

je  récris  à  la  racine  j  j'élève  x  au  cube  &  retranchant 
jf  ^  de  x^  y  j'écris  o  fous  x^  ;  je  prends enfuite  pour 
divifeur  le  triple  du  quarrédela  racine,  &divifant 
tout  de  fuite  tous  les  termes  afFedtés  de  a;*  ,  j  ai  + 
b  —  d  que  j'écris  au  quotient;  de  forte  que  la  ra- 
cine cherchée  eft  a:  -+-  A  —  ditn  effet ,  fi  on  prend 
le  quarré  de  cette  quantité  ,  qu'on  multiplie  enfuite 
ce  quarré  par  la  racine  a:  +  ^  —  d  pour  avoir  le 
cube  de  cette  racine ,  l'on  trouvera  la  quantité 
propofée. 

Lorfqué  la  quantité  propofée  ne  peut  pas  fe  ré- 
duire à  quatre  termes  ,  a  caufe  que  chacune  de  fes 
lettres  fe  trouve  dans  plus  de  quatre  termes  ,  avec 
des  expofans  au-deflTus  de  o  ,  on  peut  ordonner  par 
rapport  à  une  lettre  quelconque  ;  prenant  enfuite 
la  racine  cubique  du  premier  terme ,  on  l'écrira  à 
la  racine  ;  élevant  cette  racine  au  cube,  on  retran- 
chera le  réfultat  dfe  la  quantité  propofée.  Prenant 
enfuite  pour  divifeur  le  triple  du  quarré  de  la  ra- 
cine ,  on  divifera  le  terme  fuivant  (  on  doit  tou- 
jours prendre  pour  terme  fuivant  celui  qui  contient 
le  plus  grand  expofant  de  la  lettre  par  rapport  à  la- 
quelle on  a  ordonné  )  par  ce  divifeur  ,  pour  écrire 
le  quotient  à  la  racine;  on  élèvera  au  cube  les  deux 
premiers  termes  de  la  racine ,  pour  retrancher  ce 
cube  de  toute  k  quantité  propofée.  Prenant  enfuite 
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pour4ivifeur  le  triple  du  quatre  4es  dQuxpreiniçrç 
termes  de  la  racine, on fe  lervira du  premier  tern:ïe 
de  ce  divifeur  pour  divifer  le  tçrme  fuivant  du 
refte  dç  la  quantité  propofée  ;  écrivant  le  nuotient 
àla4racine,on  élèvera  enfuite  toute  la  racine  trpuvé:e 
au  cubé  j  pour  retrancher  le  réfultat  de  tome  la  quan- 
tité propofée  ;  on  continuera  de  même  en  prenant 
toujours  pour  divifeuç  le  triple  dii  quaççé  de  la  ta-» 
çine  trouvée. 

Si  ixne  quantité  n'eft  pas  iine  pui(&nce  parfaite ,, 
on  fe  contenue  d'indiquer  fa  racine  :^ainfi  a^  -^b^ 
^l'étant  pas  un  quatre  parfait ,  fa  racine  peut  s'ex- 

primer  de  cette  manière  ^a^  ^h^  ;3p^  ^^  -+■  A*  * 

sp:  (4*  •4-^*  )  ' ,  en  divifant  Texpofant  i  fous  -  en^ 
tendu  de  (  a*  -frA*  )  par  rQXpofant  1  de  cette  racine. 
38.  Pour  extraire  les.  r^cinesi  nun;>étiques ,  il  faut 
fe  rappeUex  \^  table  Aqs  quarrés  &  des  cubes  des 
nombjres  que  npus  ayons  donnée  ci-deffus  {i^)y 
après  quoi  Tq^  verta  ^ifément  qu'un  nombre  d'un 
feul  chiffre  ne  peur  avoir  trois  chiffres  à  fon  qt^^rré^ 
puifque  i  o  qui  eft  le  plus  petit  nombre  de  deux 
çhiffres^a.  pour  qi^arçé  i  oo^qui  eft  le  plus  petit  nom-i 
bre  de  5  chiffres  \  5319  qui  eft  le  plus  grand  nombre 
de  deux  chiffres ,  a  pour  quarré  9801,  qui  ^e  con- 
tient que  quatre  chiffres  \  de  forte  qu'un  nombre 
quelconque  pe  peut  ayoir  à  fon  quarré  tout  au  plus 
que  le  double  de  fes  chiffres.  De  rçièmele  cube  d'ua 
nombre  ne  peut  contenir  plus  du  triple  des  chiffres, 
de  ce  npmbrç  ;-en  effet  ^o,,  premier  nombre  de 
deux  chiffres  ,  a  pour  cube  iqoo.^  premier  nombre 
4e  quatre  chiffres  &  le  cube  de  99  ne  contient  que 
6  chiffres  ^  ainfi  qu'on  peut  le  voir  en  multiplia;i^t 
|ç  qtiarçé  4ç  ^9  pA^  ??  poiir  avoir  foi\  cubç^ 
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Pour  élever  un  nombre  2, 5  au  quarré,  il  faut  mul- 
tiplier 15  par  3L5 }  &  pour  avoir  fon  cube,  il  faut 
multiplier  fon  quarrc  par  25.  On  trouvera  pour 
le  quarré  <>  z  5  &  multipliant  ce  dernier  nombre  par 
2. 5  ,  on  aura  fon  cube  1 5  (^2  5 .  Au  lieu  de  multi- 
plier 1 5  par  X  5  pour  avoir  fon  quarré  ;  on  peut  s*y 
prendre  ae  cette  manière  :.  je  prends  le 
quarré  de  fon  premier  chiffre  2  &  j'écris 
4  comme  on  le  voit  ici  ;  je  prends  en-         ^  ^ 
fuite  le  double  du  premier  chiffre ,  c'efl    ■ 
4  j  je  multiplie  ce  double  par  le  fécond  ^^5 

chiffre  5  ,  j'écris  le  produit  20  fous  4,  en  avançant 
d'un  rang  vers  la  droite  (  s'il  n'y  avoit  qu'un  chiffre 
au  produit,  on  Tavanceroit  de  mcme  aujfïî  d*uïi 
rang  vers  la  droite  )  ;  je  prends  enfuitele  quarré  du 
fécond ,  favoir  25  ,  que  j'avance  encore  d'tm  rang; 
prenant  enfuite  la  fomme ,  je  trouve  61$  comme 
ci-defTus.  De-là  je  conclus  qu'eu  partageant  en  tran- 
ches le  quarré  ^25  en  cette  manière  6  y  25  j  de 
forte  que  la  première  tranche  à  droite  contienne 
deux  chiffres ,  le  quarré  du  premier  chiffre  de  la 
racine  doit  fe  trouver  dans  la  première  tranche  6 
de  la  gauche ,  &  le  double  produit  du  premier  chif^ 
fre  par  le  fécond  dans  le  premier  chiffre  2  de  la  fé- 
conde tranche  j  enfin  le  quarré  du  dernier  chiffre  j 
doit  fe  trouver  au  dernier  chiffre  5  de  la  féconde 
tranche.  Quand  on  dit  que  le  double  produit  du 
premier  chiffre  par  le  fécond  doit  fe  trouver  au  pre- 
mier chiffre  de  la  féconde  tranche  &  que  le  quarré 
du  fécond  chiffre  doit  fe  trouver  au  dernier  chiffre 
Ae  la  même  féconde  tranche,  cela  doit  s'enten- 
dre du  dernier  chiffre  a  droite  de  ce  produit,  &  du 
quarré  de  5 . 

§i  le  Aombre  qu'on  veut  élever  au  quarré  ayoit  pi w 
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de  deux  chiffres  ,  on  prendroit  de  plus  le,  double 

{>roduic  des  deux   premiers  par  le  troifîéme  avec 
e  quarré  du  croifieme  ;  enfuite  le  double  du  pro* 
duic  des  crois  premiers  par  le  quatrième  avec  le 
quarré  du  quatrième  &  ainfî  de  fuite ,  en  avan«. 
çant  toujours  d'un  rang  vers  la  droite  chaque  pro- 
duit &  chaque  quatre.    De-là  nous  tirons  la  règle 
fuivante'  :  pour  avoir  la  racine  d'un  nombre  ,  par- 
tagez ce  nombre  en  tranches ,  en  commençant  par 
la  droite ,  de  forte  que  chaque  tranche  foit  de 
deux  chiffres ,  excepte  la  première  à  gauche  qui 
ne  fera  que  d'un  feul  chiffre  ,  lorfque  le  nom- 
bre des  cniffires  fera  impair.  Prenez  le  plus  grand 
quarré  contenu  dans  la  première  tranche  de  la  gau- 
che, tirez-'en  la  racine  que  vous  écrirez  à  part; 
élevez  cette  racine  au  quarré»  retranchez  ce  quarré 
de  la  première  tranche  y  i  coté  du  refte  s'il  y  en  a» 
ou  a  coté  de  o  s'il  n'y  en  a  point  »  defcendez  la  fé- 
conde tranche  &c  prenez  pour  dividende  le  refte 
s'il  y  en  a ,  joint  au  premier  chiffre  de  la  tranche 
abaiffce  ,  ou  le  premier  chiffre  feul  de  la  tranche 
abaiflee  s'il  n^  a  aucun  refte  ;  prenez  pout  divifeur 
le  double  de  la  racine  trouvée  ;  écrivez  le  quotient 
à  la  racine  ;  multipliez  le  divifeur  par  le  quotient  ; 
ajoutez  à  ce  produit,  en  avançant  d'un  rang  vers  la 
droite ,  le  quarré  du  quotient  ;  fi  la  fomme  peut  être 
fouftraite  de  la  tranche  abaiffée ,.  jointe  au  refte  s'il 
y  en  a,  le  chiffre  trouvé  eft  bon ,  fî  le  contraire  ar* 
rive ,  on  diminuera  le  quotient  fucceffivement  d'une 
unité  &c  même  on  écrira  o  fi  en  mettant  i  à  la 
racine  on  ne  peut  faire  la  foufhraâion  dont  nous 
venons  de  parier.  On  s'y  prendra  de  même  pour 
les  tranches  fuivantes ,  en  prenant  pour  divifeur  le 
Rouble  de  laraci^  trouvée^  &  pour  dividende  le 
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le  premier  chiflfre  delà  tranche  abaifTée,  joint  au 
refte  s'il  y  enz^çxice  premier  chifFrçfeul,  s'ilay  a 
^ucun  re^fte. 

Soit propofé  d'extraire  la  racine  quarréedunombre 
62S.  Ayant  partagé  ce  nombre  en  i:ranches  »  com-^ 
me  nou:^  venons  ce  le  dire  ;  je  vois  par  la  table  des 
quarrés  que  4  eft'le  plus  grand  quarré  contenu  dans 


6  ,  j'en  prends  fa  racine  1  que  j'é-  ^    ^  g 
cris  comme  on  le  voit  j  élevant 


m(î) 


^I^T* 


4  Divir 

feur. 


X  au  quarré ,  "j'écriç  4  fous  tf  j  re-  "^ 
tranchant  4  de  ^,  il  refte  %  ;  à  côté  ^  ^  ^ 
de  ce  refte  j'abaifle  la  tranche  fui^  ' 
vante ,  je  mets  un  point  fous  le  premier  chifire  de 
cette  tratiçhe ,  pour  me  rappeller  que  12  eftmoh 
dividende ,  je  prends  pour  divifeur  le  double  4  dç 
la  racine  ;  diyilat^t  1 1  par  4 ,  j'écris  5  au  quotient  ; 
}e  multiplie  le  divifeur  par  le  quotient,  le  produit 
eft  10 ,  auquel  je  joins  le  quarré  du  quotient ,  en 
cette  manière  *î^ ,  la  fomme  115  étant  fouftraitede 
218  ,  il  refte  9 ,  que  j'écris  comme  on  le  voitj  de 
forte  que  la  racine  cherchée  eft  2  5  ,  avQc  un .  refte 
3  ,  qui  indique  que  le  nomibre  propofé  feroit  un 
quarré  exaâ  »  fî  on  en  ôtoit  3 .  Pour  faire  la  preuve 
de  cette  opération,  j'éleye  2 5  au  quarré,  j'ai  ^25,4 
ce  noit^bre  j'^ajoute  9  &  j'ai  le  nombre  propofé  6%%. 
On  voit  par  U  qu'on  ne  peut  pas.  toujours  ex^ 
traire  exaâenient  l&St  racit^es  quarrees  des  nombres. 
Par  exemple^  on  ne  peut  pas  ext4:aire  exaâement 
les  racines  quarrees  des  nombres  2,9,5.  ^^ 
forte  que  y^  2,  y^  5,  \^  5  font  des  quantités  qu\)n 
appelle  inationnelles  aa  fôurdes^^  On  peut  cepea-» 
dant  en  approcher  tant  que  l'on  veut  par  le  moye». 
des  déciiriâles ,  pour  cela  il  faut  ajouter  aîu  nombre 
j^;rQposÇé  autant  dç   fçds^  4e,ttX  ajéra  qu!on  vciut 


5,QO,O0 

1  •  ij 

4 

4 

t  oo 

84 

1^00 

44 
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avoir  de  décimales  :  ainfi ,  pour  avoir  la  racine  de  5  , 
à  un  centième  près ,  J'ajoute  4  zéros  à  5 ,  de  la  ma-* 
niere  qu'on  le  voit  ici  :  parta- 
geant enfuite  le  réfultat  en 
tranches,  je  prends  la  plus 
grande  racine  contenue  dans 
la  première  tranche ,  je  trou* 
ve  que  c'eft  i,  que  j'ccrisa  la 
racine  y  je  retranche  le  quarré 
4  de  5 ,  il  refte  i  ,1  coté  duquel 
je  dçfcends  deux  o  ,  &  prenant  10  pour  dividende , 
&  4  pour  divifeur  j  j'écris  le  quotient  2  à  la  racine  ; 
retranchant  enfuite  le  produit  du  divifeur  parle 
quotient  joint  au  quarré  du  quotient  (  delà  manière 

Sue  nous  l'avons  déjà  expliqué  )  du  nombre  1 00  , 
refte  i  tf  j  à  côté  de  ce  nombre  je  defcends  00  & 
j'ai  j  (>o  pour  dividende  &  44  pour  divifeur.  C'eft 
pourquoi  je  divife  1 60  par  44,  en  difant  en  1  <?  com- 
bien de  fois  4 ,  je  trouve  qu*il  y  eft  quatre  fois  ;*^ 
mais,  parce  que  le  produit  du  divifeur  par  le  quo- 
tient joint  au  quarré  du  quotient  (  de  la  manieçe- 
qu'on  l'a  indiqué  )  ne  peut  fe  foufttraire  de  1 600 , 
je  diminue  le  quotient  d'une  unité  ;  la  fouftraéfcion 
pouvant  alors  fe  faire,  j'écris  $  au  quotient  j  mais 
p^rce  qu'en  ajoutant  0000  a  la  droite  de  5  ,  j'ai 
multiplié  5  par  loooo  ,  dont  la  racine  eft  100, 
jie  do^s  avoir  une  racine  cent  fois  pkis  petite  que 
ni  \  je  dois  donc  féparer  1  j  parun  point  pour  avoir 
la  véritable  racine  2.  *  a  j  ,  à  un  centième  près, 
,  Un  nombre  fourd ,  tel  que  \/  5  ne  peut  jamais 
avoir  pour  racine  exaiSfce  une  fradfcion  quelconque. 

Car  foit  --r  la  fradtion  cherchée  ,  on  aura  V  5  ^^^ 

•^.,;  8c  Qn  preoant  les  quarrés  on  aura  J  ^'^  "^î 
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or  cela  eft  impolffible  ,  caï  la  fracStion  -3*  étant  rç- 

duite  à  Tes  moindres  termes  y  amfi  que  nous  le  fu]^-* 
pofons  ici  ^  les  quantités  a  &.  </. n'ont  aucun 
diyifeur  commun;  mais  il  eft  viiible  que  /i  a^icd 
n  ont  aucun  divifeur  commun ,  leurs  quarrés  a?-,  èc 
d^  n'en  auront  pas  :non  plus  :  donc  u.  d  ne  peftc 
pas  divifer  exadement  a^  d"^  nt  divifera  pa$^  non 

plus  exafteÀient/ï*  :  donc  -—  ne  peut  être  un  nom- 

.  bre    entier  J    :   donc  ,  &c.  On.  prouveroit  de 

même  que  -r'étantunefra(Stionihédû(9:ible==y  5, 

-  tf'  .  .        ^  .  ' 

-r~  devroit  être  une.fraâion  égale  à  5  ,  ce  qui  ne 

peut  être  ;  donctih  nombre  qui  n'eft  pas  une  pulf- 
lahce  parfaite  d'un  déeté  quelconque  ne  peut  avoir 
aucune  racine  ëxaéte  du  même  degré  exprimable  en 
nombres. 

Si  on  vouloir  avoir  le  cube  de  15,  on  preh- 
droit  d'abord  le  quarré  61^  de  ce  nombre  &  mul- 
tipliant tfi  5  par  25,  le  réfultat  ij^i5  feroit  le 
cube  cherché.  L'on  trouveroit  la  même  chofe  en 
prenant  d'abord  le  cube  du  premier  chiffre  x  qui  çft 
8.  En  fécond  lieu  le  triple  produit  du  quarré  du 

f premier  chiffire  J>ar  le  fécond  5.  En  troihémè  lieu 
e  triple  produit  du  premier  chiffre  par  le  quarré  da 
fécond  ;  Se  enfin  le  cube  du  fécond, 

8  Cube  du  premier  chiffre  x 

60  Triple  produit  de  4  paf,.5  . 

150  Triple  produit  de  1  par  X5.      ;; 

125  ..        Cube  de  5                               ; 

Ayant  foin  d'avancer  i  chaque  fois  d'un  rang  vers 
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la  droite  \  faifant  çnfuite  l'addition  ,  on  troUveta 
le  même  réfultat  que  ci^efTus.  S'if  y  avoit  ^  chif- 
fres au  nombre  propofé ,  on  continueroit  de  même 
en  regardant  les  deux  premiers  chiffres^  ^  cômhie 
n'en  niifant  qa'un^  de  iort;e  qu'on  préndroit  de  pins 
le  triple  produit  du  quatre  des  deux  premiers  par  le 
troifieme ,  le  triple  produit  des  deux  premiers  pàf 
le  quarré  du  troiiiéme ,  enfin  le  cube  du  troifîéme  » 
&  ainfi  de  fuite  pour  un  plus  grand  nombre  de  chif* 
fres.  Cela  pofé  ^  fi  on  partage  ce  nombre  en  tran-^ 
ches ,  enforte  que  celle  de  la  droite  contienne  trois 
chiffres,  il  eft  vifible  en  premier  ^ .  ^z<\i  < 

lieu  que  le  cube  8  du  premier  chif-  — ^^ — -* — 

fre  1  eftcontenudânsla  prwniere  •  ^  ^ 

tranche  de  la  gauche;  en  fécond  /7®  f  5 

.  lieu ,  que  le  triple  produit  duquarré  du  premier  par 
le  fécond  eft  contenu  dans  le  premier  chiffre  6  de  la 
féconde  tranche.  Quand  nous  difons  que  le  triple 
produit  du  quarré  du  premier  chitfre  par  le  fécond 
e(l  contenu  dans  le  premier  chiûTre  6  de  la  féconde 
tranche  y  nous  entendons  parler  4lu  dernier  chiffre 
de  la  droite  de  ce  produit. 

Soit  propofé  maintenant  de  prendre  là  racine  c«r- 
hique  de  isà2f.  Ayant  partage  ce  nombre  en  tran- 
ches y  comme  nous  venons  de  le  dite ,  je  vois  par 
la  table  des  cubes  que  8  eft  le  plus  grand  cube  coh- 

'  tenu  dans  la  première  tranche  1 5 ,  je  prends  donc 
la  racine  cubique  de  8  qui  eft  1  ,  j'écris  1  à  la  ra- 
cine^; élevant  1  au  cube  ,  j*ai  8  que  je  foiiftrais  de 
15,  pour  avoir  le  refte  7  ,  à  côté  duquel  je  defcends 
la  tranche  fuivante  \  Se  mettant  un  point  ibùs  le  pre- 
mier chiffre  6  de  cette  tranche >  je  prends  pour  di- 
vidende le  premier  chiffre  6  de  la  tranche  abaiffée, 
|Dint  au  refte  7  de  la  précédente  (  s'il  n'y  avoit  point 
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de  i;çfte  >  le  feul  chiffre  tî  feroit  le  dividende  )  j  je 
prenSs  i  i  pour  divifeur ,  c'eft-à-dire  ,  le  triple  du 
quarré  du  premier  terme  de  la  racine ,  divifant  76 
par  1 1 3  le  quotient  eft  6  y  mais  le  cube  de  16  étant 
1 75  76  ]>  1 5  61 5  ,  je  ne  puis  le  fouftraire.de  ce  der- 
nier y  je  diminue  donc  le  quotient  dune  unité  & 
comme  le  cube  de  15  eft  =  15^15  ,  quantité  qui 

{>eut  être  fouftraite  du  nombre  propofc,  j'écris  5  à 
a  racine  qui  eft  z  5 .  S'il  y  avoir  une  autre  tranche  » 
pour  trouver  le  troifiéme  chiffre ,  je  prendrois  pour 
divifeur  le  triplé  du  quarré  de  15  &  pour  divi- 
dende le  premier  chiffre  de  la  troifiéme  tranche , 
joint  au  refte  s*il  y  en  avoit ,  élevant  enfuite  au  cube 
les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine ,  fî  le  réfultat 
pouvoit  être  fbuftrait  des  trois  premières  tranches  , 
le  chiffre  trouvé  feroit  bon,  finon  il  feudroit  dimi- 
nuer fuccefïîvementie  quotient  d'une  unité,  jufqu*à 
ce  que  la  fouftraftion  fut  pofGble. 

Exemple  Second.  Soit  le  nombre  S^4%gy66'^  ^ 
dont  on  demande  la  racine  cubique.  On  trouvera,  en 
fuivant  la  méthode  indiquée ,  104 pour  racine,  avec 


8,489,^^7 

è  ■ 


104 

I  1       Premier  divifeur. 


1 1 0  o  Second  divifeur, 

un  refte  j .  Pour  avoir  une  racine  plus  exaâe ,  on 
ajoutera  autant  de  fois  trois  zéros  qu'on  veut  avoir 
de  décimales ,  parce  que  le  cube  de  |o  étant  looô 
pour  avoir  des  dixièmes ,  il  faudra  ajouter  trois  o , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  multiplier  par  lobo. 
La  racine  cube  d'une  fraction  fê  trouve  en  pre- 
nant la  racine  cubique  du  numérateur  &  celle  de 
fon  dénominateur  j  de  même  la  racine  quarrée  d'une 
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fra&ion  fe  trouvera  en  prenant  la  racine  quarrée  de 
fon  numéfateur  auiC- bien  que  celle  de  fon  dénomi- 
nateur jde  forte  que  la  racine  cubique  de  ^  eft  j,la  raçi- 

ne  quarrée  de  J  eft  7,Ia  racine  cube  de  f=a=  eft --^  ;  la 

racine  quàrrée  de  \  eft  -^.  Maïs,  fi  l'on  veut  avoir 

un  nombre  aa  numérateur ,  on  le  pourra  ^  en  mul- 
tipliant pour  la  raeine  quarrce  ^  les  deux  termes 
de  la  fraftion  par  le  numérateur  ;  mais  on  multi- 
pliera par  le  quarré  du  numérateur  ,  s'il  s'agit  de  la 
racine  cube  :  ainfi  la  racine  quarrée  de  7  £=2  -  eft 

-7-  ;  la  racine  cube  de  t  =2=^  ^  eft .  Si  on  vou- 

yii 

loît  avoir  un  nombre  au  dénominateur  y  on  feroit 
du  dénominateur  le  même  ufàge  que  nous  venons 

de  faire  du  numérateur  :  ainfi  \/  7  =  \/^  eft  s=2 

j  y/  7  eft  =  V^  7  = .  Si  otï  vouloir  faire 

difparoître  le  radical  \/(f,  dans  la  fraûion  ^^  ,  on 

le  pourroit^en  fe  contentantde  prendre  par  approxi- 
mation la  racine  de  6  ,  ce  qui  feroit  aife  à  faire  par 
le  moyen  des  décimales ,  en  fuivant  la  méthode  c;i- 

deflus*  ,  -         . 

La  racine  fahe  de.-T-eft.-y^=^,  ou  parce 

que 
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**^ — ■ —•^-^—"-^-^ — -^ — -- — ■ 

que  —  =  —  ,on  aura =  y—;  la  racine  quar- 

ree de -7-  =3 -r ^  *^ra  -^  =-—-.4 

39*  Avant  déparer  plus  loin,  nous  allons  donner 
une  méthode  générale  pour  trouver  une  puiflance 
quelconque  d'une  quantité  algébrique. 

Lemme  L  Tous  les  produits  qui  r^ultcnt  £un 
mime  nombre  de  lettres  font  égaux  entr  eux  dans  quel- 
que  ordre  quon  multiplie  ces  leures.  Pour  le  démon- 
trer ,  nous  ferons  ufagé  de  ce  principe  évident,  que 
deux  quantités' donneront  des  produits  égaux,  la- 
quelle des  deux  Ton  prenne  pour  multiplicande  : 
cela  pofé,  je  dis  d'abord  que  ab=iba,  par  la  même 
raifon  que  4  X3  =  j  X4=ii;  donc  les  produits 
qui  réfultent  de  deux  lettres  aSc  b  font  égaux  dans 
quelque  ordre  qu'on  multiplie  ces  lettres.  En  fé- 
cond lieu  cab  ss  abc  :  cax  ab  =  ab  :  donc  en  mul- 
tipliant  c  par  ah  y  èc  ab  pat  c,  les  produits  cab  Se 
fl^cferontévidemment  égauîijdonc  le  produit  abcsss, 
bac;  car ,  puifque  ab  ^==^  ba^  ab  Xct{k^=^ba  X  c.  De 

'mcmec^:îiî=û^c=c^<î,  puifqu'en  multipliant  c  par 
aby  on  doit  avoir  le  même  réfultarqn'en  multipliant 
ab  par  c ,  ou  c  par  ba  y  k  caufe  de  ba  =^ab  :  donc 

.les  produits  abc  y  bac  y  cab,  cbay  font  égaux.  Par 
la  même  raifon  bca  =s  acb ,  puifque  ca  :=:  ac  & 

.qu'en  multipliant  ac  par  by  on  doit  avoir  le  même 
produit  qu'en  multipliant  ^parca  :  donc  les  fîx  pro« 
duits  o^c,  baCy  cab ,  cba  ,  bca  ,  acb  font  égaux  en- 
tr'eux  ;  car  les  deux  derniers  font  égaux  entr'eux 
auffî-bien  que  les  quatre  premiers  ;  mais  il  eft  vi* 
fible  que  le  cinquième  eft  égal  au  quatrième  :  donc 
Toniel.  F 
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les  produits  de  trois  lettrés  font  égaux  dans  quelque 
ordre  qu'on  multiplie  ces  lettres.  On  prouvera  fa- 
cilement par  la  même  méthode  que  les  produits  de 
4  lettres  font  tous  égaux,  &  ainii  de  fuite  :  donc,  &c. 

Lemme  il  Deux  lettres  z  &h  peuvent  recevoir 
deux  arrangemens  différens  ab  &  ba  ;  trois  lettres  a  • 
b  ,  c  peuvent  recevoir  2  fois  j  ou  6  arrangemens  dif-^ 
férenSj  ce  qui  donnera  les  6  arrangemens  Juivanszxh^ 
abc ,  bac  >  bca ,  cab,  cba.  On  voit  aujffi  que  quatre 
lettres  recevront  6  fois  4  y  ou  2^  arrangemens  diffe-^ 
rens  ;  car  chacune  d'elles  étant  mife  la  première  ^  les 
trois  autres  recevront  6  arrangemens  différens  ^  ce  qui 
donnera  24  arrangemens  différens.  De  même  /  /er- 
tres  recevront  2^  fois  ^  ou  120  arrangemens  diffé-- 
rens  ;  &c.  Mais  tous  ces  prodaits  feront  égaux  &  non 
différens  par  le  lemme  précédent. 

Lemme  III.  Un  nombre  m  de  lettres  prifes  deux  à 

deux  y  donnera  un  nombre de  produits  réel- 
lement différens  ;  prifes  trois  à  trois  un  nombre 
■                 — ^ i  prijes  quatre  à  quatre  un  nom* 

brc i ' — •  çf  aum  de  fuite. 

1.1.5.4  •'         ^      -^ 

Puifque  le  nombre  des  lettres  eft  m ,  chacune  ne 
pourra  être  multipliée  que  par  les  autres ,  dont  le 
nombce  fera  m —  i  ;  ainfi  le  nombre  total  des  pro- 
duits ,  en  prenant  les  lettres  deux  à  deux ,  fera 
m  •  (m —  I  )  j  mais  le  nombre  des  produits  réelle- 
ment différens  fera  — J  car,  par  exetnple , 

le  nombre  total  des  produits  de  trois  lettres  iz,  by  c 
prifes  deux  à  deux ,  fera  ^  X  (  }  —  i  )=  j  X  1 
B=  (> ,  puifqu'ot^  peut  avoir  ab^  ac,  ba,  ca,  bc,  cb^ 


mMa«MMMMMMWkH**iiAflMl^[Ute*<aBIBà 
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inai$,à  caufe  de  4^=:  *iZj  d(è<«ts=  Cii,  de  *c=  c^,  le 
nombre  <l€S  produits  réi^UeinencdifFérens,  n  eft  que 
la  moitié  du  nombre  pocal  deis  produits  :  donc  ^  Sec. 
Pour  avoir  te  nombre  d^]produi€s,  réellement  dif- 
fërens^^  <|ue  peut  donnïer  un  nombre  m  de  lettres 
prifes  tcois^a  trois  y  il  faut  remarquer  que  chacune 
ne|>4ôuc  être  multipliée  que  par  les  produits  des  au- 
tres jprifes  deux  à  deux  y  JBc  que  le  nombre  total  des 
'prooum  A'tÂA  nombre^m-  de  lettres  prifes  deux  i 
'deux  éokhtin  •  (  m — '!••)  >^>celui'd'un  nonabre  m — i 
•de  lettres £ètz  {m —  v)  ^  (m — 1)  :  donc  le  nom- 
ibte  cœs^l  des  produite  de  ces  lettres  prtfes  trois  i 
trois  fera  m  •  (  m —  t  )  v  ^^ii—  2  J  j  mais ,  parce 
que- tK)is  lettres  ^^^"^  rfourniflent  fîx  prcniuifs 
égaux (lem«\è  précédent')  ^ie^ftombre  trouvé-eft  fix 
foi*  firc)p- grèrid  :  donc  îe  îiotnbre  des  pï^duks  réel- 

lement  djfteyens  ler^  -rr — rr: — .: — : — .  Par  un 

r^ifom*riientimfelablei)A  verra  que  le  nombre  to^ 
tat  des  prédtiîts  de  quatt ôt^â^êft tw  .  (m—  1  J  . 
{m^^x}  -(/Tr-r-j  );  éàïSi'-^arce-que'quatre  let- 
tre? { l^îîttV^-préccIdeiiO  f^ni^ent  i^produits-égau*^ 
le  nombre  des  produits  réellement  difFérepç  jfera  14 
.fois^j)i4s^g^Ç:qu^  le.  m)n|bi^^^  total  des^prpdui^  i 

donc  il  fera  — ^ ^ ^^sàwb-r — ,  Uc-verra  de 

1  •  *  •  j  •  .4 

même,  qu'en  prenant  les  letPrès  cinq  à  cinq ,  le 
.  nombres  dm  î^  prodiiiop  ééeUem'ent  diffliiéil^  iK^ra 

IjEUM^'tV^:  Si  on  mèdàûllifi  fM  nombre  queîcenque 
m  «fe  'iiij»mà  y  ./^j.  ç«^4 -Ht^  ,  X  -H b  3;  x'-J}^  c  , 
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fans  autre  coefficient  que  l* unité  ;  le  fécond  terme 
contiendra  x  élevé  à  un  expofant  moindre  d*unt  unités 
avec  un  coefficient  égal  à  lafommc  des  féconds  ter^ 
mes  (  par  coefficient  on  entend  ici  cdac  ce  qui  .mul- 
tiplie une'puiilancede  x  )^  letroifiéme  terme  ren* 
fermera  x  élevé  à  un  expofant  moindre  d*une  unité 
que  le  précédent  j  avec  un  coefficient  égal  à  lafommc 
des  produits  réellement  djffçrens  que  peuvent  donner 
les  lettres  a,  b ,  c  j  &c.  combinées  deux  à  deux^^En 
générait  expofant  de  x  ira/oujours,  6n.diminuantd*unc 
unité  jufqu  au  dernier  terme  dans  lequel  xnejk  trou-» 
vera  pas  à  caufe  de  x®  =s  /  (  18  ).  A  V égard  dtis 
coefficiensj  celui  du  premier  terme  fera^^s^i  y 'celi$i 
du  fécond  fera  lafommé  de  toutes  les  lettres  ^^  b,  c, 
&c.  celui  du  troifiérne4a  fonùne  des  proAmt^  réelle* 
ment  differens  des  mimes  lettres,  combinées  iiefàx  à 
deux }  celui  du  quatrième  la  femme  des  produits  réel^ 
lement  differens  des  lettres  z  y  b,  c  ^  6rc.  prifis  trois 
à  trois  &  ûin/i  de  fuite ^  jufqu  à  dernier  t^me  qui 
xoritiendra  feulement,  le  produit  de  toutes  les  Jettr^s 
a  ,  b,  c  ,  fi'c.  En  :eflfec{x■;^-^)-•  (x.-+-*).eft=?2 

^ x^  -+- axr\r  ba\ ;  (x •+•  a) \{a^b}^\x^d)  eft 
tssx"^  4-  OAT»  -4^  ^^4-  dd;  6c  âiiîfî  dés  autres' : 

donc  en  fuppofànt  ^sia  A  a=:»rf,  <e  dernier  phnluit 
deviendra  x  '  -+-  $0»^}  4*  fa*x  -^^a^rrs  ^x^ a)  '^  » 
ce  qui  fait  voir  encore  que  les  expofans"3ê  x  vont 
en  ditpinuant  d'une  aitîité  dW  terme,  il'aucce:  donc 
filapuiflanceeft/Wytc'eft-i-dire,  fil^«(>Jt-f-t^*, 
hs  expofans .  de  x  feront  ifi. ,  m  —  i  ^îm^^^  >  &c. 
A  regard  des  coefficient,  ils  fecent  i.  {i^ut  le>pi:;e- 


ma 


jniôr  terttif  >  -r—  pour  le  .îetcond ,  -^-^-.7 — ^^   a^ 

pour  le  troiueixM^  5  — ^ ^— ^- *    a^  povu 

le  qdatriéipe  ^  ât  ainlî  He  fuite^  Cela  fuit  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  ;  puirque  pour  avoir  le  coeffi- 
cient du  troîfiéitie  terme  ^*  par  cxtmple^  il  faurprén» 
dre  lé  nombre  des  produits  réellement  dififerens 
d'un  ndMbte.  m  de  lettres  t^ifês  deux  à  deut  :  mai) 
en  fuppofant  chacune  d^s  lettrés  égale  â  a  ^  cbàcuit 
de  ces  produits  fera  «^  à^  \  d'un  autre  côté  le  nom-« 

m*  (a  — -  f\ 

bre  dé  ces  produits  eft  '•»  '  ^  \  Donc  le  toêfficient 
du  troifiénuQ  terme  ijsr?  '**■;    '       •  a*  j  ^elyidu^Uft> 

tricmeTerâ  r—*-^- — ■   ■  -j^^'-i Li  ^3  ,  pïuCjuè 

chaque  produit  dé  trois  lettres  eft  daiii$  ce  cas 
ftsi  iii  ^  &  ainfi  des  autres.  Donc  la  formulé  géiiê* 

^•(«—  l  rf* -4«  &c.  Lorfque  ;w:»i|  la  fuite 


finit  au  trbîfiéme  terme  y  parce  qvte  m^^ih^à 
doit  multif^fier  tdUs  les  fermes  fuivans  ^  en  un  mot 
la  faite  fiitit^  lorfque  Wjiomb^e  n^at^  ^  «ft 
joint  à  m  dft  devenu  ââ»  /t^,        ' 

P^cf  q4ie'  ;vr*  *  eft  ==»  — , a'^^^^ss  — ,  Af»-4 

^,(Sfcc.  On  peut  transformer  nôtre  ferfriulë  ôri  cette 


'jf* 


/ 
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&c«  )•  De-U  on  cire  la  règle  fuivante ,  pour 
avoir  ia  puidance  m  du  Binôme  x  -+%  ai  Ecrivez 
fur  une  première  ligne  les  quantités 

m  m—  I'.  m  —  %         ^""~J« 

m   a      m- {m — i)  i*    'in- {m — i)»(m— ^i)   tfJ 

£t  ayant  écrit  l'unité,  au-deflbus ,  &  â  une  place 
plus  avancée  vers  la  gauche ,  formez  la  fuite  infé- 
rieure par  cette  loi  ^  multipliez  cette  unité  par  le 

preinier  terme  de  la  fuite  fupérieure-  &  par  — 

pour  avoir  le  fécond  terme  de  la  fuite  inférieure  ; 
'    multipliez  ce  fécond  terme  par  le  fécond  de  la  fuite 

fupérieure  &  encore  par  -,  vous  aurez  le  troific- 

me  ternie  de  la  fuite  inférieure,  &:ainfî  de  fuite  ; 
multipliez  enfin  la  fui(;e  inférieure  pax  jc"* ,  &.vous 


aurez  la  puifïance  mde  x-^a  y  c'eft-à-dire  ,  que 

*.  Si  on  vouloir  avôit^(A:5-Hi*)*'^ 


vous  aurez  (jc-M)"', 

iC  JE* 

au  Ueii^  d^  multiplier  païr — on  multiplieroît  par  — , 

&  enfuite  par  x^"^^ . j^ppoibns  qu'on  demande  la 
troifiéme  puiflânce  de.i!V-+-tf ,  on  aura  3^^  |  & 

(^->-?)5=r^î(n.i^+}^H.^,)î  &  pour 

avoir  la  pui0ance  m  d'un  rrinome  c-+-^-hrf,on  fera 
c==  a:  5  &  A  -+-  rf=  a  j  fubftitûanc  dans  la  formulé  les 
valeurs  de  x^^x^y&cc.  de  a^a^ySçc.  on  auraUpuiflàhce 
chiércKée.  l^  formule. peut  s'appliquer  à  un  politio- 
mè-quekonque ,  en  iuppofant  le  premier  terme  du 
polii;i0me  :=  ,^  &  la  fomme  de  tous  les  autres^:??:  <z. 
~  i4sl^il  fuit  qiie ,  pouif  avoir  la  taciôe  »;»  de^la 
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•^ 


quantité  fl*+  md'^^b'\-^  '    ^~  '     àH'^'^h^  icc. 


Il  faut  d'abord  prendre  la  racine  m  du  premier  ter- 
me a^ ,  cette  racine  efta  ^  Payant  écrite  i  la  racine  ^ 


iT+mrf^'M-'"'^'"    '^tf»»~^3"^  &c. 


^4-* 


ma" 


j  eleve  a  à  la  puiilànce  m  y  pour  fouftraire  a~  de  la 
quantité  propofée  j  prenant  enfuite  pour  divifeur 
le  produit  de  lexpofant  m  de  la  racine ,  par  la  puif- 
fance  m  —  i  du  premier  terme  a  de  la  racine ,  je 
divife  le  terme  affeélé  de  ^i"*~*  par  md'^^ ,  le  quo- 
tient eft  +  ^  que  j'écris  à  la  racine  )  de  forte  que 
la  racine  cherchée  eft  a  -+-  i. 


Lorfque  la  quantité  propofée  peut  fe  réduire  à 
un  nombre  m+ 1  de  termes,  en  prenanr  pour  un 
feul  terme  tous  ceux  qui  contiennent  la  même  puif* 
fance  de  a  ,  &  qu'elle  n'en  a  qu'un  affedké  de  if\ 
tandis  qu'elle  en  a  plufieurs  affeâés  de  cT^^ ,  l'on 

I^eut  trouver  tous  1û6  termes  de  la  racine  qui  fuivent 
e  premier  ,  en  divifant  de  fmte  tous  les  termes  af* 
feàés  de  cT^^.  Mais  fi  l'on  ne  peut  pas  réduire  la 
quantité' propofée  (  que  jefuppofe  tsujours  conte*- 
nir  un  feul  terme  affeâ^  de  a"*  )  à  un  nombre  m 
+  j  de  termes  >  on  ordonnera  par  rapport  à  la  lettre 
Cy  &c  après  avoir  trouvé  le  premier  terme  a^  on  fouf* 
traira  çT  de  la  quantité  propofée,  &  divifant  le  terme 
fuivant  par  mcC'^^ ,  l'on  écrira  le  quotient  à  la  ra- 
cine. Elevant  les  deux  premiers  termes  de  cette 
racine  à  la  puiflance  m,  on  fouftraira  le  réfultat  de 
la  quantité  propofée  ^  on  continuera  d'opérer  en  di* 
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vifant  toujours  le  terme  fuivant  (  c*eft -à-dire  celui 
qui  contiendra  le  plus  haut  expofant  de  la  lettre  par 
rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  )  par  le  produit  de 
Texpofant  m  multiplié  par  la  puiflance  m  —  i  de 
toute  la  racine  trouvée,  jufqua  ce  qu'il  ne  refte 
rien.  S'il  y  avoit  un  refte  qu'on  ne  put  plus  divi- 
fer  ,  de  la  manière  que  nous  venons  de  le  dire ,  ce 
feroitune  marque  que  la  quantité  propofée  n'eftpas 
une  puiflànce  parfaite ,  dont  on  puifTe  extraire  la 
r^^cine  exaâe  demandée. 

Si  Ton  vouloir  avoir  la  racine  m  d'un  nombre , 
on  le  partageroit  en  tranches  d'un  nombre  m  de 
chiffres  chacune ,  excepté  la  première  tranche  de 
la  gauche ,  qui  fou  vent  en  contiendra  moins*.  Pre* 
nant  enfuite  la  racine  m  de  cette  première  tranche , 
on  l'écrira  à  la  racine  ;  on  élèvera  cette  racine  à  la 
puiffànce  m ,  pour  fouftraire  le  réfultat  de  la  pre- 
mière tranche.  Abaïlfant  enfuite  la  féconde  tran--< 
ehe  à  côté  du  refte ,  on  prendra  pour  divifeur  le 
produit  de  rexpofa,nt  m  par  la  puiftance  m  —  i  de 
ia  racine  trouvée  ,  on  divifera  par  cette  quantité  le 
premier  chiffre  de  la  tranche  abaiifée  joint  au 
refte  sll  y  en  a  t  on  écrira  le  quotient  à  la  racine  ; 
élevant  enfuite  à  la  puiflànce  m  toute  la  racine  trou*- 
vée  ,  on  verra  s*il  eft  poffible  de  retrancher  le  ré- 
fultat des  deux  premières  tranches  ;  dans  ce  cas  y.  le 
quotient  trouvé  eft  bon  ,  finon'  il  faut  le  diminuer 
jufqu'à  ce  que  la  fpuftraâion  foitpoftible.  On  con- 
tinuera de  même  en  prenant  pour  divifeur  le  pro- 
duit de  m  par  la  puifïance  m-^  i  de  toute  la  racine 
déjà  trojiivée  &  pour  dividende  le  premier  chiffre 
de  la  nouvelle  tranche  abaiflee  ,  joint  au  refte  s'il  y 

*  On  fappofe  (jue  le  nombre  ef{  s^z  grand  pour  permectrt 
ijc  parcage. 
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en  a.  Si,  après  avoir  opéré  fur  routes  les  tranches  , 
il  y  a  un  dernier  refte ,  on  pourra  continuer  Topé- 
ration  par  le  moyen  des  décimales  y  en  ajoutant  au-- 
tant  de  fois  un  nombre  ;»  de  o  ,  qu'on  veut  avoir 
de  décimales.  Ce  qiie  nous  venons  de  dire  n  a  au- 
cune difficulté ,  après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  fur 
les  racines  quarrees  &  cubiques  des  nombres. 

La  formule  du  binôme  fert  encore  iôrfque /n^ft  un 
nombre  fradionnaire/q/fri/ou  négatif  ^  ou  )bien  en- 
core un  nombre  entier  négatif.  Pour  le  prouver , 

mettons  d*abord  —  à  la  place  de  m  &  notre  formule 


—  •  (  —  •—  I  )  •  —  &c.  ].  Suppofons  que  la  fom- 


{x  -4-  a)  deviendra  (;c-+-tf);  =  xï  [i  H • H 


me  de  tous  les  termes  de  la  fcrie,  excepté  le  premier, 
loit  égale  a  p  pour  avoir  /^  =  —  •  -: — h X 


(  — '• I  )  —^  Sec.  Aiufi  Ton  aura  (^-+-^)  »  =  x^ 


2 
X  (  i-f-^  ).  Elevant  les  deux  quantités  à  la  puiflânce 
n  ce  qui  fe  fait  en  multipliant  leur  expofant  par 
n  (  3  ^  )  y  &.  faifant  attention  que  Texpofant  de 
I  •+•/'  eft  I  (car  i  -^p  =(i  --hp)^  )  ,onaura^ 

or(A:-+-tf)  =x  (i-|-;72--j^ i :. — ^  Sec.) 


X  I    •  X  X' 


Demcme;i:*'(x-Hy)"eft  =  x"'(  i-h/xp-h 

X/^*  -+-&C.); parce  que  les  pui(Iances  /z,  »— --  x,&:c. 
de  X  font  =s  I.  Si  dans  cette  dernière  quantité  on 


go     Cours  deM athbmatiques, 


fubftinie  les. valeurs  depScdep\  en  fe  bornant 
(  pour  amplifier  )  aux  termes  qui  ne  paflent  pas  le 
quarte ,  on  aura 


r=^-^'^-\'  Sec. 


donc  1+  /i;»  -h  ^L±L ll^i  ^  ^ 

deviendra i+«.?4-!Lfc!)  .  fl  .    &. 


«  z  n  X 

^  T"    — :; —  •  — r-  "+■  *^c* 

w ^« 


Or  le  multiplicateur  de  ~  fe  réduit  à  m  (  —^ 
continuant ,  on  trouveroit  que  le  multiplicateur  de 
.fuiteidonc  (i  ■+■/)•  eft=  i  -f-  m-l  +  ^Lfcl)  .  fl 


*•  IX  j:^ 


•+-  8cc.  donc  X*  (  I  -+-^  )•=:;»*•(  I 


m  '  (m  —  i)    a^ 

"+*       X  .  » 3^+&c.)eft=i=(x-Htf)-:donc, 


prenant  la  racine  «de  ces  deux  quantités  égales, 
on  aura  (*-+-«)?  =  xï  (  i  ^-  „  -1  _j-  &c.  )ï 

"^  "^  •  (  ^^ — ^  ^  '  *  I^  -H-^c.]  .Donc  la  formule  aura 


■^^^» 
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lieii,larfque  l'expofant  fera  un  nombre  fradionnaire 
poficif.  U  en  fera  de  même  fi  l'expofant  eft  un  nom- 
bre  fradiônnaw   négatif ——,  c'eft- à -dire, 

^^  ^        jm  .        m 

qu'on  aura  {x-+-a  )       m^^ss^x       ii(x—  —  X 
— -+-  &c.) ,  qiuntité  que  nous  fuppofons  ==5,  ce  qu^ 

donnera  S  = = 17     i  <*  *  — 

(x-H-a)  —  "îî^étant  multipliée  par  (jf-+-^)  »  doit  évi- 
demment donner  i  j  multiplions  donc  S ,  ou  fa  va- 

leur  fuppofée  ^       "^Lï ^    'TT*^ 


(_,+  1  )  •  •^—  &c.  ]  par  (  :r-htf)»,c'eft- 


•"^        tf        ,       Ht  /     ''* 


â-dire,  par *.[!+— -7  +  —-  (  — — ^) 


if 


-  -h  &c.  ]  î  &  nous  bornant,  pour  fîmplifier,  aux 
termes  qui  ne  paflent  pas  le  quarré ,  nous  aurons 

;,T-fr,-il  .l^-lZi  .  (  " -+-1  ) '4- «c^r 


% 


ma  m^    ^^ 

m    ,  m  A*- 


■OT^ 


■^  '  ■>" 


*  Voyez  la  note  du  N*'.  18. 
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Si  nous  confidérons  atcenciyement  ce  rcfuitat,  nous 

trouverons  que  le  multiplicateur  de  —  eft  ==  o  j 

il  en  eft  de  même  de  celui  de— j  &enpouflantpius 

loin  le  calcul,  on  verra  facilement  que  tous  les 

cjoefficiens  des  puiflànces  ultérieures  de  —   fe.  ré- 

duifentào  :  donc  le  produit  q^e  nous  venons  de 
trouver  ,  eft  =  at®  X  i  ==  i  :  donc  la  formule 
réufEt  encore  y  lorfque  Texpofant  eft  un  nombre 

fraâiionnaire  négatif .  Si  l*on  fuppofe  le  dé- 
nominateur n  ===  I ,  Texpofant  deviendra  ==  —  m 
c*eft-à-dire ,  que  la  formule  a  encore  lieu,  lorfque 
Texpofant  eft  un  npmhre  entier  négatif. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  fuît  que 
la  puiflànce  m  du  binôme  a-+- ieft  (^*H-i)"=r 
(  iz-h  *)*  =  rf*-h  moT-'i  -H-.&c.  ==  tf"  (  I  + 

m  *  —  «4-  &c.  )  ,  m  étant  un  nombre  quelconque 

pofitif  ou  négatif,  entier  ou  fraâionnaire. 
.  PaoBLEME.  Extraire  la  racine  cubique  du  nom-- 
hre  looi.  Je  partage  ce  nombre  en  deux  parties 
telles. j  que  la  première,  foit  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  looi  ,  c'eft  ici  lôoo,  cube  de  lo, 
lautre  partie  fera  =  i  j  faifant  enfuite  i ooo  =  x 

&tf=:i^m=±tj,  j'aurai  (x-Ha)^  3=:(iooo -t-i)» 

*=r(lOOo)''4-7(lOOo)"~"^~j  (iooop^-*-VrX 


•      1 


C   A    L   C   U   I»*  5») 

t 

(  lOOO  )     ' &C.      *•  =5  lO   [    I  +  f  ^(  O   •  OOI  ) 

—  &c.  ]  Maisq^uoique  ce  ne  foit  qu'en  ]prenant  une 
infinité  de  terrtxès' qu'on  peut  avoir  dans  cet  exemple 

Wz  racine  exàiîle  cherchée*;  cependant  il  eft  aifc  dfe 
voir  que  les  termes  de  la  férié  dccroîffent'fi  rapide- 
ment qu'on  peùi  fans  erreur  féhfible  fe  contenteî: 
des  quatre  premiers  ,  &  dans  les  cas  femblables 
l'approximation  fera- d'autant  plus  prompte  ,  que 
la  première  partie  du  nombre  ou  de  la,  quan- 
tité algébrique  ;  dpnt  on  vent  aVoirla  racine,  fefti 

plus  grande  par  rapport  à  l'autre^  Bn>tf«{^-+^)^'^ft 

—  aT(  j  ^l±_iil  -H&c:);  or  les  teP- 

mes  de  cette  fuite  diminuenc  d'autant  plus  rapide 

ment  que  a  eft  plus  grand  que  K  Lèisiuitesi^dQi^ 

\^^  termes  vont  en:  diminujuit ,  s  Appellent  ce^/jy^jç- 

,geru€s  :  celtes  aacotltraire,  dont  le^  termes  vont  en 

:^n:  augmentant,,  foftt  npniméesi^w;f^<isr^J, .  telle  i^r- 

roît  (enfuppofantd:  ^3)  la  fériei  -t^  '4-  4-  —  &fc. 

.iSi.'onyoulcdt'{rrendri5  la  racine  quafr^e  de  i  ^op 
:  tU'  câiercherôît  uHe  racine  apjirtothçfï ,  en  -fuppér 

fftttt ,  par  exciripli  y-^  cette  racine  b=  i  M-  7  =^-71:, 
.dent  le  quarré.^. eft. plus  pef iique il;  diurt'^*:Ç^w 

fousquoi  on j/ww  .a  ===  ^  l  v^j  f=?  rr  >.  >«.  =r=  5  >  ^ 
-lub/tituant  ces  valèirs  dans  (^H-i^)'*  b;??  «*  -H  maT^p 

m^im-i}  [^^x^.^  g^^^  p^^  auirôit'fecilement h 


X  •  & 


i. 


I 


çjbcine  cherchée  très  -  approchée  dç  »  a  .  ;  ;  o  i 
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i  .  DES  R4iS0NS  ET  PROPORTIONS. 

40.  Un  rapport ,  ou  une  raifort  y  eft  la  manière 
>l'être  d'une  grandeur  par  rapporta  une  autre  gran- 
deur de  même,  efpece  (  car  on  ne  peut  pas  compa- 
rer àts  quantités  hétérogènes ,   ou  d'efpece'diffi?- 
rente  >  comme . z  heures  &  j  toifès  ).  Si  Ion  cpin- 
jpàre  deux  grandeurs  6  Se  1  pour  en  connoftre'  îa' 
oifFérence,  la  raifon  eft  aupellée  raifort  arithmétique^ 
jcnais  fi  on  cherche  comoien  de  fois  la  première 
grandeur  6  contient  la  féconde  2  ,  le  rapport  eft 
^pelic  géométrique.  La  priemietede  deux  grandi 
deurs  que  Ton  comjiare,  s'appelle  V antécédent ,  & 
la  féconde  le  conféquent  de  la  raifon.  Il  eft  aifé  de 
^oir  que  la  vd^ûr  d&  la  rstifbn  géométriquefe  trcume 
%i^  divilam  l 'antécédent  par  le  conféquent;  puif- 
que  c'eftpar  1^  diyifion  que  Tortiïouve  combien  de 
-fois  uhe  grcuidèur  contient  Tautce.   On  pourront 
"I^Fcndre  pour  valeur  de  la  raifon  géométrique- le 
^{uotient  du^cojiféqupnt,  divifc  ,par  l'antécédent  : 
amfi  que  le  font  quelques  Géomètres:  niais  il  nous 
^pàrok  bien  ^}u§  comthode  de  prendre  pour  la  v^eur 
ite  cette  raiion,  le  quotient  de  Tanijécédènt  divift 
'par  le  çoiirféqsait.  La  valeur  de  la  ràifon  arithmé- 
tique doit  ie  t4:ouver  par  la  fptiâraâion ,  opérarién 
^r  laqueftte:Qîj  trouve  la  difFérekcede  deux  •oitati- 
'♦tîtés.  Quahd^eft  parle  d'une  raiibn  ,  fans  la  ilpéci- 
iier,  oxi ^nr^x^^^ioyxyovLis^^û^t -àe^  l^^ornéttïq^ue. 
De  ce  que  nous  venons  de  dire,  îî  îuic  que  la  rai- 
fonde  6  à  i-êft  '=£=ài.œ:  5,  c'eltià-diirè,  que  lequô- 
itient'"j7qii^on  âppeire'encoreî*i^^  là  raîfbn*, 

indiqué  la  mântêre'dont  Fantcc^ent  contient  le 
opnfeqttedt.  On  peut  donc  exprimemne  caîlon  géo- 
métrique par  u^ed&aftion ,  dont  I9  numérateur  foit 
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rantécédent,  &  le  dénominateur  le  confëquenc  :  àt 

forte  que  la  raifon  de  aib  s'exprime  ainfî  -7-  >  ott 

bien  encore  de  cette  manière  a  li;  mais  la  raiibn 
arithmétique  de  iz  à  ^  s'exprime  ainfi  a  •  i. 

On  appelle  proportion  1  égalité  de  1  raifons  ;  ki 
proportion  eft  géométrique  ,  fî  ces  raifons  font  géo- 
métriques :  elle  eft  arithmétique ,  fi  les  1  railonfs 
égales  font  arithmétiques.  Les  raifons  11  :  ^,  4  :  v^ 
étant  égales ,  formeront  uiie  proportion  géométri- 
que (  en  parlant  d'une  proportion- $  fans  fpéciGèr^ 
laquelle,  on  entend  toujours  parler  de  la  géométri- 
que) qu'on  exprime  ainfi  it  l  6  II  4:    1  >  OU 
bien  de  cette  autre  manière  ^  ==  f.  Les  deux  rai- 
fons arithmétiques  égales  7  •  2,  ^  *  i  donnent  une 
proportion  aritnmétique ,  qu'on  écrit  àiilfi  7*1^ 
6  »  î.  Pout  exprimer  dans  le  difcours  la  propoi^- 
tion  al  b  II  cl  d^  on  dit  à  eft  à  â>  comme  c  eft  d 
d  ;  mais ,  pour  exprimer  la  proportion  arithméti- 
que g  *  f  l  p  •  /«  ,  •  on  dit  ^  eft  à  /  arithmétiqua- 
ment ,  comme  /;  eft  à  m.  Le  premier  &  le  dernier 
terme  d'une  proportion  s'appellent  les  extrêmes  y  le 
fécond  8c  le  troifiéihe  s'appellent  les  moyens.  Si  Iei$ 
deux  moyens  font  les  mêmes ,  comme  dans  la  pro^ 
portion  ix  l  6  il  6  l  y  y  h.  proportion  eft  dite 
continue  ,  on  l'exprime  ainfi  -77  ^  ^  •  ^  *  3  •  Si  la 
proportion  continue  a  plus  de  trois  termes,  elle  prend 
le  nom  deprogréfftôn  :-telle  eft  la  fuite  -f^  i  ^  :  ^  :  4^ 
2 : 1 ,  qui  donne  une  progreflîon  géométrique  i  du 
bien  la  fuite -7-  ii- io-8»<J«4«i»o  ,  qui  formfe 
une  progreffion  arithmétique.  La  raifen  s'ap{>elte 
doui/e  y  lorfque  l'antécédent  contieïit  deux  rois  te 
conséquent  ;  triple ,  s'ille  contient  trois  fois  }  &c, 
fous^doMejfouS'-tripU  y  6cc.  Si  r&ntécédent  ne  cou- 
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tient  que  la  moitié  ,  ou  le  tiers,  &c.  du  conféquent; 

fefquialtcrc  ,  lorfque  rantéccdent  contient  une 
fois  ic  demi  le  conféquent  ,  telle  eft  la  raifon 

,^e  ^  :  4  )  raifon  6!égal'ué fî  lantécédent  eft  égal , 
raifon  Ôl  inégalité  fî  l'antécédent  n'eft  pas  égal  au 
conféquent.  On  dit  que  trois  nçmbrcs  6^4^  3  font 
en  proportion  harmonique  y  lorfque  le  premier  eft  au 
troifîéme  ,  comme  la  différence  du  premier  au  fe- 

^cond  à  la  différence  du  fécond  au  troifiéme^*  de  ma- 
nière que  louait  ^  :  3  :;   6- — 4:4 — •  3  ,  ou 

tf  ;  3  ::  1  :  X. 

Lemme.  Le  produit  du  conféquent  d'une  raifon 
par  Vexpofant  de  la  raifon  ,  efl  égal  à  V antécédent. 
-Car  l'antécédent  eft  le  dividende  j  le  conféquent  le 
rdivifeur  &  l'expofantle  ^«ori^/ir;  or  le  produit  du 
tlivifeur  par  le  quotient  eft  toujours  égal  au  divi- 
-dende  :  donc ,  &c. 

Corollaire.  Si  la  raifon  ---  eft = ^,  on  aura  a 

,    Q 

rsss  iq  ;  de  même  fî  -—  s=  j,  Von  aura  c^=s:dû. 

a  • 

'^  41,  Théorème  I.  Fondamental.  Dans  toute 
'^proportion  géométrique  a:b;:c:d,/^  produit  des 
jtxtrêmes  ejl  égal  au  produit  des  moyens.  Soit  la  rai- 

4bn,-7-  ==  — =^:  donc  par  le  corollaire  précédente 

===  hq  ^  8cc=siidq:  donc  en  mettant  dans  la  propor^ 
tiqil.  précédente  ^9  à  la  place  de  a  &cdq  ih  place 
/de  c  on  aura  là  proportion  bq  l  b  il  dq  l  d y  dans 
Jaquj^Ue  le  produit  des  extrêmes  bqdi=  bdq ,  pro- 
^duit  des  moyens  ;  de  même  dans  la  proportion  -6 
.; 3  i;.  8  :  4 oji a  (^  X  4=  3  x  8  =  24. 
/  4.2.  Théorème  IL  ^i  quatre  grandeurs  ap ,  a,  bp  ^ 
h  ,  font  telles^  que  le  produit  des  extrêmes  ap.  b  fou 
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égal  au  produit  des  deux  moyennes  ^ •h fj  ces,  qua- 
'(rc  grandeurs  feront  proportionnelles.  Car  fi  apxk 

rt  -  ap         Bp     ' 

eft  ==  a- X  ^P ,  on  aura  —  ==-r">  o\iap  la  :; 

bp  l  b  '^  puifqne  TexpoCifti:  de  la  première  raifon 
eft  =  ^  ,  aulli-bien  (ftie  celui  de  la  féconde. 

Corollaire.  Donc  »  lî  on  a  deux  produits 
égaux ,  tels  que  adb  =  abd ,  les  racines  de  l'un  des 
produits  (  on  entend  ici  j  par  racines ,  les  quantités 
de  la  multiplication  defquelles  réfulte  le  produit  ) 
feront  les  extrêmes  d'une  proportion  ,  dont  les  ra- 
cines .4M^'&utre  produit  feront  les  moyens,  ou  ce 
S  lui  revient  au  même,  les  racines  de  l'un  des  produits 
eront  réciproques  à  celle  de  l'autre  ,  c'eft-a-dire  , 
que  Ton  aura  ad  racine  dû  premier  produit,  eft  à  ^ 
racine  du  fécond ,  comme  bd ,  autre  racine  du  fé- 
cond ,  eft  à  ^ ,  féconde  racine  du  premier  produit. 

On  dit  que  deux  quantités  font  réciproquement 
comme  deux  autres  quantités  ,  ou  font  tn^  raifon 
inverfe  des  deux  autres ,  lorfque  ,  pour  trouver  la. 
proportion  ,  il  Faut  renverfer  l'ordre  des  deux  der- 
nières, ou  celui  des  deux  premières,  Ainfi  (J&  3  font 
en.  raifon  inverfe  de  i  &  1  :  car ,  pour  faire  la  pro- 
portion, en  laiflTant  les  premières  quantités  dans  l'état 
qu'elles  font ,  il  faut,  au  lieu-dt^  la  raifon  de  i  :  i  , 
prendre  celle  de  2  :  i  ,  en  difant  (î  :  j  ;:  z  :  i. 

Corollaire.  Il  fuit  du  premier  théorème  que, 
dans  une  proportion  ):ontinue -~-  a  l  b'i  c^  le  pro- 
duit dps  extrêmes  eft  égal  au  quatre  du  moyen  ter- 
me ,  c'eft-à-dire  ,  que  ac  ===  b^,  £n  effet  la  propor- 
tion précédente  eft  la  même  que  celle-ci  al  bilblCy 
or  (  4 1  )  <zi:  eft  =  W  ;  donc  &c.  De  îîjême  dans  la 
proportion  continue-^  i8:6;:2,onai8xi 
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Corollaire.  Si  l'on  a  la  proportions  lb\\c  l  d^ 
on  pourra  multiplier  oudivifer  par  une  même  quan- 
tité y  les  conféquens  ou  les  antecédens^ou  même  les 
2  termes  delapremiereou  de  la  féconde  raifon,  fans 
détruire  la  proportion,  je^eux.  dire j  fans  quonceflê 
d  avoir  une  proportion  ;  car  res  raifons  de  la  propor- 
tion qui  réiultera  de  ces  opérations ,  ne  feront  pas 
toujourségales  à  celle*de  la  première  proportion.  Si 
donc  on  a  la  proportion  a  l  b  i\  c  *  a  yOn  aura 


I.  am  l  b  V.  cm  i  d 

m                m 

:rf- 

IV 

IL  am  :bm  y.  c  :  d 

atbm::  c: 

dm  • 

V 

tIL  — :  —  llcld 

m        m. 

5 
^  •         •  •  ^  • 
«  • •  •  t  . 

m 

d 

m 

VI 

car  dans  toutes  ces  proportions  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  égal  au  produit  dés  moyens.  En  effet , 
pour  la  première  ,  féconde  &  cinquième  on  a  adm 

t=s  bcm .  &  pour  les  autres  —  =  —  ;  or  cela  eft 

évident,  car  y  puifque  alb  ::  c\d  y  on  ^  ad^=s1>c  : 

cd  ch 

donc  4^  X  m=^bc  X  m  y  &, 


Tfl  M 


Corollaire.  Donc  fi  Ton  a  la  proportion  a\  b 
%\  c  l  d  y  OTi  pourra  faire  les  changemens  fui  vans, 
fans  qu'il  ceffe  d'y  avoir  proportion  ;  c*eft-à-dire  ^ 
que  h  Ton  a  la  proportion  a\  b  \l  cl  d  yon  aura 

Alternandoj.  a  l  c  \\  b  l  d 

JnverundOé  b  l  a  il  d  l  c 

a-^hb  :  b  ::  c-t-<f  :  d 

a-ha  l  b  II  c^c  l  d 
a  :  a-k-b  ::  c  l  c-^d 
alb-^b  II  cl  d-^d 
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Dlvidendo , 

ou 

Sùbtrahcndo. 

En  effet  dans  des  proportions  le  produit  des  extrc-. 
mes  eft  égal  à  celui  des  moyens ,  ainfi  cjue  nous  le 
verrons  bientôt.  11  eft  bon  de  retenir  le  nom  de 
ces  changemens. 

Il  eft  facile  de  Voir  que  le  cbangefmenf  appelle 
àlttmtmdo  confifte  à  faire  changer  de  place  aux 
irioy^ns  ;  mais  dans  le  change  ttiîent  invert endo  ùa 
mec  les  antécédens  à  la  place  des  confcquens.  Dans 
le  changement  componendo  on  compare  la  fomme 
de  Pantccédent  &  du  cdnféquent  de  chaque  raifon  à 
fon  confëquent ,  ou  l'antécédent  à  cette  mcfne  fom^ 
me  ,  ou  bien  on  double  les  antécédens  ou  les  con- 
féquens.  J'appelle  dividendo  on  fuhtrakendo  le  ch^n-^ 
gement  dans  lequel  on  compare  la  diâfétencede  Fan- 
técédenf  &  du  confequcht  au  conféquertt ,  ou  bien 
dans  lequel  on  compare  1  antécédent  à  la  di^Tétenee' 
dcmc  on  vient  déparier. 

Ces  cbangeiiiens  ne  détruifent  pas  la  proportion, 
parce  que  le  produit  à^s  extraie  *refte  toujours 
égal  à  celui  des  moyens  :  en  effet  laproportîon  a  i 
b  \l  c  l  d  donne  dd  =s  Ac,  Se  lîAroportiort  du 
changement  àkefnando  àonn&ad^cb  ;  o?r  il  eft 
vifible  qpiie  b(^  ==r  c^^ais  la  proportion,  du  change- 
ment invertendo  donne  bc'=t  ad,  La  première  pro- 
portion du  change  rtiéîK  componendo  clotine  ad^bd 
2=  bc  -H  bd^  en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à 
eeltfi  de^  moyens^;  mai^  i</t£=2  bd&c  ad^^  bc  t  dbnc 
ces  deux  produits  (ont  auflî  égaux.  La  croifiéme  pro^ 
portion  dit  ntênïe  changement  doit  donner  ac-^ad 
jesaac-^  bCy^ys  cel^  eft  évident,  parce  que  adz=zbç4 


\ 
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La  féconde  &  la  quatrième; doivent  donner  lad 
ibcy  ce  qui  eft  encore  évident,  puifque  a^=s  bc, 
La  première  proportion  du  changenlent  dividendo 
doit  donner,  h  elle  eft  viraie,  ad  —  bdz=z  bc-^bd; 
.  Mais  puifque  ad  =  bc ,  ces  produits  font  évidem- 
ment égaux.  La  féconde  proportion  du  même 
changement  doit  donner  ac  —  àd  ==s  ac  —  ic  : 
or  ces  produits  font  égaux  ,  puifqu'on  ne  fait 
que  retrancher  deux  quantités  égales  ad  Se  bc  de 
la  mêniè  quantité  ac  :  donc  ces.  changemens  ne- 
détruifent  pas  la  proportion.  Cependant ,  lî  1  on  a  la 
proportion  24:  12::  ^13,  le  changement  al- 
temando  donnera  24  :  6  II  11  t.  j  qui  eft  dif- 
férente de  la  première  ,  puifque  la  raifon  de  24 
:  6  eft  =  4  ,  &  que  celle  de  24  :  1 2  eft  feule- 
ment =2.  Ainfi  les  changemens  dont  on  vient 
de  parler  peuvent  changer  une  proportion  en  une 
autre;  mais  il  reftera  toujours  une  proportion. 

__  a       2 

43.  Theorime  IlL  Si  deux  frayions  -7->  3-  ont 

b       d 

un  même  numérateur  &  differens  dénominateurs  ^ 
elles  feront  en  raifon  inverfe  de  leurs  dénominateuts  ^ 
c*eft-à-dire  ^  qtte  la  yremierefera  à  la  féconde  j  com^ 
me  le  dénominateur  de  la  féconde  à  celui  de  làpremiere^ 

de  forte  queVomtcura—  \  --:  \\  d\b^  Cette  propor- 
tion eft  vraie  ;  car  le  produit  des  extrêmes  —  =:^, 

eft  égal  à  celui  des  moyens  —  =  ^i. 

Siles  dénominateurs  étoient  les  nxêmes  &  les  nu- 
mérateurs differens,  les  fradions  feroient  entre 

elles  comme  leurs  numérateurs j  cm  ^  \  ^  \\à\c\ 

d       d     - 


»  * 
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puifque  le  produit  des  extrêmes  —  eft  =iï  —, 

produit  des  moyéhs. 

'  Corollaire.  Donc  tes  fiaftions  font  en  raifon 
inverfe  des  dénominateurs  de  en  raifon  direde  des 
numérateurs. 

Corollaire.  Donc  deux  grandeurs  tn  raifon 
réciproque  Tune  de  l'autre ,  c'eft-à-dire ,  dont  l'une 
croît  dans  le  -même  rapport  que  l'autre  décroît , 
peuvent  fe  mettre  en  raiion  directe ,  en  les  mettant 

au  dénomina|pu:  d'une  fraâ:ion  ,   dont  l'unité  fe- 

•        If* 
loit  le  numérateur  :  ainfi.  —  l-r  II  b  X  et. 

a  ■    b 

Avant  de  pafler  plus  loin ,  nous  allons  expliquer 
ce  qu'on  entend  par  une  raifon  compofée.  Une  rai- 
fon compofée  eft  celle  qui  réfulte  de  la  multiplica- 
tion de  plufîeurs  raifons,  antécédent  par  ântécé- 

^QYit  Se  conféquent  par  conféquent  :  ainfi  —  eft 

une  raifon  compo/2edesdeuxraiibns--  ,  -j.  En  effet 

foit  -~  =  ^  ,  —  =/?  ;  donc  (40)  a  =  bq  >  c==dp  : 
ainfi  eh  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place  de  ^  &  de 

ac  Bdpf  r   '     t        y- 

C ,  on  aura  tt  =  "77~  ^=^P^y  produit  des  deux  rai- 

bd  Da  ^ 

ç^.  Lorfqu'il  y  a  detuc  raifons  compofantes  égales  , 
la  raifon  compofée  eft  dite  doublée  ;  triplée  s'il  y  a- 
trbis  raifons  compofantes  égales  ;  quadruplée  j  quin- 
tuplée^  fextupléc^'Scc.  s'il  y  a  quatre,  cinq,  fix, 
&c.  raifons  compofantes  égales.. 

CojKOLLAiRE.  Donc  tes  quarrés  font:  en  raifon 

G.3 


fons  j  de  forte  que  fi  --  =^=i=r^ ,  Ton  aura 
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-        ./•       <ï*     n         <*         à     »3  a       a        a 

Ç2iT  la  railon -rr ^ft  ==  T  X  T>T;;=7"XTX*r* 

D^  PU      .pi  0  Ù  if 

44.  Théorème.  IV.  Si  Von  multiplie^oufi  l  on  divi" 
fi  les  termes  d'une  'proportion par  Us  termes  correpponr- 
dans  d'une  autre  proportion  ^  c'efi-à-dire ,  le  premier 
de  tune  par  le  premier  de  l* autre  j  le  fécond  par  le 
fécond  &  ainfi  de  fuite  j  les  produits  &  lesquotiens 
feront  en  proportion.  Soient  les  proportions  qu'oo 
voit  ici.  Je  dis  que  Ton  a  l  b  **  c  V  d 
aura  les  deux  autres  /  *  *'  jm 
proportions  qu*on  voit    S  *  ^  **  '^  ^ 


h 


au-deflbus  des  premiè- 
res ;  en  effet  le  produit  ^$  '  **  >î  .^^  '  ^^ 
des  extrêmes  dans  ces 
deux  dernières  propor-  . — 
tionseft  égal  au  produit  ,^  ^  m  n 
à&^  moyens.  Pour  le  faire  voir  ,  je  dis  d'abord  que 
adgn  =  hchm ,  ce  qui  eft  évident  ;  car  la  première 
proportion  donne  izrf  =si  bc^  &  la  féconde  donne 
jr/2  =  A/zi  :  donc  en  multipliant  les  quantités  égales 
ad  y  bc  Tune  p3,r  gn ,  l'autre  par  A/??,  on  aura  adgn 

==  bckm.  En  fécond  lieu,  fe  dis  que  v-r  =  -— ,  ce 

3ui  faute  aux  yeux ,  puifqu'on  ne  fait  que  divifer 
es  quantités  égales  par  des  quantités  égales. 
Si  on  avoit  plus  de  deux  proportions '&  qu'on  les 
multipliât  terme  à  terme  ,  les  produits  feroient  en- 
core en  proportion  ;  car  on  trouveroit  toujours  que 
le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à  celui  des  moyens* 
4j.  Théorème  V.  Dans  une  fuite  de  raifons 
égales  j  la  fomme  des  antécedens  efi  à  celle  des  con- 
féquens  y  comme  un  feul  antécédent  eft  à  fon  confé- 
^uent.  Soir  la  fuite  à^s  râifonî  égales  a  l  b  y.  s  \ 


mfimm 
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d  II  g  l  fy  on  aura  la  fomme  des  ancécédens  a 
C'+'g  à  celle  des  conféqtiens  *-h^-+-/comme  a  i  è^ 
c eft-i- Jire  a^c+^g  l  b-hd^f  :i  a  l  *j 
car  le  produit  des  extrêmes  ^ i  -+-  Ac  -f-  bg  eft  q=  ab 
-4-  a<f  -+-  û/,  produit  des  moyens  ;  ce  qu'on  verrîf 
aifément,  en  faifant attention,  que  la  proportion  al 
b  II  ç  l  d  donne  ad^s=^  bc  ^  Se  que  la  proportion 
al  b  II  g  l  f  donne  af:=ibg'y  de  forte  que  les 
deux  produits  font  compofé^  de  quantités  égales. 

4^.  Théorème  VL  Si  trois  quantités  a ,  b , 
Cy^/bnt  tellement  proportionnelles  à  autant  d^ autres 
d,  f ,  g,  quon  tfir  a  :  b  i:  d  :  f ,  <&  b  :  c  ::  f  :  g, 
je  dis  que  Von  aura  a  :  c  :  :  d  :  g.  Car  la  première 
proportion  donne  û/=  bd  &  la  féconde  donne  bg 
=  cf  :  donc  af  l  bd  il  cfl  bg  \  ainfî,  en  divifant 
les  antécédèns  par  /,  &  tes  conféquens  par  ^ ,  on 
aura  al  d  il  c  \  g  ^  ic  altetnando  a\  c  il  d\  g\ 
c'eft  ce  qu'on  ^appelle  conclure  par  proportion  or- 
donnée. Si  a  l  b  II  f  :  g  Se  b  l  c  II  d  :  f  y  on  aura/ 
ag  =  bfSc  bf:s=:cdy  Se  par  çonféquent  ag=^€d; 
donc  al  c  II  d  l  g  (431),  c*e/i  ce  quon  appelle  con^ 
dure  par  proportion  troublée. 

47.  Théorème  VU.  Les  puijfanc^  quelconques 
ies  grandeurs  proportionnelles  Jont  elles-mêmes  pro^ 
pcrtionntlles. 

Suppofons  qu'on  ait  ^a  l  b 
on  aura  les  proportions 
qu'on  voit  ici ,  en  f up- 
pofant  même  que  m  eft 
une  frâétion  ;  car  puif- 
que^ 


ûM 


E»: 
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3  ::  c  :  a,  oti  doit  Ikovi  ad 
b   (*jdonc,&c. 


d" 

:  bc  :  doQC 


48.  Problème.  Trouver  tàie  moyenne proipontop-'\ 
nelU  X  «nfr«  <fe«*  grandeurs  a  6"  b ,  de  forte  que  tort 
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ait  ^:x  ::  x:b.  Onauradonc^z*  =  À:Ars?=:A5*,&*en 
prenant  la  racine  quarrée,  \^  ab=^x  ^  c'eft-à  dire, 
que  la  racine  quarrée  .du  produit  de  deux  gran-- 
deurs  eft  moyenne  proportionnelle  entre  ces  gran- 
deurs.  Si^=i&  ^=8,  on  aura  a:  ===\/  2  x  S* 

49.  Problème.  Trouver  un  terme  d^une  propor^ 
tion  y  dont  on  connoit  les  trois  autres.  Soit  la  pro- 

f)ortion  a  \  b  \\  c  \  x^  dans  laquelle  on  connoît 
es  tcois  premiers  termes.  Pour  avoir  la  valeur  du 
quatrième  x ,  je  remarque  que  le  produit  des  extie- 
mes  ax  eft  =  bc  ,  produit  des  moyens  :  donc  en  di- 
vifant  ces  deux  produits  égaux  par  la  même  quan- 

titc  ^  5  j  aurai  —  ==  — ,  ça  x  =  — ,  c  eft-a^dire, 

que  le  quatrième  terme  d'une  proportion  eft  égal 
au  produit  des  moyens  divifc  par  le  premier  extrê- 
me. Si  ^  =2=  c,  c'eft-à-dire ,  fi  la  proportion  eft  con- 

tinue ,  on  aura  a:  =  — -  ;  donc  poux  avoir  le  troifie- 

me  terme  d'une  proportion  continue  ,  on  diviféra 
le  quarré  du  moyen  terme  par  le  premier  extrême. 
Si  le  term%  x  cherché  étoit  un  des  moyens  , 
fi  l'on  avoit ,  par  exemple  ^a  \  h  M  x  \  d^on  au- 
roit  ad  =  bx;  ôc  en  divifant  de  part  &  d'autre  par 

b  Von  trouvetoit  Jtr  =  —  ,  c'eft-à- dire  ,  que  le 

moyen  cherché  feroit  égal  au  produit  des  extrêmes  ^ 
divifé  par  le  moyen  connu,. 

Remarque.  Lo^f^Vn  a  utie  fradion  -7-  ,  on. 

peut  toujoiyrs  faire  une  proportion  ,  en  prenant 
pour  pre'miec  extrême  le  dénominateur  de  la  frac-t 
tion  ,  Se  pôiir>  moyens  les  fàib^urs  du   numéra^ 


► 
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teur  :  çznb  \  a  \l  d  f— -  =  x.  De  même  de  la 

b 

fraâ:ion  i  =^  Ton  tire  2  :  3  :;  z  :  r=  3.  La 
fradion  ^  =  i^  donne  1  :  i  t:  i  :  7. 

]^«  problème  qu'on  vient  de  réfoudre ,  renferme 
la  règle  de  trois  ^  quori  appelle  auflî  règle  d'or  ^  à 
caufe  de  ia  grande  utilité  :  c'eft  la  méthode  de  trou- 
ver un  terme  d'une  proportion  dont  on  cennôît  les 
trois  autres. 

Exemple.  Trente  Grenadiers  ont  feit  14  toifes 
de  tranchée , combien  enferont  5 o  Grenadiers  dans 
un  tems  égal.  11  eft  évident  que  >  plus  il  y  a  d*hom- 
mes,  plus  ils  doivent  faire  d'ouvrage  dans  le  même 
tems.  :  ainfi  Ton  doit  dire  30  Grenadiers  font  à  50 
Gren'adiers,  comme  les  14  toifes  faites  par  les  pre- 
miers ,  au  nombre  de  toifes  que  feront  les  derniers 
dans  le  même  tems;  ou  30^  !  50^  îî*24*  :  x^  : 
donc  il  faut,  pour  avoir  la  valeur  de  x ,  multiplier 
50 par  24,  &  divifer  1%  produit  1 200  par  30 ,  pour 
avoir  x  =  ^^  =  40  ;  c'eft-à-dire  y  que  dans  le 
le  même  tems,  ou  dans  un  tems  égal,  50  Grena- 
diers feront  40  toifes  de  tranchée ,  en  fuppofant 
que  30  en  ont  fait  24. 

Lorfque  les  termes  homogènes  ,  c*eft-à-dire ,  de 
même  efpecexlans  la  première  raifon,  font entr 'eux 
comme  ceux  de  la  féconde  &  qu'il  n'y  a  que  trois 
termes  de  connus  ,  la  règle  de  trois  s'appelle  directe 
Jimple  ;  s'il  y  a  plus  de  trois  termes  connus  ,  c'eft 
alors  la  règle  de  trois  compàfée.  Il  faut  dans  ce 
cas  la  réduire  à  trois  termes  connus  &  un  inconnu. 

Exemple.  Trois  hommes  en  travaillant  fept  heu- 
res par  jour ,  ont  fait  en  deux  jours  84  toifes  d'un 
ouvrage ,  combien  en  feront  5  hommes  en  trois 
jours,  en  travaillant  quatre  heures  par  jour,  Arran« 


I  
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gez  les  termes  comme  vous  ^  le  voyez  j  mulcipliez  j 

«.heures.    •    .  heiices. 
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42    :   60    ::    84  :  a:  =  ^^  =  no 

par  1  &  par  7 ,  pour  avoir  41  ;  multipliez  5  par  ^ 
&  par  4,  pour  avoir  60  :  faites  enfuite  la  proportion 
41  :  (>o  :;  84  :  jkT  ==  120  :  donc  le  nombre  cher- 
ché eft  1 20.  La  raifon  de  ce  procédé  eft  fort  iimplé, 
c'eft  que  trois  hommes,  qui  travaillent  pendanc 
deux  jours  &  fept  heures  par  |our ,  font  le  mcme 
ouvrage  qu'un  feul  homme  qui  travailleront  pen- 
dant 42  heures  ;  de  même  cinq  hommes  qui  tra- 
vaillent pendant  5  jours  &  4  heures  par  jour  font 
le  même  travail  qu'un  feul  homme  qui  travailleroit 
pendant  60  heures.;  de  forte  que  le  travail  de 
ces  hommes  eft  en  raifon  êompofée  du  nombre 
à^s  hommes ,  du  nombre  des  jours  ^  des  heu* 
'  res  que  ces  hommes  travaillent. 

Lorfque  les  deux  derniers  termes  ne  font  pas  en*' 
tr'eux  comme  les  deux  premiers ,  c'eft  alors  la  rcgle 
de  trois  inverfe. 

Exemple.  Quatre  hommes  ont  fait  un  ouvrage 
en  trois  jours  ;  en  combien  de  jours  cinq  hommes 
feront-ils  le  même  ouvrage  ?  Il  eft  évident  qu'on  ne 
peut  pas  dire  ^  l  $^  W  i^  *  x  y  autrement  le  terme 
cherché  x  feroit  plus  grand  que  5  ,  comme  5 
eft«plus  grand  que  4  ;  or  cela  ne  peut  être  >  parce 
que  cinq  hommes  emploieront  moins  de  tems  au 
même  ouvrage  que  quatre  hommes.  Et  parce  que 
le  tems  employé  par  4  hommes ,  eft  au  tems  em- 
ployé par  5  hommes ,  comme  ;^?  eft  à  3  ^à  caufe  que 
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plus  il  y  a  d'hommes^  moins  il  faudra  de  tems  ^  on 
doit  faire  jf  Z  5*'::;^:  j  ;  doncl on  aura  5X  =  i  z  , 
fie X  =  -7^=  1  jours  H-^de  jour  =;=  2  jours 5^ heu- 
res ^6  minutes. 

Queftion  qui  renferme  ce  qu'on  appelle  la  règle 
de  ^mpagnie.  Trois  marchands  ont  fait  un  fond  de 
J200  Ilv%  fur  lequel  ils  ont  gagné  2jfO  liv.  com* 
bien  revient^il  au  premier  j  dont  la  mife  efl  de  zoo 
liv*  au  fécond  j  dont  la  mife  efl  de  4.00  Uv.  &  au 
trofiéme  j  dont  la  mife  efl  de  éoo  livres  ?  Ce  pro- 
hlème  ie  réfout  par  autant  de  règles  de  trois , quil 
y  a  de  mifes ,  en  difant  le  fond  total  eft  au  gain  xo* 
rai ,  comme  la  mife  d'un  chacun  eft  au  gain  qui  lui 
revient  :  de  forte  que  l'on  aura  ces  trois  proportions 

Gain 
îioo  :  X4fi  ;;  200  :  Ar=    40  du  premier. 

ifoo  :  240  \X  400  :  a:=    80  du  fécond* 

1200  :  240  ;:  600  :  x'=^  i2odutroi/îéme. 
'  Autre  Exemple.  Trois  marchands  ^  Pierre  > 
Jacques  &  Paul  j  ont  mis  en  commerce  j  le  premier 
3S7  fi'V*  pour  quin:[e  mois  i  le  fécond  10 jî  liv, 
pour  trois  mois  i  le  troifîéme  lyj  liv.  pour  neuf 
mois  :  le  gain  total  efl  de  pâji  liv.  Quel  efl  le  gain 
d'un  chacun  ?  Multipliez  la  mife  d'un  chacun  par 
le  cems  que  cette  mife  a  refté  dans  le  commerce  , 
parce  que  plus  la  mife  eft  grande  ic  plus  le  tems 
qu'elle  refte  dans  le  commerce  eft  confidérable  j 
plus  le  gain  à  proportion  doit  être  grand  :  prenez  la 
fomme  des  produits ,  que  vous  confidérerez  comme 
la  mife  totale ,  faites  enfuite  comme  cette  fomme 
eft  au  gain  total  :  ainfi  le  produit  de  chaque  mife  y 
par  le  tems  qu'elle  à  reftédans  le  commepe»  eftau 
gain  cpççefpoi^dant. 


io8  Cours  de  Mathématiques, 

'  _♦ 

•  Problème  qui  renferme  la  règle  d^tfcomptc^ 
Pierre  acheté  à  Jacques  ^  à  un  an  de  terme  ^  pour 
1000  liv^  de  marchandifes  j  Jacques  offre  à  Pierre 
de  lui  remettre  lo  pour  zoo  j  s* il  veut  le  payer 
comptant  :  on  demande  le  gain  de  Pierre  ?  Il  paroîc 
d'abord  que  le  marchand  ne  doi^  recevoir  coinp- 
tant  que  900  livres  j  mais  il  faut  remarquer  que 
la  fomme  que  recevra aduellement  le  marchand, 
doit  à  10  pour  190  rendre  looo  liv.  au  bout  de 
Tannée  (  en  coniprenant  enfemble  le  capital  &  fes 
intérêts)  :  ainfi  il  faut  dire  ioo-Hio:ioo:îi  000  K 
:  ,.x  ==  909  1. 1  f.  9  d.  7j***  ;  de  fortfe  que  le  profit 
de  Pierre  fera  feulement  de  90  liv.  18  f.  2  d.  7^^'. 
Si  Jacques  ne  recevoir  comptant  que  900  liv.  cet  ar- 
gent à  I  o  pour  1 00  ne  lui  donneroit  au  bout  de  Tan 
que  990  liv:  ainfi  fon  fort  feroit  plus -heureux  d'at- 
tendre les  1 000  liv.  au  bout  de  Tanitée.  Cette^ra- 
tiqué  eft  celle  de  le  Gendre  &  de  Savari.  Dilbns 
quelque  chofe  de  la  règle  de  fauffe  pojition. 

La  règle  de  faujfe  pqfitiàn  confifte  à  mettre  à 
la  place  dos  termes  inconnus  d'autres  termes  à  vo- 
lonté ,  mais  cependant  proportionnels  à  ces  ter- 
mes inconnus  ,  afin  de  trouver  ces  termes  par  des^ 
règles  de  trois. 

.  Exemple  I.  On  propofe  de  partager  ij 00  liv^ 
entre  Pierre  ,  Jean  &  Jac-ques  ,  enforte  que  Pierre 
ait  cinq  fois  plus  que  Jean  &  Jean  deux  fois  plus 
que  Jacques.  Soit  fuppofé  i  la  part  de  Jacques  ,. 
celle  de  Jean  fera  i  &ç  celle  de  Pierre  1  o ,  la 
fomme  fei:oit  13  :  ainfi  on  dira  fi  13  donnent  10. 
pour  Pierre  y  combien  donneront  1 3  00  pour  le 
même  PWre,&  ainfi  dés  autres»  Ou,  aura  donc  ce& 
trois  règles  de  trois. 
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Parc  de 

15    :  ijoô  :î  10  :  *  =5  1000     Pierre 
ij    :  X300  ;:     z   i  X  :=     200     Jean 
13    :    ijoo  V.     1    :  ji-  =s     100     Jacques. 

Exemple  IL  Soit  propofé  de  partager  173  Hv. 
à  trois  peribnnes  ,  de  manière  que  la  féconde  ait 
le  double  'de  la  première  6c  i  o  1.  de  plus  ,  ôc  que 
la  croifiéme  ait  autant  que  les  deux  autres  &  3 
liv.  .de  plus.  Supposons  que  la  part  de  la  première 
foit  I  liv.  celle  de  la  féconde ,  dans  cette  hypo- 
thcfe,  feroit  1 1.  •+•  i  o  1.  =  1 1 1.  5ç  celle  de  la  troi- 
lîéme feroit  1 3  liv.  -+-  3  liv.  =  i(>  liv.  La  fomme 
de  CCS  parties  feroit  =  29  liv.  S'il  n'eût  été  quef- 
tion  que  de  partager  en  parties  proportionnelles  à 
I  liv. ,  2  liv. ,  3  liv.  La  première  part  feroit  i  1.  la 
féconde  2  liv.  la  troifiéme  3  liv.  la  totalité  feroit 
6  liv.  dont  la  difFcrehce  avec  29  liv.  eft  23  liv. 
qu'il  faut  prélever  fur  la  fomme  propofée  173  liv^ 
&  partager  le  refte  150  liv.  en  parties  pjroportionr 
nelles  à  i  liv.  2  liv.  3  liv.  On  aura  donc  cette  règle 
de  trois  6  :  i:;i5o  !  x^=  i<  liv.  première 
partie  ;  doublant  cette  partie  ,  &  ajoutant  1  o  liv. 
on  aura  '60  liv.  pour  la  féconde  partie  ;  ajoutant 
ces  deux  parties  avec  3  liv.  on  aura  88  liv.  pour  la 
troifiéme  partie  :  en  effet  ces  trois  parties  font  173 
liv.  Ce  fécond  exemple  renferme  la  règles  de  deux 
faujjfes  pqfidons.  # 

DES  PROGRESSIONS  GEOMETRIQUES. 

IIP  5  o.  Nous  fuppoferons  pour  plus  de  facilité ,  pre- 
mièrement que  les  proerefîîons  font  croiffantes;  fe- 
condement  que  le  quotient  du  premier  terme  divifé 
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par  le  fécond  eft  =  — ,  ce  qui,  en  fuppofant  que 

a  eft  le  premier  terme ,  donnera  ap  pour  le  fécond 
terme  :  en  effet  le  fécond-  terme  peut  être  regardé 
comme  le  divi/eur:  &  le  premier  comme  le  divi- 
dende ;  or  le  divifeur  eft  égal  au  dividende  divilé 

par  le  quotient  j  mais  a  =  —  étant  divifé  par  — ; 

donne  félon  la  règle  de  la  divifion  des  fraâions  ^ 
ap  pour  q^iotient  ;  donc  ap  eft  le  fécond  terme, 
rour  avoir  le  troifiéme',  il  faudra  de  même  divifer 

1&  fécond  par  le  quotient ,  ce  qui  donnera  ap^ 

pour  le  troifiéme  ,  &  ainfi  des  autres, 

5 1 .  Théorème  VIIL  Toute  progrejffion  géomé- 
trique peut  être  repréf entée  par  la  progrejfion  -^  a  ! 
ap  !  ap*  :  ap'  :  ap^  :  ap^  &c.  En  effet  une  pro-  . 
greflîon  n'eit  autre  chofe  qu'ime  proportion  conti- 
nue ,  qui  a  plus  de  trois  termes ,  ainn  que  nous  la^ 
Vons  ait  ci-defliis ,  c*eft-à-dire ,  qu'une  progreffion 
in'eft  autre  chofe  qu'une  fuite  des  raifons  égales , 
dans  laquelle  chaque  terme ,  excepté  le  premier  ôt 
le  dernier,  eft  antécédent  d'une  ràifen  8c  confé- 
quent  de  l'autre  ;  donc  le  quotient  de  deux  termes 
quelconques. ,  immédiatement  confécutifs  ,  doit 
toujours  être  le  nicme  :  donc ,  &c. 

J'ai  dit ,  excepté  le  .premier  &  le  dernier  /  car  il 
eft  vifible  q^  le  premier  terme  ^  eft  feulement  an- 
técédent de  la  première,  raifon,  &  que  le  dernier 
terme  ap^  eft  feulenïenc  conféqapnt  de  la  dernière 
raifon*  jÊk 

Corollaire.  Un  terme  quelconque  ^parexemff 
pie  j  le  cinquième  fe  trouvera  facilement  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  a  par  la  quantité/  (  que 


J 
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nous  appellerons  Ycxpofant  de  lâ  progreffion  )  éle- 
vée à  un  expofant  ég^l  au  nombre  des  termes  prér 
cédens, 

GoROLLAiRE,  Donc ,  pour  ttrouver  un  terme 
<|uelconque  x  du  rang  /i^il  faudra  multiplier  le  pre- 
mier terme  a  pzrp**     '  pour  avoir  x  =  ap*'     '. 

52.THÉRÉME  IX.  Dans  une  progreffion  ^eome- 
irique  le  produit  de  deux  termes  également,  éloignés 
des  extrêmes  y  ejl  égal  au  produit  des  extrêmes.  Cai 
ileft  vifiblej/î^r  exemple  j  que  ap  x  a/>^eft=a.X  ap^. 

Corollaire*  Si  le  nombre  des  termes  de  la 
progreffion  eft  impair,  l'on  aura  le quarré> du. ter- 
me moyen ,  égal  au  produit  des  extrêmes  :  ce  qui 
eil  évident  dans  la  progreffion  précédente  y  car  en 
fe  bornant  à  cinq  termes ,  Ton  aura  le  produit  des 
extrêmes  a  X  ap^  =  a*^^,quarré  du  terme  moyen. 

534  THEOREME' X.  Dans  une progrejjion  géomé- 
txique  ^  la  fomme  des  antécédens  efi  à  celle  des  coj^ 
/equens  j  comme. un  antécédent  eft  à  fon  cùnféquent. 
Tous  les  termes  ,  excepté  le  dernier ,  font  antécé» 
dens ,  ainfi  que  nous  1  avons  déjà  dit  ci-deffus ,  ic 
tous  les  termes ,  excepté  le  premier ,  font  confé-» 
quens ,  par  la  nature  de  la  prpgrffion  -^  a  l  ap  l 
ap"-  :  op'  &c.  Gela  ppfé,  je  dis  que  a  -H  fl/-h 
ap^  :  dp  -+-  ap^  +  ap^  \\  a\  ap  ;  car  le  produit 
des  extrêmes  a^p-^  cC'p'^  -H  cc^p^  eft=5=^*;pH-  a^p^ 
^a^p^  y  produit  des  moyens. 

Corollaire.'  Nommant  le  dernier  terme  x ,  la 
fomme  de  tous  les  termes  de  la  progreffion  S  ,  on 
aura  S  —  xl  S*— *  allai  ap*  Donc  le  produit  des  ex- 
trêmes Sap — apx  =S^  —  a^y  produit  des  moyens. 
En  ajoutant  à  ces  x  quantités  égales -J-  û/7x&  retcan-. 
chant  de  ces  deux  quantités  y  la  quantité  Sa  (  ce 
qui  laifle  toujours  Tcgalité  entre  ces  deux  gràn- 
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deurs)  >  on  aura  Sap  —  apx  -H-  ap:>i  —  S^  ==  Sa 
apx  -^—  !S a  — *  a^  ,  ou  ( en  rédaifant)  Sap  —  Sa  = 
éipx  —  a^  y  divifant  ces  deux  dernières  quantités 
par  a  y  l'on  aura  les  quotiens  égaux  Sp  —  S  =^px: 
•'^  a  y   &  divifant  encore  par  /?  — ^  i ,  on  a  S  == 

,  c*eft-à-dire  ,  que  la  (bmme  de  tous  les  ter- 


P^ 


mes  d'une  progreflîon  croifTante  ,  eft  égale  au  pro- 
duit du  plus  grand:terme  par  rexpofânt  de  la  pro- 
greflîon a  moins  le  plus  petit  terme  ,  le  tout  divifé 
par  l'expofant ,  diminué  d'une  unité. 
Corollaire.  Donc  la  fomme  * 

fera 


*      1       1 


I  _x_  j_  ^ I 


•  »    •    •    • 


10   5     100   9     looo  .5* 


Des   moitiés  .**.*.»< 

Celle  des  tiers*  •  •  •  •  • 

Celle  des  quarts 

Celle  des  dixièmes  •  •  • 

Car ,  en  regardant  le  premier  terme  comme  le 
dernier ,  o  fera  le  premier  terme  ,  p  fera  1  dans  la 
première  progreffion  j  dans  la  féconde,  4  dans  la 
troifîéme ,  i  o  dans  la  quatrième  :  donc  pour  la  pre- 

miere r-  = .  =  -  =  i  •  pour  la  féconde 

p — I  2 — I  '  * 

px  —  a  j    X    f  —  o 

= ' =  \  ;  pour   la   troifiéme 

'  _     ==  7  ;  &  pour  la  quatrième  ^ =:  i  & 

ainfî  de  fuite.  On  trouvera  donc  lafcypime  de  toutes 
partiel  quelconques  de  l'unité ,  dont  la  fuite  fera 
ône  progreffion  géométrique,  en  retranchant  l'u- 
nité du  dénominateur  du  premier  termede  la  fuite. 
54»  Théorème  XI.  Dans  une  progreffion  géomé-- 

trique 
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trique  tt  ^  •  ^P  •  ^P*  •  ^P^  ^^«  Premièrement  les 
Jommes  ;  fecondement  lés  différences  ;  tr^fiémement 
les' prbduits  des  termes  immédiatement  confécutifs 
font  tn  pfogrejjîon  géométrique.  Car  on  a 
'  ~      ^a-^àp  l  ap^ap^  i  ap^  *+-  ap^  &c 
-^a  —  api  ap  —  ap"-  :  ap"-  —  ap^  &€• 

^  ay-  î  ay  :  ay  &rc. 

Ce  qui  eft  évident  'y  car  chacun  des  rermes  de 
ces  fuites,  eft  égal  à  celui  qui  le  précède  immédia- 

tement,  diviférpar  —  • 

5  5.  Théorème  XII.  Dans  une ptogfejjiofigéoftié* 
trique  les  puijfances  de  même  nom  fontenpfôgrejftoUi 
Sèit  toujours  la  progreffion^  ^i!^/?  ^.ap^Xap"^  8cc. 
je  dis  que  1  on  aura  la  ptogreffidn  -f^  à^  t  a'^p^  t 
if^p^"**  :  tf**/?'**  &c.  Ce  qui  eft  évident ,  car  chaque 
terme  eft  égal  à  celui  qui  les  précède  5  di vifé  par 

— *-.  Si  on  fuppofe/w  =^r,  on  aura  a*  î  <?'/?*  l  a^  p 

&c. ,  c'eft-â'dire ,  que  les  radnes  quarr^e$  des  Cjet-^ 
nies  xonCécutifs  font  en  progr^flîon ,  &  il  en  eft  de 
même  des  racines  cubes  &  autres  quelconques^ 

.  5(5".  Théorème  XIIL  Dans^ine  progrejjion  gïfo* 
métrique  y  le  premier  terme  ejl  au  troi/îémej  comme 
le  quàrré  dii premier  au  quatre  du  fécond  ^  le  pf  entier 
eft  au  quatrième  j  comme  le  cube  du  premier  au  cube 
dufecond.Ca.ta^ld^p^l\atap^  j  puifque  le  produit 
d<?s  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens^  De 
même  a^  t  a^  p^  Il  ai  ap^  j  Car  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  encore  égal  à  celui  des  moyens.  En  gé- 
néral le  premier  terme  éft  I  un  terme  quelconque 
du  rang  n ,  tomme  ïa  puiflande  n —  i  du  premier 
terméalapuiffârtce  n-^  i  du  fecdnd  terme.  En  effet 
le'  tetihft  cfu  rang»  éft  ==*tf/*"^  (  51)  j  or  a  t 
.    Tomà  lé  H 


I  -.  -  ,  ^ 
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tfjp"*'  îî  û""~'  :  aP^^  p"""|  :  c^rle  produijt  des  ex- 
trêmes a  /?V*  =^  ^  p"^^  >  produit  àQ^  mpyeiis, 

CoROLLAi&B.  Donc  la  raifon  du  premier  terme 
au  croifiéme  eft  doublée  ,  &  la  railon  du  premier 
terme  au  quatrième  elt  triplée  de  ta  raifon  du  pre«- 


a  a^       ^  -a 


mier  au  fécond ,  puifque  — ^  =3  -7^-7,  STque  : 


ap^     •   a^p^'        *      ^ap': 


aipi 

57.  Problème.  Trouver  deux  moyens  proportion^ 
nels  X ,  y  ,  entre  deux  quantités  données  a  (S*  d: ,  c^ejt-  ' 
à-dire  j  qu  ayant  la  progreffion  -ff  a  :  x  :  y  :  d. ,  ^/i 
chferche  la  valeur  dex&dc  y.  Par  le  théorème  pré- 
cédent on  a  <z'::v5  ;:  al  d'y  donca^d=:x^ay  Sc 
en  divifant  le  tout  par  a,  il  vient  W=r=a:3,  &en 

prenant  la  racine  cubique yOn  z  xs^sy  a^d^  c'eft- 
a-dire,  que  pour  avoir  la  première  moyenne  pro- 
portionnelle 9  il  faut  extraire  la  racine  cube  du  pro- 
duit du  quarréde  la  première  quantité  donnée  a  par 
lafeconde  d.  Pour  avoir  y  ou  la  féconde  moyenne 
ptopÉMtionnelle ,  ondivifera  le  quarré  x^  de  la  pre- 
mière par  h'  première  quantité  a  ,  parce  que  la 
propîûirtion.  continue  a  l  x  ^^l  x  ly^  donne  y  :ss8 

•  Siaa=:i  &a=a  iff,  onaurax=:y  4  X  itf 

c=±=  y  1^4  ==  4  ,  &y  =: ?•  Mais  fi  k  quantité  a*d 
n  etoit  pas  un  cube,  parfait  ^  on  ne  potitroit  avoir  ^ 
qu'une  valeur  approchée  de  ^  &  de  ^  :  on  pourroic 
pour  cela  fe  fer  vir  du  calcul  décimah  ' 

58.  Problème.  Inférer  un  nombre  m  de  moyens  j 
proportionnels  géométriques  entfe  deux  termes  a  â*  b*  , 
Soit  .vie  premier  moyen  proportionnel  cherché.  J  . 
puifqu6  le  nombre  de  tous  les  termes  9  en  y  com- 


i 
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prenartc  aôc  ^  doit  être  m  ^  i.  On  aura  parle 
théorème  précédente  !  A  II  û*"*'  ;  V*"*"'  ,  &.par 
conféquent  j:*:™'*''  =  ba'^*\  Divifant  de  part& 
d'autre  par  ^,11  vient  pc^**  éLz  ^a"*jdonc  en  prenant  la 

racine  ^^  -H  i ,  ^  =  %/  i  a"*  s=  i**     à"   *,que  Je. 

fuppofe  =  c.  Le  premier  moyen  proportionnel  x 
étant  trouvé  ,  pour  avoir  le  fécond  ,  on  divifera  le 
quarré  du  premier  par  la  quantité  a ,  .ou  ce  qui  re- 
vient au  même ,  on  multipliera  le  fécond  par  le  dé- 
nominateur du  quotient  du  premier  terme  a  de  la 
progreflîoQ ,  divifé  par  le  fécond  terme  c ,  de  forte 

que  ,  fi  ce  quotient  eft  — ,  ce  qui  donnera  dans  ce 

cas  c=:apj  on  multipliera  ap  par  p ,  pour  avoir  ap\ 
fécond  moyen  proportionnel;  &  en  m ùlripliant  ce- 
lui-ci par/ ,  on  aura  le  troifiéme,  &  ainfi  de  fuite. 
Mais ,  pour  inférer  un  nombre  quelconque /tz  de 
moyens  proportionnels  entre  deux  termes  d'une 
progrelfion  :^alaqtaq^  &c.  c=i~aq^:agl  aq^  &c- . 
divifez  la  différence  i  qui  regûe  entre  les  expo- 
ians  Oytyiy&ccde  la  quantité  q  (expofant  de  lapro- 
greffion)  par  'm+i^&r  vous  aurez  le  premier  moyep 

propbrtionnel  cherche,  crt  ajoutant--— ---au pre- 

mier  èxjpôfant  o  (de  q)j  enfuite  pouf  avoir  le  fécond 
moyen  proportionnel  cherché ,  vous  ajouterez  en- 
colle   "  à  l'expofant  de^  dans  le  terme  précédent, 

&  ainfi  de  fuite.  Si  donc,  ;72=i,  pour  inférer  deux 
proportionnels  entre  deux  termes  cojnfécutîfs  de  la . 


prûgreiSon  €Î-<lei^û$ ,  oh  fera  -—  aq^  t-àq-  :  (t^  :, 

H* 
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aq^  :  aq*  &c.  ce  qui  eft  évident ,  puifque chaque 
terme  eft  égal  â  celui  qui  les  précède  ,   divifc 

I 
par  — r*  • 

59.  Avant  de  paffer  aux  progreflîons  arithmétî- 
qiues  ,  nous  allons  dire  un  mbt  de  ce  qu'on  appelle 
les  expo/ans  d'une  raifon.  Les  expofans  dCunc  raifort 
font  les  plus  petits  termes ,  qui  aient  entr*eux  le 
même  rapport  que  les  termes  de  la  raifon  dont  ils 
font  les  expofans.  Par  exemple ,  les  expofans  de 
la  raifon  7  font  \  ,  parce  que  i  &  2  font  les  plus 
petits  termes  qui  aient  entr'eux  le  même  rapport 
que  }  Sc6.  De-là  il  fuit  que  fi  l'on  a  deiïx  ou  plu- 

fieurs  raifons  égales ,  -—=-7=^  ,  le  produit  de 


ae         a^ 


ces  raifons  77  =  TT  ^^-P"^  >  ^^^^  ^"  nombre  quat- 
re,  fi  /?  eft  un  nombre  j  de  même  en  fuppofant 

ace                                  ace          ai  ^         . 

-4-  r^r:  —  =  —  =  p  ,    on  aUta  " =î= =  P  '  .  OUI 

fera  un  nombre  cube ,  fî  /?  eft  un  nombre.  Donc 
une  raifon  conipofée  de  deux  raifons  égales  ,  c'eft- 
à-dire,une  raifon  doublée  fera  exprimée  par  un  nom- 
bre quarré ,  &une  raifon  triplée  par  im  nombre 
cube  ,  fi  une  dès  raifons  conipofàntes  a  pour  valeur 
un  nombre  ,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  fi  lune 
des  raifons  compofantes  a  pour  exposant  des  nom- 
bres ;  car  U  raifon  qui  fe  trouve  entre  le  quarré  de 
l'antécédent  &  celui  du  conféquent  d'une  des  raifons 
compofantes  égales,  eft  égale  à  la  raifon  qu'il  y  a  entre 
lé  produit  des  antécédens  ,  &  celui  des  conféquens 
des  raifons  compofantes  égales  ;  de  même  la  raifon  ^ 
c^ii'il  y  a  entre  le  cube  de  l'^fécédent  &c  celui  da 
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conféquent  d  une  dey  raifons  CQtnpofantes  égales  , 
çft  lamcme  que  la  raifonqù*ont  çntr  eux  les  produits 
des  antccédens  &  des  conféquens  des  trois  raifbns 
compofanteSj  ainfî  qu'il  fuit  de  ce  que  nous  venons 


tf* 


de  dire  i  donc  ^  û  U  raifon  —  eft  ===  |,la  raifpu 

^-r-  fera  ==  -—;  or  — 7r-n*efl:  pas  un  nombre,  puif- 

qja'il  a  eft  pas  poffible  d'exprimer  un  nombre  fourd 
par  un  nombre  (38)  :  4oncla  raifon  de.  j  :  5  n'eft  pas 
doublée  des  raifons  de  nombre,  a  nombre,  de  même 

faifant  — = j  ^  è  caufe  que  \  a'eft  pas  un  cube  >  la 

/ 

raifon— OU ,   n'eft  pas  triptée  d'une  raifon 

de  nombre  à  nombre  ;  ces  fortes  de  raifons  font  ap- 

pelléesyôz^ifej  t  aiûff  ^  en  fuppofant  —  =  z  ,   la 

raifon  —  fera   fourde  ,   p'arce  que  2  qui  eft  ici 

p^ ,  en  faiiant  —=P^  &  -t-=/^  >  n'étant  pasua 

nombre  cube  ,  /?  ou  y  1  n'eft  pas  un  nombre* 

DES  PROPORTIONS  ET  PRÊGRESSIONS 

ARITHMETIQUES. 

60.  La  raifon  arithmétique  qui  fe  trouve  enrre 
deux  grandeurs  a  ôc  b  n'étant  autre  chofe  que  lai 
différence  qu'il^  a  entre  ces  deux  grandeurs  (  40  )  5 
il  y*enfiiit  qu'en  appellant  if  cette  différence ,  la  rai- 
fon arithmétique  de  a -^: fera  =^ a-a'^d.  Le  fîgfie^ 
-f-a  lieu  lorfque  ^antécédent  eft  plus  petit  que  foir 
conféquent  y  8c  le  fîgne  — ,  lorfque  lantécédent 
eft  plus  grand  que  fon  conféquent.  La  raifon  en  eft 
fbede,  Kvfque  k  conféquent  eft^plus  grand  que 

H  i 
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lantéçédenc  de  la  quantité  d ,  il  doit  être  égal i  cet 
antcpédenr,  plus  à  la  quautité  dytriais  il  doit  être  égal 
à  cet  antécédent  moins  la  quantité  (/js'il  eftplus  petit 
de  la  même  quantité  d:  ainfî,  dai^s.  la  raifon  arithmé- 
tique de  ^  à 4,  le  conféquent  4  eft  égal  à  larîtécç- 
dent  6 ,  moins  la  différence  1  ;  a;u  contraire  dans  h 
raifon  de  4  à  <? ,  le  conséquent  6  eft  égala  Fa^é- 
cèdent  4  augmenté  de  la  différence  i. 

61.  Proposition  Fondamentale»  Toute  pro^ 
portion  arithmétique  a  •  b  :  t  •  îpeutfe  repréftnter 
par  cette  formule  a  •  a  zh  d  •  c  •  c  î;  d.  Cela  eft 
évident ,  puifque  la  différence  de  c  à/ doit  être  l'a 
même  que  cerle  de  <zà  A,  autrement  la  première 
raifon  ne  feroit  pas  égale  à  la  féconde ,  &  par  con- 
féquent il  n'y  auroit  pas  de  proportion» 

C0ROJ.LAIRE  I.  I)onç  la,  jomme  des  extremis 
dans  une  proportion  arithmétique  ejl  égale  à  lajfbm- 
me  des  moyens.  En  effet  la  fomme  deis  extrêmes  a  -+? 
^H2ûf:;=2^i:ûrH-c>  famme  des  moyens.  Si  Ton  a 
proportion  continue -f-  a^^^c,  la  fomme  des  extrêmes 
fera  égale  audouble  du  moyen  terme  :  en  effet  cette 
proportion  revient  à  celle-ci ---a  >^+  d^^t-^xd^ 
dans  laquelle  l^fomme  des  extrêmes  û  H-  a  +  irf 
=  la  it  irf ,  aoublè  du  moyen  terme.  De  même 
dans  les  nombres  ,  fi  l'on  a  5  •  2  l  ^  •  }  >  on  aura 
5  -H-  j  =-(î  -fv  îL  ;  &  fi  l'on  2,  -^  6  •  4 -^i ,  Ion 
aura  (> -^^  2  c=c  4  •+•  4  =s  8. 
/  Corollaire  II.  Donc,  pour  trouver  un  moyen 
proportionel  arithmétique  entre  a&cb^ïi faut  pren^ 
dre  la  moitié  de  la  fomme  de  a  Se  de  b.  Car  foitj^ 
ce  terme  cherché ,  Ion  aura --^a  •x  •  b^  èc  a^ 

t^=:ix\  donc  X  = . 

Corollaire  III.  Pour  cpnnoître  le  quatrième 
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terme  d*ane proportion  arîthiriétique  ,.dont  oncon- 
noît  les  trois  autres,  il  faut  de  la  femme  des 
moyens  ôter  l'extrême  connu  ;  &  fî  c'eft  un  des 
moyens  qu'on  c'herche  ,  Vori  ôtera  le  moyen  connu 
de  la  fômme  des  extrêmes.  Car  foit  x  le  terme 
cherché,  on  aura  dans  le  premier  cas  ^  •  .^  l  c  *  Xy 
éc  par  la  propofition  précédente  <z  -+-  a;  =  A  +  c  : 
donc  retraîîcnâht  de  part  &  d*autre  la  quantité  a , 
on  aura  jt  ï=:i-+-c —  a.  Dans  le  fécond  cas  on  a 
la  proportion  a  •  b  l  x  •  c\  ou  a  •  x  *.  b  *  c  ;  mais 
tf -+-Cï5=jr'+-^  :  donc^-Hc — isrrjc-^-A  —  b 
tss  X.  Si  c'^étoit  un  trbifiéme  moyen  proportionnel 
arithmétique  qu'on  demandât.  Ion  auroît-~tf  * 
i  •  Xy  Se  a  -f-  ^  =  ib  ^  ic  par  conféquent  x  =3 
xb  —  a. 

Corollaire  IV.  Toute  progrejjîon  arithmétique 
tifcendante  y  (  c^eft-à-dire  >  dont  les  termes  vont  en 
croijfant)^^  •  b  •  c  •  e  &c.  peut  être  repréf en- 
tée par  cette  formule  -f-a»a-4-d^a-+-2d«a-H 
^d  •  a-H4d  &c.  En  effet  il  doit  y  avoir  une  même 
différence  if  entre  le  premier  &  le  fécond  terme  , 
le  fécond  &  le  troifiéme  ;  &c;  fans  quoi  il  n'y  auroit 
point  de  progreffîon  ;  donc  la  différence  d  étant 
ajoutée  A  chaque  terme ,  doit  donner  le  terme  fui- 
vant ,  puifque  nous  ïuppofons  la  progreffion  troif- 
fante  :  donc^  &c. 

Corollaire  V.  Il  fuit  du  dernier  cçrollaire 
qu'un  terme  quelconque  d'une  telle  progreflîon  eft: 
égal  au  premier  5  plus  la  différence  rf  multipliée  par 
le  kombre  des  termes  préccdens.  En  effet  le  qua- 
trième terme,  par  exempte ^  eft=a-i-  jrf:donc  ap- 
pelknt  n  le  nombre  total  é^s  termes ,  x  le  dernier 
terme ,  <i  le  premier  terme  ,  l'on  aura  jc  =  iz  -f- 
d  X  (h— I  ),  ou  AT  ^^a-^nd —  d  :  ainfi,  fî  le  pre- 

H4 
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jnier  terme  eft  i ,  la  différence  j  &.le  Jiombr^  df  s 
termes  5 ,  Ton  aura  le  cinquième  terme  oçj;s=:'  x  -+- 

Corollaire  VI.  Donc  pour  inférer  un  nombçe 
quelconque  m  de  moyens  propcM:tionnels  aichmé- 
tjques  entre  deux  termes  cfonnés ,  il  faut  divifer 
leur  différence  par  m  -+- 1  ,  &  le  qil,otient  fera  la  dif- 
férence cherchée^,  qui  ajoutée  au  premier  terma, 
donnera  le  fécond  &  ajoutée  au  fécond  j^  donneca 
le  troifiéme  ,  &c.  Par  exemple^  pour  inférer  trois 
moyens  arithmétiques  entre  a&c  a--^  Ad  y  je  divife 
la  différence  ^d  par  /7z-|ri=:}  +  1:^=4,  le  quo- 
tient ^eft  la  différence  cHerçhée  ,  qui ,  ajoutée  au 
prerhier  terme  ,  donnera  le  fécond  a -H  <i ,  5^c« 

Corollaire  VIL  Donc  entre  ïe  premier,  ex- 
trême &  un  terme  quelconque  il  y.  a  la  même  diffé- 
rence ,  qu'entre  un  autre  terme  quelconque  &  le 
dernier  extrême,  pourvu  que  les  i  derniers  termes 
foient  autant  éloignés  l'un  de  Tautre,  que  lesz  pre- 
miers 5  ce  qui  fait  que.  la  fomme  des  extrêmes  eft 
égale  à  la  fomme  des  deux  termes  j  également  éloi- 
gnée de  ces  extrêmes ,  ou  au  double  du  terme  du 
.  milieu,  lorfque  le  nombre  des  termes  eft  impair. 
En  effet  dans  la  progreflîon  -^  a  ^  a^d  ^  a  ^ 
%d  ^  a-ir  ^d  '  ^  -f-  4^,  Ton  ^a^a^dla-^- 
^d  •  a^  ^d\  or  il  eft  vifible  que  la  fomme  des 
extrêmes  de  cette  progreffion ,  favoir ,  xa-^^d  eft 
p=  2a-+»4i,  fomme  des  moyens  =;  la  -+«4^  double 
du  terme  du  milieu. 

Corollaire  VIII.  Donc  en  mulnplufnt  la/om^ 
me  des  extrêmes  par  la  mo'uiédu  nombre  deS  termes^ 
Von  aura  la  fomme  de  tous  les  termes.  Cela  fuit  du 
corollaire  précédent  ;  puifque ,  quand  le  nombre 
des  terpie^  eft  pair ,  la-  progreflioq  contient  auta^ 
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.de  fois  la  fomme  des  extiêmes  >. qu'il  y  à  de  fois'  1 
termes  ;  mais  quand  le  nombre  des  termes  eftim»- 

.  pair,  il  faut  ajouter  la  valeur  du  terme  milieu^qui  eft 
égal  à  la  moitié  de  la  fomme  des  extrêmes,  C'eft 
d'ailleurs  ce  qu'on  voit  aifément  dans  la  progreflîon 
-^  a  •  a-^a  •  a^  id  •  a^  }d  •  a -+-4^, dont  là 
fomme  eft  égale  à  la  fomme  des  extrêmes  (  ia-+'4d) 
X  7.  En  général  ,  appellant  S  la  fomme  de 
tous  les  termes ,  a  le  premier  ,  x  le  dernier  terme , 
n  Je  nombre  des  termes  d'une  progreflîon  arithmq- 

tique ,  on  aura 5=  [a-^-x]  X 


CoRLLAiRE  IX.  Il  fuit  dc-là  qne  fi  la  progreif- 
fion  arithmétique  étoit  celle  des  nombres  naturels 
1,1,4,5,  ^^'  ^  <iu'elle  commençât  par  l'unité , 

S;= ^  leroit  S  =?'- = -;caralQrs 

Z  1  2. 

X  ==  72  &  tf  =  I.  Si  la  progreflîon  de$  nombres  na- 
turels commençoit  par  o ,  &  qu'on  eût  0,1,1, 

3  ,   &c*  alors  n  feroît  ==  a:  -f-  1  &  S  =s= ^ 


feroit 


^©-f-(j{+i)  X  Jif  .v*  +  Ar 


DES  LOGARITHMES. 
61.  Dans  une  progreflGon  géométrique  5  dont 
les  termes  font  afFeâés  d'expofans ,  ces  expofans 
font  en  progreflîon  arithmétique.  Par  exemple  ,  fi 
l'on  a  -^û^  :  tfï  :  à?-  \  a^  :  à^  l  a^'^c.  A.  Les 
'expofans  formeront  la  progrefllîon  arithmétique 
-^  o*i*i«^»4»5.  &c.  B.  On  appelle  ï(?- 
garithmes.  les  termes  d'une  progreflîon  arithméri- 
quéjCofrefpondansà  ceux  d'une  progreflîon  géomé- 
trique :  ainfi  les  termes  de  la  progreflîon  B  lont  lef 
logarithmes  de$  tçtfn^s  correfpondans  de  k  pro^ 
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gtéflîon  A  y  }  ,  par  exemple  ,  oft  ie  logarithme  de 
{L^iyO  celui  de  i  =^a^. 

'  pe-Ià  il  .fuît ,  en  fe Servant  des  progreflîons  A  & 
-'B,  premièrement  que  pour  avoir  le  logarithme  du 
'produit  de  deux  quantités ,  il  faut  prendre  la  fom- 
nie  de  leurs  logarithmes  :  par  exemple ,  pour  avoir 
le  produit  de  a ^  par  ^^  ,  j'ajoute  enfenible  le  16- 
-gàrithme  dii  multiplicande  atec  celui  du  multiplî- 
'cateur ,  la  fomme  5  donne  le  logarithme  du  pro- 
duit a  ^ 

.  Corollaire.  Donc,  pour  multiplier  deux  nom- 
bres lun  par  Tautte  ,  il  fuffit  de  prendre  la  fomme 
de  leurs  logarithnies.  On  voit  auffi  que  pour  divi- 
fer  un  nomore  a^  par  un  autre  nombre  a^  yi\  fuffic 
d'ôter  le  logarithme  du  divifeur  de  celui  du  divi- 
'dende ,  la  différence  t  fera  le  logarithme  du  quo- 
tient a^.  Pour  élever  a^  ,  par  exemple ,  à  une  puif- 
fance  quelconque ,  il  faudroit  multiplier  l'expofaqt 
i  de.  a  par  l'expofant  de  la  puiflance  ;  or  il  fuffit  de 
«nultiplier  le  logarithme  de  a^  par  l'expcfant  de 
la  puillànce ,  le  produit  donnera  le  Iogarithme.de  la 
puifïànce  propofée  ;  de  forte  que  fi  c'eft  la  troifiéme 
puiffanee  ,-  en  multipliant  1  par  j  ,  on  aura  6 ,  lo^ 
garithme  de  a^,  troifiéme  puiflance  de  a^. 

Si  Ton  vouloit  avoir  la  raciriô  troifiéme  de  a^  ,  oh 
diviferoit  l'expofant  6  àe  a  par  l'expofa-nt  de  la  ra- 
pine pour  avoir  l'(expofant  i.de  a^  ,  racine  troifié- 
ime  de  a^  ;  or  iL  fufïit  de  diyifer  le  logarithme  de 
a^  par  l'expofant}  de  la  racine  troifiéme  pour  avoir 
le  logarithme  x  de  la  racine  cherché^  a*. 

Corollaire.  De  ce  que  nous  venons  de  dire 
il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d*tHt  nombre  quel- 
conque,  il  Faut  divifer  le  logarithme  de  ce  nombr^ 


■«B  »r...irit 
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par  Vexpoûnt  ^^  k  racine  ptK>porée  ^  la  refaite 
donnera  le  logàrithfhfe  de  la  racine  cherchée. 

Pour  faire  une  règle  de  trois  direfte  par  le  moyen 
dos  logarichmes^ ,  ajoiwez  enfemble  les  logarithmes 
des  moyens,  retranchez  de.  la  fomme:le  Ipga^ithme 
du  premier  extrême,  &  vous  aurez  le  logarithme  de 
l'extrême  cherché.  Ainfi ,  pour  trouver  le  quatrième 
terme  de  cette  proportion  a^  l  a^  Il  a^  l  x  ^  j'a- 
joute enfemble  les  logarithmes  de  ^  ' ,  &  dea^- ,  de 
leur  fomme  7  ,  je  Retranche  le  logarithme  i,  du  pre- 
premier  terme ,  le  refte  6  éft  logarithme  du  qua- 
méme  terme  cherché  a^;  donc,  pour  trouver  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion  $41  !  41 S  ;: 
5797  1^9  j  ajoute  ies  logarithmes  des  moyens  quç 
je  trouve  dans  les  tables  *^. 

X   •   (731444       Log.       de   .    418 
3    •   76^10}       Log.       de     5797 


6  •   394^47       Somme 


■«•*>■ 


531754.     Log,       de       341 


3  •  8^1393  Log,  de  x^jijS 
de  leur  fomme  je  fouftrais  le  logarithme  du  pre- 
mier terme,  il  me  xefte  le  logarithme  du  dernier 
terme. ^Cherchant  ce  logarithme  dans  les  tables ,  je 
trouve  à  côté  727^,  nombre  cherché.  Tout  cela  eft 
fondé  fur  ce  que  ,  pour  avoir  le  'quatrième  terme 
d'une  proportion  ,  dont  on  connoît  les  moyens  & 
un  des  extrêmes,  il  Éiut  divifer  le  produit  des  moyens 
par  l'extrême  connu.  Si  Ton  connoiffbit  un  moyen 
&  leî  deux  extrêmes ,  de  la  fomme  des  logarithmes 


*— i* 


*  liCs  Tables  font  4es  ouvrages  ,  dans  lefquels  à  côté  d'un 
nombre  on  trouve  (on  logarithme ,  &  réciproquement  :  elles 
font  plus  ou  moins  étendues.  Je  me  fuis  fcrvi  dans  cet  exemple 
de  celles  de  M.  de  la  CaiUe* 
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des  extrêfties  on  ôtoroit  le  logarithme  dix  moyen  con- 
nu, &  l'on  auroit  le  logarithme  du  moyen  cherché* 
r  En  fuppofant  ^  =:  i  o ,  nous  aurons  les  progreC- 
fîons  géométrique  &  arithmétique  qu'on  voit  ici. 

w    Pxog»    géom..    des   Tab.  Prog»        arithm. 

!  •      ^  0.=s=?   O'OOOQOQ 

,     10  ..  '  t    ='I-OOOOOQ 

100  :  2    =    Z'OOOOQO 

lopo  5^==^  3*  000000 

1000  '4  ==  4* 000000 

&C,  &c.=      &c. 

*  Pour  avoir  les  logarithmes  des  nombres  r ,  J ,  4  i 
&c.  qui  retrouvent  entre  t  &  i  o,  &  ceux  des  nom^ 
bres  qui  fe,  trouvent  enice  10  &  100,  &c.  il  faut 
prendre  une  puiflànce  de  i  o  égale  à  chacun  de  ces 
nombres,  l'expofant  de  cette  puiflànce  fera  le  lo- 
garithme du  nombre  correfpondant»  Oif  on  conçoit 
que  fi  l'on  inféroitun  grand  nombre  de  moyens  pro- 
portionnels géométriques  entre  I  &  jo  :  par  ex.  il 
s'en  trouveroit  un  égat,  ou  à  peu  près  égal  au  nom- 
bre 1 ,  au  nombre  5  ,  &c.  Et  en  inférant  un- pareil 
nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les  expofans 
A  &  I  ;  celuii  qui  répondcoit  au  nombre  1,  ieroit 

^l'expofant  de  la  puiflànce  de  10  égale  au  nombre  2, 
&  feroit  par  conféquent  le  logarithme  de  1.  u  par 
exemple  ,  pour  prouver  le  logarithme  de  j  avec  fis; 
décimales,  j'ajoute  douze  q  au  noçnbre  i  o  ;  &  pre- 
uaiit  la  racine  quarrce  de  ce  réfulrat  avec  6  déci- 
males, à  caafe  des  o  que  j'ai  ajoutés,  je  trouve 
5-1^2277  ,  moyen  géométrique  >  auquel  répond 

.  l'expofant  de  la  racine  quarrée  ,  c'eft-à-dire  {^  ou 
o  «500000.,  moyen  arithmétique  entre  o  &  i..  Le 
moyen  géométrique  trouvé  étant  plus  grand  que  j  , 
l'en  cherche  un  autre  entre  celui-ci^,  i ,  ç'eft-à-dire 
que  je  prends  avec  6  décimales  ta  racine-dit  nombre 
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que  |c  viens  de  trouver  pour  avoir  i  •  778*79  ^^  j , 
le  may  en  arithmétique  correfpondftHt  efto«2  if  côdo, 
'    moyen  aridimétique  entre  o  >  logarithme  de  i  ^dc 
o- 500000  logarithme  du  premier  moyen  géométj^i* 
que  ci-defliiSi  Le  thoyen  géométrique  que  nous  ve^ 
nons  de  ttouver  étant  trop  petit ,  j'en  cherche  un 
autre  entre  celui-ci  &  le  premier ,  ce  qui  fe  fait  en 
prenant  la  racine  de  leur  produit  (25) ,  &  ce  n'eft 
qu'après  dtr-'neufmuhiplications  (en  y  comprenant 
les  multiplications  fous-entendues  que  nous  avons 
faites,  en  pireiAt  le  premier  moyen  proportionnel , 
auilî'bien  que  le  fécond  avec  6  décimales  ;  car 
ajouter  1 1  xéros  ^  c'eft  la  même  chofe  que  multiplier 
par  I  fuivi  de  1 2  zéros  )  &  autant  d'extraâions 
qu'on  trouve  le  moyen  géométrique  3  -000000,  & 
le  moyen  arithmétique  correfpondant  ou  le  loga* 
•  rithme  0-477 1 21  de  }«  Â  la  vérité  on  a  maintenant 
jdes  méthodes  plus  expédicives  pour  avoir  les  losa- 
.  cftithmes  y  ^  mais  en  voilà  affez  pour  doni;ier  une  idée 
^  fle  la. méthode  qu W  peut  iuivre  pour  cpnftruire 
une  table>de  logarithmes.  Au  refte  les  logarithmes 
ne  font  la  plupart  qu'approchés,  de  fotve  qu'il  peut 
y  avoif  imc  erreur  d  environ  une  demi-unité  de 
décimale  du  ûxiéme  ordre  *.  Ayanr  le  logarithme 
de  2  &  de  )  ,  il  eft  aifé  d  avoir  celui  de  leur  pro- 
duit (^  ,  en  ajoutant  enifemble  les  logarithmes  du 
multiplicande  &  celui  du  multiplicateur. . .   ^ 

Remarque  I.  ,  On  appelle  caracitri/liqae  d'un  lo- 
garithme lé  nombre  qui  rfe  trouve  devant  le  point. 
Ce  nombre  indique  àt}nellè  x:hSk  des  unités ,  ^or 
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"^  Il  y  a  cependant  dcVtablës  d^s7èrqdellèsTes  îbgàrltlinïes 
&>nc  ezpriincâpax  un  plus  gnaA  nombre  dé  ^iàauàe&i  ^^î' 
celles  dç  M*  5&*ia  Caille.  &mJBii£ûntes>pDtixr  les  uCi^ 
ordiiuttres*'  •>  .    i       />-;.  r    :..;.;.;  •yiiiîjrr-     .» 
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exemple  j  des  dixaines  ou  cencaines  apparcienc  le 
nombre.  Ot>  voit  que  la  caraâériftique  des  loga* 
richtnes  des  nombres  ^  depuis  i  jufqu'â  lo  eft  o , 
I  depuis  lo  jufqu'â  loo»  a  depuis  loo  jufqu'à 
I  ooo  ,  &c.  En  général  un  nombre  contient  autant 
de  chiffres  6c  un  de  plus  qu'il  y  a  d'unités  dans  la 
caraâériftique  de  (on  logarithme  *• 

Remarque  IL  C'eft  la  même  chofede  mulri- 
plier  un  nombre  par  i  o  ou  d'ajouter  une  unité  i  la 
caraâériftique  de  Ton  logarithme ,  Se  en  général  on 
multiplie  autant  de  fois  un  nombiVpar  lo ,  qu'on 
ajoute  d'unités  à  la  caraâériftique  de  fon  loga- 
rithme :  comme  anifi  Ton  divife  un  nombre  autant 
de  fois  par  i  o  qu  on  ôtè  d'unités  de  la  caraâérifti- 
que  de  fon  logarithme» 

Pour  avoir  la  racine  d'un  nombre  »  on  doit,  félon 
ce  que  nous  avons  dii:  ciKlefTos ,  divifer  le  loga- 
rithme de  ce  nombre  par  rexpofant  de  la  racine. 
Soit  donc  propofé  dé  prendre  la  racine  fepdéme 
de  1  z8  ;  chercnant  ce  nombre  dans  teis  tables,  a  coté 
je  trouve  fon  Ic^ritbme  xMoyiio,  qui,  étant 
divifé  par  7,  donne  o*'5oio;d  }  cherchant  ce  loga* 
f  ithme  dans  les  tables ,  je  trouve  à  coté  le  nom- 
bre a  »  racine  {epdéme  de  1  a8.  Pour  avoir  le  loga- 
rithme d\ine  fraâion  ,  par  exemple  ^  de  la  firac- 
tion  ^^  il  faut  retrancher  ie*togarithme  du  dénomi- 
nateur 4  de  celui  du  numérateur  |  ,  le  refte  -^- 
c'«  1^49^9  fera  le  logarithme  cherché  ;  ce  qui  fait 
voir  que  tes  logarithmes  négatifs  indiquent  des  frac- 
ti<ms  plus  petites  que  l'ènite  «:  en  effet ,  &  Ton  ccmti- 
nue  en.d€i(:epdant  kprogrçflîpn  v^<i'  :  a»  :  tf»  : 

^  GMune  %  >  loearichme  ée  100,  dk  l'ezpoânc  è^  k  po!^ 
^afioe  d&  10  (  cTeft-â-dîre  èa  ^faaaté)  <)uî  dotme  leo  f  de  flsême 
p*f 77IXI  tft  Tcxpoûot  de  la  puiffiiBce  de  xo ,  fù 4ibMc  }» 
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^^  :  a —  I  :  a — 2 ,  &c.  les  expofans  —.1,-^—1  fer aht  - 

I 

les  logarithmes  de  a — ^  ==  — ,  de 

Pour  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  entier* 

joint  i  une  fraûion  ,  par  ^at.  de  ^  -+-  y  ,  réduifez . 
l'entier  en  fraûion  de  même  dénominateur ,  &  ypus. 

aurez =  ^^j^ôtez  maintenant  le  logarithme , 

du  divifetir  5  de  celui  du  dividende  1 7 ,  le  refto 
fera  le  logarithme  du  quotient.  ^ 

Propolbns-nous  maintenant  de  trouver  à  quel 
nombre  appartient  un  logarithme  donné,  ibit  qu'il 
excède  les  limites  des  tables  ,  ou  qu'il  tombe  entre 
les  logarithmes  des  tables.  Dans  le  premier  cas  on« 
retranchera  de  la  caraûériftique  autant  d'unités  qu'il 
fera  néceflaire  pour  qu'on  puifle  trouver  dans  les. 
tables  les  premiers  chiffres  du  logarithme  propofc 
ainfî  préparé.  Si  tous  les  chiffres  fe  trouvent  alors  • 
dans  les  tables ,  fe  nombre  cherché  fera  le  nombre  . 
jnême  qu'on  trouve  à  côté;  mais  il. faudra  lui  ajptH 
ter  vers  la  droite  autant  de  o  qu'on  a. retranché 
d'unités  à  la  caradériftique  ;   parce  que ,  félon  ce  - 
que  nous  avons  dit  ci-deUiis ,  on  eft  cenfé  avoir  dî- 
vifé  le  nombre  par  autant  de  fois  10 ,  que  l'on  a  re-  . 
tranché  d'unités  dans  la  caradériftique.  Par  ex  cm-  . 
pie  y  le  logarithme  7  •  01745 1  fe  trouve  après  avoir 
retranché  3  unités  de  7,  répondre  à  10410,  j'en/ 
conclus  que  le  nombre  auquel  appartient  le  logari- 
thme propofé  eft  1 0410000.  Si  l'on  ne  trouve  dans^ 
les  tables  que  les  premiers  chiffresdu  logarithme  pré- 
paré, on  fe  conduira  comme  dans  l'exemple  fuivant.  ; 
Pour  trouver  à  quel  nombre  répond  le  logarithme 
7  »  01 1499  ;»  j'ôte  3  de  .fa  caraâériftique  ^  le  logar 
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rithme  reftant  4  •  01 1499  tombe  entre  les  logari- 
thmes des  nombres  101^8,  loKTp.  Le  nombre  au- 
quel il  répond  ,  eft  donc  101^8  plus  une  fraction  ; 
{)our  trouver  cette  fradion  ,  je  retranche  de  mon 
ogarithme  préparé  celui  de  ioi6i  ponr  avoir  le 
rcfte  1 3 .  Je  prends  dans  les  tables  la  différence  en- 
tre le  logarithme  de  ioi6i  &  celui  de  10169  >  J® 
trouve  41  ;  après  quoi  je  fais  certe  règle  de  trois. 
Si  42  ,  différence  entre  les  logarithmes  des  nom- 
bres dont  nous  venons  de  parler  ,  donnt  i  pour 
différence  entre  ces  nombres ,  à  quelle  différence 
des  nombres  doit  répondre  la  différence  1 5  entre 
mon  logarithme  &  celui  de  ioi6i}  c'eft-à-dire  ,  je 
fais  41  :  I  ::  13  :  AT  ==~*.  Ainfî  le  logarithme 
4  •  01 1499  appartient  à  1 02 <>8 +  ^  à  très-peu- 
près  ,  &  le  logarithme  7  •  01 1499  à  un  nombre 
1000  fois  plus  grand. 

Si  le  logarithme  propofé  tomboît  entre  ceux  des 
tables ,  on  ne  retrancheroit  rien  à  la  caraétériflique, 
&  même  fi  le  logarithme  propofé  tomboit  àu-del- 
fbus  de  celui  de  1 500.  Il  faudroitpour  plus  d'exac* 
titude  ajouter  autant  d'unités  à  la  caraftériftique 
qu*on  le  pourroit ,  fans  palTer  les  bornes  des  ta- 
bles y  après  quoi  Ton  fépareroit  autant  de  décima- 
les dans  le  nombre  trouvé ,  qu'on  auroit  ajouté 
d'Uftités  à  la  caraftériftique  du  logarithme. 

Soit  propofé  maintenant  de  trouver  le  nombre 
fractionnaire ,  auquel  appartient  un  logarithme  né- 
gatif—  I    •   532732.  J'ajouie  4  à  ce  logarithme 


*  Cette  proportion  fuppofe  que  les  différences  des  noi»- 
bres  font  proportionnelles  à  celles  de  leurs  logarithmes ,  ce 
qui  n*eft  pas  cxaftement  vrai  ;  mais  feulement  à  peu-près  lorf- 
que  les  nombres  font  afièz  grands.  •      .  '-  '  ' 

pour 
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pour  avoir  i  •  j^ëyï6%  cjui»  dans  lès  tables  fe  trou* 
ve  entre  le  loearithrhe  dô  1^5  &  celui  de  I94;  j^efi 
conclus  que  la  fraftioh  cherchée  eft  ô  •  0294  ,  a 
moins  d'un  dix  millième  près.  Èq  efFèt  ajouter  4 
à  un  logarithme  ,  ç'isft  rendre  le  nombre  auquel  il 
répond  lô  mille  fois  plils  graiid.  Il  faut  donc,  dans 
le  nombre  trouvé  ^  féparer  quatre  décimales^ 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  cubique  de  5  }  ^ 
à  moins  d'uil  millième  près.  Lé  tiers  du  logarithme 
de  5  j  efto  *  574758  >  ^^  logarithme  étant  cher-^ 
ché  tlah$  lès  tables  avec  une  caràâériftique  plus 
forte  dé  3  unités,rcpond  i  j  7  5  ^â-peu-près  :  donc  la  ra* 
cine  diemandée(en  féparant  j  décimales)5  eftj  *75<^ 
à-peu-près.  Si  lonvoulôit  avoir  la  puiflarlcè  7,  ou, 
te  qui  revient  au  inertie ,  la  racine  fèptiémé  du  cube 
de  5  3  ,  on  multiplieroit  le  logarithnle  de  5  3  par  3  ^ 
di  vifant  le  produit  par  7 ,  &  cherchant  le  réfultat 
iavec  une  çaraftériftique  plus  forte  de  fept  unités  , 
1  on  fépareroic'  enfuite  7  décimales  dans  le  nombtô 
trouve.  Si  le  logarithiùe  ainfî  préparé  fe  trouvoîc 
trop  grand  pour  être  contenu  dans  les  tables  ^  on 
diminuoroit  fa  caraâériftique  de  quelques  unités , 
mais  enfuite  on  ajoùteroit  aii  nombre  trouvé  Un  pi« 
reil  nônibre  de  ô .  &  enfin  on  fédâtèrôit  7  décimales; 

Si  Von  propôfôit  d^extraire  la  racine  cube  de  o  •  3 1 
s=^o  •  5 10  ;  après  avoir  trouvé  le  logarithhie  de  3  lo^ 
je  preiHlrois  le  tiers  de  ce  logarithtiie,  que  je  cher- 
cherois  dans  les  tables  avec  une  caraétériftiquë  plus- 
forte  de  ttoxi  unités  ^  &  féparant  trois  déèimales  ,  ' 

i'^âutoislâ  racine  cube  d$  3.10:  mais  comme  fe  veux , 
a  racine  cube  de  o'  310  ,  nombie  milb ^ôft^vpius 
petit  »  la  racine  trouvée  feroiï  dix.fois'tropgiahde ,  « 
il  Êtudroii^  donc  féparer  encore  ûne<lecinfîât^     ^-* 
:  Piiifc^  toute  fraftiôn  brdinairé'^^r  fM» 
Tome  /•  .    I 
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en  une  fraÂion  décimale  (  ou  exaûement ,  ou  du 
moins  à-peu-près  de.  même  valeur  ) ,  ainfî  que 
nous  l'avons  vu  ci-devant ,  ce  que  nous  venons  de 
dire  peut  s  appliquer  aux  fradions  ordinaires  fans 
erreur  fenfîble. 

Difons  un  mot  du  complément  arithmétique.  On  appelle 
complément  arithmétique  dun  nombre  ,  la  différence  entre  ce 
nombre  9C  l'unité  (uîvie  d'autant  de  zéros,  qu'il  y  a  de  chiffres 
dans  le  nombre.  Ainfi  le  complément  aitithmétique  de  357  fe 
trouve  en  étant  ce  dernier  nombre  de  ioqo.  Il  cil  aifé  de  voir 
que ,  pour  aroir  ce  complément ,  il  fuffit  d'ôter  le  pre-  jq^^  . 
mler  chiffre  7  de  10 ,  &  chacun  des  autres  de^ ,  ou,  ce. 
qui  revierft  au  même,  de  regarder  le  premier  o  à  droite, 
comme  valant  10  ,  &  chacun  des  autres^,  en  négli-     *43 
géant  l'unité  ou  le  premier  chif&c  de.  la  gauche.  PaT'^li  la  foui- 
tra^ion  peut  être  changée  en  addition  :  par  exemple  ,.pour  ajou-. 
^icrenfemble  les  deux  nombres  35  2-3:  jz^  ,  &  retrancher  dp 
leur  fomme  les  deux  nombres  201  &  31,  j'écris  les  deux  pre- 

513 
351 

Compï.  arithm.  de»  • xoi»  «  *  * 7^9 

Compi.  aridun.  de 31 '. . .  v .   ^^ 
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miers  nombres  &  4e  complément  arithmétique  des  deux  der^f 
niers  les  uns  fous  les  autres,  prenant  la  fomme  1742. ,  je  retran-. 
che  une  unité  du  rang  des.  mille ,  H  une  du  rang  des  centaines , 
le  rcfte  ^42  eft  le  nombre  cherché.  Pour  en  voirlaraifon  ,jl 
fuffit  de  remarquer  que,  fi  au  lîèu  de  retrancher  101 ,  fajoute 
fen  complément  arithmétique ,  je  fais  en  même  tems  lA  fbulhcac- 
tioAprapofée  &ufke  addition  de  iooo:c'^ft-â-dîre^dhl9Qdizaiae> 
au  prâmiet  chiffre  de  la  gauche  du  réfultat.  On  voit  au/Ii  qu'eu; 
ajoutant  le  complément  de  31,  onîaît  une  augmentation  Qunc 
mzïck  sAl  fecoiid  chiffré  du  réfultit.  Si  les  nombres  à  rêtraii- 
ch^i^vdifeA  ''àytaStde<:bifiTefqué4é  plus  grand  de  céuj^dotit  on- 
rçtc^fJiQ^nvoio  4|û'dt  Faudroiit  retrancher  du  {deaisl6ii^  dii/ïte  de* 
lagancl^^éâ^^^^antd^fjést^îon.èjo^ceile  CQfDptàmSn^r 
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un  nombre  fttfSfgnjc.de 0 ,  ^UK  nosiibeBS  ^'on.reac  tectanc&eTà 
PartxtmpU ,  au  lieu  de  pregdiç  le  compléioent  ^^\v  ,.<>n  ptea* 
ira  celui  de  02 1 ,  qui  eft  ^68  ;  mais  4a»s  ce  cas  où  xetranche- 
roic  deux  unités  dû  premier  cM^fre  dû  réfultat  ,  &  1  on  auroic 
le  nîême  nombre  dicrché  que  ci-dcflù*. 

Pouiuiivifer  4^6  par  to^,  il&udroitieû  f^  Tervaht  de$4ogari-- 
tbines,  tecrançher  celui  dadivifeur  de  celui  du  dividende.  Au  lieil 
de  cette  opération,  j'écris  le  logarithme  de  43^^  a^^^i  >'^9^^ 
le  complément  aritb-  ^  «  ^  *  t  ^  '. 
métiqucdulogarithme  '*-^î^4«^  Log-  d€^3^-^.>  ^ 
«le  lo^.  Du  premier  7'5?^i574.Coî«pl.  ariAitu  dtt  bga« 
chi&e du  réfultat  ;  je  o.6oio6o  'i^^^  ^:ï?^  •  - 
recrandie  une  unité ,    ^ 

le  refte  o  •  602060  eft  le  logarithme  du  quotient^  que  je  troui 
Ve  à  côté' dans  les  tables. 

Pour  multiplier  une  fraftion  par  tme  autre  fraction,  on  ajou- 
ceroit  enfentble  les  logatlthmes  des  numérateurs  ,  &  les  com-^ 
pléaieas  arithmétiques  des  logarithmes  des  déxu>minateurs  , 
en  prenant  ces  logaritbnes  auiTi-bien  que  ceux  des  numé« 
rateurs ,  avec  un  même  nombre  de  chiftires  â  la  Caradlérilli- 
que  (pour  cela  on  ajoutera,  s'il  eil  néceffaifei  un  ouplufieurs 
aeros  vers  la  gauche) ,  retranchant  deux  unités  dû  premier  chif- 
fre â  gauche  de  la  fomme')  le  réfultat  doonerqit'le  logarithme 
du  produit. 

Propofôn^nous  maintenant  de  trouver  le  \o^-^ 
rithme  <1.  un  i^oii^kre  q^ii  :Ç)(c^e  le  plus  grand  nom- 
bre des  tablés ,  que  je  fuppofe  être  loooo.  Soit 
clone  propofé  le  notnbre  ^155^81 , dont  on  de- 
mande le  logarithme.  11  faut  retrancher  de  ce 
nomfbrè  autant  de  chiffres  qu*il  eft  néeef^ir-e^,  pour 
que  le  ireftç  fe  trouve  d^ns  ]es  tablas.  Je  refr^n - 
clie  4onc    %   chiffres  .,  &  le  logarithme  du. r eft» 

1*5  5  4  .^ft-3  '.5*^551  i  j®  prends  ^uffi  le  Iq^ 
garithme  du  .nombre  îi-5^  plus.grand  d'une  unité, 
ce  log^rirhnxe.  eft,  j  *^^  j  1 1  <î84.  AÏainteijaflt.,  aJQu- 
Unr  aijunx.d*^unités'  aux  ca^a£tériftiâ^es  .d^s.  loga- 

*  f  Qur^yoîr  te,  cpmpiéincnt^aricbinénque  de  a  .  019741^4  Iqg^sitâtàe 
île. 1091  \  Je  foi^ftfaiSL»  .  037416  de  10  •  000000  ,  ou  ce  qui  reyieqt  au 
itiéfttè  »:  jtf  .fouftiilîs  20)74kS  de  'looooooo  >  4t  Je  ifôpate  «nfuitè  ^fix 
décimale^,  ^  ,   i.  .       Il 


\ 
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richmes  que  je  viens  de  trouver,  <jùe  j'ai  féparéde 
chiffres  dans  lenombifç  prppofc,  j'ai  les  logarithmes 
(î*  511551,^ -51 2(>84  ,  &  les  noitibres  qui  leur 
répondent,  font  5255000&J15  ^000  ,  dont  la  dif- 
férence eft  1000  ;  c'eft  pourquoi  je  fais  cette  règle 
de  trois  :  la  différence  1 000  entre  les  nombres  dont 
nous  venons  de  parler,  donnante  •  000 1  j  5  pour  dif- 
férence entre  leurs  logaritgmes ,  combien  6S  2,  dif- 
férehcé  entre  le  nombre  propofé  &  le  nombre 
3255000  ,  donnera-t-il  pour  différence  entre  leurs 
logarithmes?  ou  1000  :  0-000155  ::  6ii  :  jc  = 
o  '000090.  J'ajoute  o  •  000090  a  (>•  5x1551, 
pour  avoir  le  logarithme  du  nombre  propofé  3=: 
é  •  512^41.  Cette  règle  eft  fondée  fur  ce  que  les 
différences  des  nombres  font  proportionnelles  aux 
différences  des  logarithmes  ,  du  moins  à  peu-pris  , 
lorfque  les  nombres  font  fort  grands. 

Problème.  Trouver  le  quinzième  terme  et  une  progrejpon  géo- 
métrique -*-ra:ap  ap' &î:.  dont  le  premier  terme  <2=  1 1,  &  donc 
Vexpofant  p=l«o.  Soit  ce  terme  =^jic  (jedéfignerai  fon  loga- 
rithme par  l  •  jc  ) ,  n  =  1 5  ,  nous  aarcn'3  (51)  x=^  dp  " — '  f  " 
donc  l  •  jf  =  1  a  p"— '  =  1-  j  -|-  {n-^i  )'^'P  (car  le  logari- 
thme d  une  puiflànce  d'un  nombre  éftégal  au  produit  de  Texpo^ 
fant  de  la  poiilànce  par  le  logs^rithme  de  ce  nombre  )  =  1  •  i  x  -|~ 
J4  l- loo. .Mâisl*  ioo  =  z,l  i;.r=i  •  o  7918 i^doncle loga- 
rithme de  i  oui  •  jç =1  •  C7^  1 8  i+z8=î^  •  07^  1 8  i,qui  répond 
â  1 1000  000  000  000  000  000  000  000  000  o^  nombre cherclié» 

DES     EQUATIONS. 

^5.  La  raifon  d'égaHfé  qui  fe  trouve  entre  deux 
quantités,,  s'appelle  équation  ,  on  l'indique  par  le 
ligne  =  ;  aînfi  7  +  5  ±=  i  ô  éft  imé  équation.  La 
quantité'  qui  fe  trouve  à  la  'gauche  du  (ïene ,  fe 
homme  le  premier  membre  dé  réquation\  celle  de  la 
droite  en  eft  \t  fécond.  L  objet  des  équations  eft  de 
faire  connoître  la  valeur  d'une  ou  de  plufieurs  quan- 
tités inconnues  qui  entrent  dans  t'équation.  :.  voici 
un  principe  dont  on  peut  faire  un  grand  ufagè.      ^ 


MM 


tf^i  Principe  Fondamental.  U^^a:  q^aniités 
égales  rejleront  encore  égales  y  fiûfi  leur  ajoute  j  ou 
Jion  enjoujlrait  des  quantités  égales  ^  Ji  onles  mul^ 
tiplie  j  ou  Jî  on  les  divife  par  des  quantités  égales  ; 
fi  on  les  élevé  à  des  puïjfartces  égales  ;fi-çnen  extrait 
des  racines  égales  j  ou^n^orcfi  l*on  change  :ti>us  l<s 
fignes  de  Vune  &  de  Vautre. 


i 


1 

a  _ 

du  fecond  degré ,  fi  Je  plus  ^grand  lexpofajîtlde  in- 
connue efl:  1  ^  du  troifiéme ,  s'il  eft  == }  ;  Sec  Mais 
s'il  y  a  plufieurs  incoiinues  ,  le  degré  de  réqûation 
s'eftime  jpar  la.  plusibreefQmme  que  peuvent  faire 
ies  expo£ms  des  inconnues  dans  un  même  terme. 
Les.qXiantités  connues  font  ordinairement  défi^nées 
>ar  les  premières  lettres  ^i^^v&CA de  l'alphabet;  & 
es  quantités  inconnues  par  les  dernières  x^y^u^Scc. 
Aiofi  dans  les  cquatioinsyrir:iî=rf-4-rc,  j==<>-+-a 
(  qui  font  du  premierdégré  ) ,  a?*  —  x?ssa ,  x.^.  •+• 
y^  ç=zd  ;  4ry  —  ^^  =5?  a  (  qui  font  du  fécond  degré  ) 
les  inconnues  font  x^My^ 

Réfoudre  les  équationSjC'eft  trouver  les  valeurs  des 
;nconnuès^*ellés  contiennent  :  poiur-^^la^  s'il  n'y  a 
qu'une  éqi^tion  Se  unèincQnnue,irfautfaireenforte 
que  l'inconnue  rêfte  ieule  dans  un  membre  toutes  les 
incjonnues  fe  trouvant  dans  l'autre  membre  ;  par  ce 
moyeji  l'inconnue  Reviendra  connue  ,  puifqu'elle 
feraég4ieà.  une  quantité  conniie.  Spit  propofée  cette 
équation  gx  •+•  a  -*- j/  ==/.  J'ajoute  a  l'un  &  à  l'au- 
tre mi^mbre  h  quitntité  -+•</,&  j'en  fouftrais  la 
qu^nnté  a  { ce  qui  pat  le  principe  fondamental  ne 
ûétruijrpis- l'égalité) ,  ^' j'ai^x-Hr^  —4 — ror+'daes 
/-t-  d-r^ayOïx^eti  réduifantjj'ai  £^x  =?:?/-+- flf  — a. 
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I    ■  J.I  '   * ' — •" — "^"^ ' — • ~" — __— _^ 

Maintenam  je  divifeles  deax  membres  par  ^^^  & 
j  ai  —  =3c=  -. ,  bu  Jf  = •  Si  j  avois 

f  équation  — r  -}-  </  sss  ^ ,   j^  multiplîerois  Tun  & 

Jtw%  11** 

l'autre  membce  par  ^  pour  avoir h  ^rf  =s=:  ^^  * 

ou  ,  en  réduifant ,  i^-+-<zc/^===i2£r/Divifant  eiafuire 
tous  les  terixies  par  le  multiplicateur  de  lançon- 
nue  X  ^  noiis  appelleront  ç^Vmultiplicateur  y  quel 

qu'il  {oiV  ^  hf  Coefficient  de  f  inconnue  ).,  fai  — -  -+» 
-3-  =  -7',  pù^Tf--vr=r7-.  De -la  nou^  tirons 

cette  règle- g^n^rdie*  Pour  faire  pafep  ane  quantité 
pojttive  ou  négative  d'an  membre  dans  un  d&tn ,  il 
faut  reffacer  dans  le  membre  oà  elle  efi'\^€f  Péùriré 
dans  Vaùtfe  membre  ûvic  un  fi^ne  contraire  ;  p&ur 
àé gager  une  inconnifie-  de^farteoeflictent^  il  faut  la 
ic^erfans  ce  coefficient ^  &'dtiÂifer  les  autres  tttMes 
de  r équation  par  ce  coefficient*  Mais- ptn^  dégager 
une  in-comme  de/on  div^^ur  ^  if  faut  la  làiffer/ms  ce 
divifeur  J  &  multiplier  les  autres  termes  de  V équation 
parcédivlfeùr.         ,    .      ,     .   . 

^5.  Si  l'avôisles  deux  équations  Ari4»;yîÉtis<r  , 
X  -"^  ly  ssaby  je  prendrais  k^ Valeur  d'une  delin** 
Connues  dans  l'une  de^deûio  équations  précédentes , 
en  laifTaht  c^tte:  inconnue  'feule  dans  uii  membre. 
SttppofoHS ,  p^r  exemple ,  quejfe  prenne  la  vafeuï  de 
X  daîîs  la  féconde  ,  j'â«ïrai'««ft  tranfpofaire ,  a?  ===  A 
•4-  ly  (par  la  règle  prëoédente-y.  Sabftituaftt '3*+^i^ 
à  la  placé  de  x  dans  Ja  pirenikre  équation ,  il  vien^ 
dra  b  ^  ly  ^yssi  a^  ôû  i  ^  jj  î=3j  tf  ,  dû  (en 
tranfpofant  )  jy  «5=5  a  -^  ^ ,  &  (  en  divifâîit  )  j  astç 

—,  Siibftituaût  cette  valeur  de  y  dans  Tune  de$ 


U  I  |>  I.     WJ 
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deux  calfations  données  (il  eft  indifférent   dans 
quelle  des  deux  onfubfticue  )  ^par  exemple  ^Adin^  la 

première  on  au3ra.x-4-— ^t=<2,  cramporant 


1 1  » 


*   ifi 


.•î  \   'V. 


a  —  h  xa  —  a  -4-  B 

on  trouvera  x=  j  -—  (  ~-i-  )  ^= 

Si  Ion  avoît  trpis  inconnues  &  trois  équations  , 
on  prendroit  la  valeur' d'une  de  cts  inconnues  dans 
une  des  ttois  équations  >  &  la  fuftituant .  dans  les 
denix  autres  ,  il  en  çéfulteroit  deux  équations  avec 
deux  inconnues  tout  ajd  plus.  Or,  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations ,  IW  trouveroi't  aifémentlâ  va- 
leur de  ces  inconnues  j  &  fubftituant  ces  valeurs 
danfe  une  des  trois  équations  qiii  renfermerqit  les 
trois  inconnues,  on  auroit  facilement  la  valeur  de. 
lisftfoifîcme  inconnue.  Si  Ion  avoit  quatre  încon* 
mte^^â^  quatre  équations,  en  prenant  hiTaieurd'utta 
des  inconnues  dans,  la  première ,  &  la  fubftiwiant 
dans  les  rrôis  autres ,  on  auroit  tout  au  plus  trois 
èi}iiatlbni*&:  trois  inconnues ,  dont  on  trônvéroit  la 
valeur  par  le  moyen  de  "ces  trois  équations!  Subf- 
Ôt^u$ni.Ci$tte Valeur  dansinae  des  quatre 'pc^fnieres 
équations.  Ton  auroit  la  valeur  de  la.  giiatriéme 
iifcotthae  ;  &  ainli  de  fuite  pour  un  pluf  grand  nom- 
d*équaci(5ns  &  d'intonnues.  r  ^    ' 

Si  i'î'vois  réauatîort  V^ AT  =  a^  4-  ^,  en^él^vant 
i^A^^uté  les  aetïx  inetnbres  de  cWlt'i^f3eixvQtk  ^ 


cette  autre  équation  a?*=z  5,  en  prenant  les  racines 
quart ées, |*aur ois  %/3f».5a=i  y  i5  (V-b^n^.  ^6  ) 
«s±;  5.  En  effet  -h  5  X  -^-  5=5—5  X  —  5= 

I4 


X' 
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2  j.  M^îs  fi  j'avois  l'équation  x^  -+•  ^^^  c=  ^*^ 
il     faudroiç    compléter    le    premier    membre    , 
c'eft  -^  à  -  dire  ,    rendre   le  premier  membre  "  un 
quarré  parfait  y   ce   qui  fe  fait  eQ  lui  a|<ititanir 
le  quarçé  <le  la  moitié  du  coefficient  de  a:  j  mxis  iJi 
£iut  faire  la  mcme  addition  au  fécond  membre , 
^fin  que  l'égalité  ne  foit  point  détruite.  Ain(î  nouj^ 
aurons  x^  -+■  tax  •+•  a*  =  ^*  -+•  û»  j  or  il  ^ft  vifi- 
ble  que  le  premier  membre  eft  un  quarré,  favoir  , 
celui  de  a:  •^-  ^j  Prenant  donc  la  racine  quarrréç 
dé  parc  &  d'autre  ,  j'aj  A^-t-^=c±  \/^^  4.4^3  Sç 
en  tranfpofant, x  ==? — a:^  \/.J^ZÇ^.  Si  ^  ==  j  ôc  ^ 
=  4  j,  l'on  ^ura  a:  ==  -^  j  dt  V  ^5  *  ou  jc  =  —  j 
Hh:5,ouA:=:2&A:  == —  8.  Ce  qui  fait  voir  quç 
toute  équation  du  fe<:ond  degré  a  dçux  racines  j 
mais  pn  entend  ici  par  racines  les  valeurs  de  l'in- 
connue.   Si  î'avois    l'équation  —  ax^   -|-  î.4?^a? 
ip=  ^ ,  ' je  dégagerais  x^  de  fpn  çoefEcienc  ,  ce 

qui  me  donn^oit  -^^  Jf^  -j-i^zats^e: — ,   En  Jfe^ 

.  ,      •  .  <<         .  . 

cond  lieu  |e  rend  rois  x^  pofitif  en  change^^it  tous| 

les  lignes  de  Téquation  ,  çé  qui  (^4)  ne  détruit 

point  l'égalité  ,  pour  avoir  r^  x^  -r-r  i<^  ==  ^-r- 

^ —  }  ajoutant  matntena9ic.de  part  &  d'autre  le 

quarré  de  la  moitié  de  —  \a  j^  coefficient  de  x  ^ 
e  eft -à-dire^  le  quarré  de  —  a  qui  eft  a^  ^  j,  auroiâ( 

x>  — x.xax-^a,^  =3— --^-4- a*.  Prenant  mainte-^ 

nant  la  racine  quarrce  de  l'un  &  de  l'autre  membi'e» 

h  h 

j'ai  pç  T^a  ?=:  ±  \/  (  -- -^  -+•  4<r  ). Si—  eft  plus 
jieçit  que.  a*  ,  Jq^  deux  racines  <bnt  réelles  »  fi  -r 


-   "•«.■-■•N.Jn-d.l»»»  .     4^    ' 


eft  plu$  grand  qua  i;:^  ,i  les  deux  raeines  font  ima^ 

ginaires  j  car  foit  — • h  (Ut  =î— ^c,  on  aura  xs=t 

f-J-^rh  V^  — ^ ce; or \/— r ce eft  (3^)unç  ^uancitç 
imaginaire.   Sî  t-^  =  ^ a ,  alors  -r-  —  +  ^  r=  o  ^ 

&Ar=H-ûi:  V^>^^  ^=  -l-^d:o  , c'efirà-dire  ^ 
qu^alors  les  d^\i%  racines  font  égales  chacune  i  la 
quantité  â«  > 

66.  Faifons  maihtôniuit  1  application  de  ce  que. 
nou$  venons  de  dire  à  quelques  probtèmes.j  mais 
auparavant  difons  uxi  mot  de  la  manière  de  mettre 
une  queftion  en  équation.  Pour  mettre  un  problème 
en  équation  ,  ii  faut  le  traduire  en  langage  algébri- 
que y  or  pour  cela  il  faut  exprimer,  par  le  moyen  de 
Talgehre ,  les  quantités  foit  connues ,  foit  incon^ 
nues,  qui  entrent  dans  le  problème,  &  les  rap^ 
ports  qpe  ces  quantités  ont  entr*elles. 
.  •  Proslemb  h  Etant  donnée  lafomme  i-ûû  de  deujc 
nomires  y  &  leur. différence  ^0y  trouver. ces  deux  nom-^ 
ires.  Soient  'x  le  plus  grand  de  ces  nombres ,  y  le 
plus  p^tit y  a=^iQ6y  )os=s  i.  Par  la  nature  du 
problème  nous  autons  la  fomïne  ji?  H«  j  =  ^ ,  &  la 
diflfôrencede  ces^^mèm^s  nombres,,  favotr.,  x — y^ 
=  3.  Sî,nous  ajoutons  le  premier  membre  de  k 
première  équation  avec  celui  de  la  fecoiide ,  le  fe-*: 
€on4.IP^imbre  dêlapremiere  avec  le  fécond  de  Tau*^ 
tre,,cjeLqui  eft  tfès-perinis,vpuifquoïi.n;e.ferit  qua-^ 
jouter d#f  quantitéségales  à  des  quantités  égales  ,. 
nous  aurons  x-^y  <+  x  — y  zcsa-^.b  ,,QU  %x  == 
a^f^i  X  ^i  en  divifant  les  deux  membres  de  cette 

équation  paç  i  )  je  ;=p = 1^  — .  Mais  fi 


Qt^  te^anchel^  fecionde  éqvation  ^  -r-^  ===  ^  de  la 


/ 
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première» AT'H^yis  a^  te  |)Kemiér  membre  da  pr 
mier  m^emhre  le  fécond  du  fécond:,  il  viendra, ^c 
^  -^  X  -\-'y=i  a  —b  ,  ou  ly  =szà  —  ^  ,  ou  (  en 

divifant  par  i)  y  ^= -^ =^  — :^— — •    Ccjl -  i- 

iire  j  quêtant  donnée  ta  fomme  &  la  différence  de 
d&ix  quantités  j  la  plus  grartde  -âe  ces  quantités  eft 
égale  k  la  mjùk'U  4^  là  forume  plus  la  moitié  de  Ta 
différence  ,  la  plus  petite  étant  égale  à  la  moitié  de  la 
fommc  moins  la  moitié  de'  la  différence  vzihCi  dans  le 
cas  du  problème  ie  plus  gtàhd  nombre  jr*  eft  =  ^ 
-+-  iî  3=-s  5 o  -f- 1 5  =:i  ^ j,  &  le  p4us  petit  nombre 

-  PriOBLpME  li.  Pierre  y  Jêdn  &  Jacques  ont  chacun 
an  certain:  nombre  de  louis  j  Pierre  &  Jean  en  -ont  enr 
fsmble  vingt, i  Pierre  &  JacqUês  en  ont  quarante^ 
mais  Jean  &  Jacques  n'en  ont  que  trente  à  èiix  dèax^ 
On  demande  le  nombre  dèiéuls  de  chacun  en  pàrticu-^ 
lier.  Soit  x  la  fomme  des  kmis  de'^Pîerre ,  ^  de  Jean 
&  de  Jacques.  Si  de  ce^ii^r^fômmé  Ton  retranche  lé 
ïiombr-e  idsss^iilreftera*^-— ^porurles-loui^^  Jac- 
ques* Dem)foï0fidè;fOhl:^tr'a3féhe4o=«=j*on  àut^ 
-*—  ^  pour  les  loiiisde  Jean^ônfinjfi'de  x  nôu^'retrhn-i 
chons  ^QnszCy  nous  attrotis  x  — -  cndmbre  de  ternît 
dé  Pierre.  Mai^  ces  trois  ndmbt^b^  doivent^vàldif 
autant  que  la  fomtne  jr  ;  doiac  nous  autoié^ré^ui^ 
rion  {x-^a)  H^  {x -^h^')  -^  {x-^c)  tà^-x  ; 

i .—  c  3=fi:  A? ,  oi(-,  en  trâkfpofânt/;  ^x^^x'^d 
-4*  ^  -4-  ^  ,r  &  en  tfanfpofaftt  énôbre.  ^•x'^^^'^x  =s  a 
-4-^4-^  ,   ou  IX  =ï^  ^  b  *4^  €  ,  ou'ar'^îât 

i.^ L_  =3  rry,  '  ^    T/-  =:^jt<  t  dôiic  fe- ttOmbiTe 

X  -  X  ~         .  .         . 

OP^-^a  des  iouk  de  Jacques  fera  tti^  j— ^jLotoiij ,  té 


IHMft 


Q  A  tùvft;. 


M^ 


«■ 


90ffiibre  -X] —  i  def  lôûis  «te  Jôjui  étant  =ctr  5  j  miis 
ceïrti  des  lo«i»de^  Pierre ,  favdk:*-^  c^  ffefa  ±=±=  i^j^ 
-  '  Pil.o»KEMB  IIL  Tuius  voulant  donner  mt  ctrùunc 
foTnmeà  un  nombre  déterminé  de  pauvres ^afçmarq^i^ç, 
quil  lui  fnanqaok  ^  fols  pour  que  chacun  en  re^ût  ^  jf 
mais  il  a  remarqué  aujjî  quil  en  avoit  j  de  refte^s^Ufê 
çpnttnt&it  d'en  do^^^.  ?.  à  chacun,,  Qn  dem^tnde  le 
nomi^r'^  de  fols  <&  celui  des  p^zuyres  ?rSoij  x  le  nom-- 
Sre  des  pauvres  ^-,j>uifc|u'en  youbnç  cjQnner  3.  foU 
i  chacun ,  il. en  manque  8  ,  le  nomJue  des  fols.eftr 
àonc  ^x  - —  8  j  mais  a  caufe  qaen  donnant  z  Coh  i 
chaque  pauvre ,  il  y  eh  à  3  de  refte/le  nombre  des* 
ifols  eft  évidemment  ia:  H-  3  ;  donc  3  jc  -^-  î  ==  i'x 
-+-  5.,*  tranlpôianï.  I — 8  dans  le  fécond  membre  & 
iAT.dans  le  premier,  il  vient  zpê  —  ^:t:=s:^-  i  i,où 
3e  ===  1 1 .  U  y  avoit  dorfc  ï  i  pauvte's  )  Se  par  confé-4 
Client  lè  nomttede  fols'iA;+  j  e{l==.2  5. 

Problème  IV.  V/î  chierf  voit  partir  un  îïeyre  à 
100  toifes'  de  dtfiance  ,  on  demande  à  quel -p oint  il^  te 
prendra  :  on  faîi  feulement  quil  parcourt  trois  toifès 
âànà  te  tems  que  le  lièvre  en  parcourt  deux^  SoitVz 
s==t  ï 6'6 y'my=^' 3 ,  h  ==2  ,  X  le  chemin  ique  fera  10 
iievre  avant  d*être  pris  j  il  eft  vifible  qite  le  cheftiin 
cfxe  doit  faire  le  çhién  eft  û+  :c.  D'un  autre  cotç 
té  chemin  que  fait  le  chien doitètré  à  celui  qné  fait 
le  lièvre  dans  fe  même  teftis,  coftime  la  vîtefle  du 
thfen  «ft  à  eeltd  du  lie vte ,  ou  comme  m  :  72  ;  donc 
a  ^  X  l  X  II  ni  \  h  '^  ic  en  faifant  le  produit  dé§ 
S^Xttêffies  &  celui  de  moyens ,  mx^ss^z  na^-^nxycsa 

=  «^v  &  en  divifant,x  s= 


na 


mx 


nx 


c'eft- 


i^ire ,  que  le  chemin  que  doit  faite  leïievre  avant 
-êtttte  pris ,  '  eft  ^gàl  au  produit  de  la  diftance  qs* 
'«*eft  tïoavée  àù  ceinixïencenïeflt  de  k  ceurfe  eitcrt 


MMk 
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hii  &  le  chien  >  malcipUée  par  h  vîc^iTe  àa  lièvre» 

en  divifant  ce  produit  par  la  différence  des  vîce(Ies«. 

Aind  dans  le  cas  AippoCé  le  lièvre  fera  pris  après 

avoir  parcouru  le  diemin  jç  =  - — ^  =ip  =  ioo 

toifes.  '   <: 

•  Sionfuppofoit  m=n  ,  il  eft  vifible  que  le  çHîén 
né  pouroit  jamais  atteindre  le  lièvre  ,  à  plus  forte 
raifon  cela  arriveroit  fi  m  écoit  plus  petit  que  tz. 

Problème  V.  Un  père  ayant  té  triple  de  Vage  de 
fon  fils  s'en  chagrinpit  ^  le  fils  pour  le  çonfoler  lia 
dit  :  cher  pere'y  attende'[encore  2Q  ani^  &  vous  narrer 
que  le  double  de  mon  âge.  On  demande  rage  du  père 
5»  celui  du  fils.  Soit  a'==^  10  ^pç  l'âge  du  fils  j  dond^ 
par  la  nature  du  problême  »  1  âge  du  pece  qui  doit 
ctïé  triple  de  celui  du  fils  ,  fera  j^t:  »  au  bout  de  zq 
ans ,  celui  du  fils  fera  x-^-a  ^  éc  celui  du  père  ^x 
•^  iz  ;  mais  alors  celui  du  père  doit  être  double  de 
celui  du  fils  :  donc  j  jt:  -{-  û==  1  fois  (a:4-^)  =  xx 
■4-ia.  On  a  donc  réqiiation  ^x^a^=^ix-\'%a^  Eu 
cranfpofant  a  dans  le  fécond  membre  ,  ^  ia;  dans 
le  premier ,  on  trouve  jx  -^  ix=ti  ta  —  a,ovix 
:?=  â=s  20  ;  ainfi  le  fils  avoit  10  ans  ,  &  le  père 
é^o.  En  effet;  dans  zo  ans  1  âge  du  fils  fera  40  »  Sc 
celui  du  père  ^o^  double  de  celui  du  fils. 

Problème  VI.  U/i  père  faif ont  fon  tefiament  veux 
que,  V  aîné  de  fies  fils  reçQÎve  TO$a  liv.  &  le  ^  ditrefte-; 
le  fécond  200a  liv*  ^  le  j  du  refie;  le  troifiémt  ^009 
liv,,  &  le  ^  du  refie  j  &  ainfi  de  fuite.  On  demande 
le  nombre  dès  enfans  j  la  part  de  chacun  &  le  bien  du 
père ,  on  fait  feulement  que  les  enfans  recevront  au^ 
tant  Vun  que  Vautre.  Soit  x  le  bien  du  père ,  a  =±? 
iQQo  liv.  torfque laïué aura  pris  iqoo  liv,  le  ççftç 
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1-fI 


<^0m.m 


du  bien  fera  x  —^a^  dont  le  ^  fera , qui, ajou- 

te  à  a  ,  donnera h ' 


7  7  7 
s=: ^  part  de  1  aine.  Ocant  cettd 

.   /  ,        ,,  X — 6a         Tx — X — 4a 

quantité  de  x^l  on  aura  x ' = —  =s 

T — : — ,  refte  du  bien  du  perc ,  le  premier  fils  par- 
tagé. Le  fécond  doit  prendre  la  fur  ce  rêfte,  Ôc  de 

plus  le  7  du  refte.  Otant  donc  la  de ,  on  ^ 

7 

2tz  = : — 1-  = .Le  I  de 

7  7  7  ^ 

cette  dernière  quantité  eft divifé  par  7 ,  ou 

.  Ajoutant  ia  Ton  aura  la  part  du  fécond  = 

6x — loa  584-l-tfx — lea         7Stf+^:c  "    _-  . 

j^^-l =  — , ,  = ,  Mais 

4^  4^  49 

k  portion  du  prenûer  doit  être  égale  à  celle  du  fé- 
cond. Donc  — —  =  -^ .  Multipliant  les  deux 

7       .7x7  ,     . 

membres  de  J'c^uation  par  7  X    7  &  réduifant , 

Ion  a  7Jf -+-41^=3  78^ +  ^a:.  Tranfpofant  ,41^ 
du  premier  membre  dans  le  fécond  &  6x  du  fé- 
cond dans  le  pri?mier  ,  il  vient  yx — 6x  ==  78a  — 
4i^ ,  ou  Ji:=  j(>fl=  }(?ooo  liv.  bien  du  père.  Le? 
premier  fils  prend  i  000  liv.  &  le  |  du  refte ,  c'eftr 
a-diré  1000  livt  -+■ -^-^—^  liv.  oui  Ojop  liv.  -h  5000 
l,=p  dooo  1.  ;  donc  la  part  du  premier  &  celle  de 
chacun  des  autres  eft  ==  ^ooo  liv.sDivifant  le  bien 


H-*.  ■  .4J,Mm 
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4p»^ 


du  père  3  tfooo  liv.  par  une  des  portions  ==  ^000 
liv. ,  le  quotient  6  fera  connoître  le  nombre  des 

Problème  VII."  Qudejllc  nombre  qui  muhiptié 
par  10  donne  le  tiers  de  fon  quarré  ?  Soit  x  ce  mem- 
bre^  a  =  I o,  i  n=  3,  On  aura  par  la  nature  du  pro- 

blcme,aji;=—.  Multipliant  l'un  &  l'autre  nom- 
bre par  b ,  &  divifant  par  x ,  on  trouve  ab=^x=^i  o» 
Problème  VIIL  Pizrra^erj^«  </<rax  parties  y  en 
forte  que  le  quotient  de  lapins  grande  par  la  plus  peti- 
te foit^^s*  Suppofant  ^==5,  Jirlaptus  grande  partie, 
a-^  x  fera  la  plus  petite.  Par  la  nature  du  problè- 

me  — —  =s  a\  donc  (  en  ôtant  la  fradlion  )  xsxsm  x 

[a — x)  =î  a^ — ax.  Tranfpofant  —  ax  dans  le'prê- 
mier  membre,  il  vient  x  ^-  ax^s:^^^  ou  a:  x  (i4-^ 


a^ 


=  <z^  :  donc  pc  ==  — — ..  Pour  avoir  la  féconde  par* 

tie  a  — jiTjjefubftitue  la  valeur  de  Ar,ce  qui  me  don- 

tiQ  a  — ^^  = — t (en  réduifant  a  en  ime 

a+i,  tf  +  i 


ffaélion  ,   dont  le  dénominateur  f©it  a  -4*  i  ) 
-     •"  ^  donc  h  première  partie  =  y,  ^  ^^  fecoiidô 

c=  i.  On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  femblabies 
oh  trouvera  la  plus  grande  de  j  deux  parties  endi- 
vifant  le  quarré  du  nombre  propofé  par  ce  nomèire 
lui-même  augmenté  de  l'imité ,  et  -la  plus  petit»  en 
divifant  le  nombrepropèfé  par  ce-nottœre  augmei^t^ 
de  l'unité. 

Problème  îX,  Si  Von  doubloit  lé  nombre  de  met 
icus  j  difoit  un  lK>h  homme  ,  /m  donnerais  s  y  <^ 
qui  fut  fait  i  toHcontinua  de  ptê^niej^fqdàia  eroifil* 


n  II      i_  Il  I         II  iw— — «— a^M— ^ 

Calcul.  I4j 

me  fois  quU  ne  lui  rcjla  rkn.  Quel  éfoit  le  nombre 
defcs  écus  ?  Soit  x  le  nombre  cherché ,  en  dou- 
blant l'on  aura  ix ,  d  où  ôtant  3  >  il  reftera  xx —  j^ 
£n  doublant  ce  premier  refte,  &:  ôtant  3  ,  il  vien- 
dra j^x  —  6  —  j  =  4;k*  —  9.  Doublant  encore  Se 
ôtant  3,  il  vient  enfin  ix- — 18-7-3  »  ou  8jt —  n 
qui ,  par  la  nature  du  problème  ,  doit  être  s=  o  j 
donc  Sx-  -^  z  I  =  b ,  ou  (  en  tranfppfont )  ix  =  i^ 

&  (  endivifant)  x  = —  :s=  1  +  j  j  c'eft*à-dire  qu'il 

avoir  1  écus  &  \  d'un  écu^ce  qu'il  eft  facile  de  vérifier. 
Problème  X,  Un  oncle  dit  àfon  neveujfai  dans, 
ma  main  un  certain  nombre, d' écus  que  je  te  donnerai  j 
fi  tu  devine  combien  il  y  en  a.  Le  quarré  dt  ce  nombre. 
— jffois  ce  «o/TzAre  ^=r/.  Soit  :e  le  nombre  cherché, 
fon-  quarré  fera  ;r*  ,  le  quadruple  de  ce  nombre 
fera  ^x.  On  aura  donc  x^  —  4^:  =  5 .  Prenant  le  . 
quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  ;ir  {  (>  5  )  &  l'a- 
joutant départ  &  d'autre,  j'aurai  x^  —  4:1:  -+-  4  = 
j  -4-4  =  9.  Prenant  la  racine  de  l'un  &  de  l'autre 
membre  ,  j'ai  x  - —  i  s=  i:  \/  9  5=5?  ±  ?  >  &  (  en 
tranfpofant  )  jk:  ===  2  zt  3  ,  c'eft-  à-^dire  ^  y  =  5  ,  fie* 
X  =  —  I .  Il  eft  évident  qiie  la  première  racine  don^* 
ne  lafolution  du  problème  dam  le  fens  qu'il  eft  pro- 

E^oié^  car  le  quarré  de  5  ,  moins  4  fois  5  .eftï=5 .  Maii 
?i  féconde  racine  — i  réfput  cette  queftion  impli-î 
citement  jenfermée  dans  réquation ,  qu'elle  eft  le) 
non^bre  négatif  dpiirle  quadruple  étant  retranché* 
de  ce  nombre  ,  le  réfuUat  fejra  i  .Si  l'on  avbic  de-r. 
mandé  que  le  refte  fût  ==  —  i  j  ,  on  auroic  trouvé 

La  racine  de  —  9,  étant  imaginaire  ;  puifqu'il  n'y 
a  aucuîT'Jiombre  qui ,  multiplié    par  lui- même  ,. 
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X  •—  3) >  il  s'enfuit  que  la  jprobiêtaè  eft  impodiblev 
Mais  on  eft  ceiifë  avoir  réiblu  un  problème,  quand 
on  a  démontré  qu'il  eft  impoifible. 

Problème  XL  Etant  données  deust  ijuar^uésj  tm 
trouver  une  trçijîéme  qui  fait  en  proportion  harmoni* 
que  avec  les  deux  premières.  Soient  ^  &  ^  les  quaii^ 
tités  données  ^  &i  x  \x  quantité  cherchée.  Par  la 
nature  de  la  proportion  harmonique  (40)  k  diffé- 
rence de  la  première  quantité  à  la  féconde  doit  erre 
à  la  dilSTérence  de  la  féconde  à  la  troifîéme  ,  comme 
la  première  eft  à  la  troifiéme  j  donc  à-^i  i  A  —^  • 
X  II  tf  :  ic,  fi  eft  a  ]>i5  mais  fi  les  quantités  vont 
^n  augmentant^  l'on  a  è  -^  a  l  x  -^  b  il  a  t  x\ 
Donc  en  prenant  le  produit  des  extrêmes  S:  celui 
des  moyens  ,  on  aura  dans  le  premier  cas  ax  —  ix 
s=  ai  ^^  ax ,  &  dans  lô  fécond  bx-^^ax^s^ax  — 
ab  i  mais  l'une  &  l'autre  équation  donne  lax—^bx 
a=:ab^Sc  en  divifànt  les  deux  membres  par  ia--^b^ 

ah 

on  trouvera  x 


'  Si  les  deui  nombres  àicb  font  4  &:  éT ,  le  liom- 
bre  cherché  x  ferz.  zs=:  ^  :==:  n.  Si<2==:j5  &*== 
ai  ,  on  trouvera  x  ==  t^.  On  continueroit  une 
progtèffion  harnionique,  dont  on  connoîtroit  les 
1  premiers  termes  >  en  cherchant  d'abord  le  troifié- 
me, &  enfuite  le  quatriéme,par.le  moyen  du  fécond 
&  du  troifiéme,&  ainfi  de  fuite.  On  trouvera  même 
que  fi  on  divife  fuccefiivement  une  même  quantité 
a  par  les  termes  d'une  progreflion  arithmétique 

-  •-  .su 

^  i .  A  4*  </'.  ^  -I-  idêcc.  Les  auçtients  -—  ^  -j — -  ^ 

v\'\  y &c.  feront  en  progreflion  H vmonique. 

pROKLiME  XII^  JE  tant  donnée  ia  Jhmme  '^e  dtàii 

nombres 
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f^ombres  avec  leur  produit^  trouver  ces  nombres.  Soit  la 
fbmme des  nombres  =  a ,  leur  différence  =  x'^Xq 

plus  grand  fera 1 ,  &  le  plus  petit » 

'—  (  problême  I  ).  Leur  produit  étant  fuppofé  =  b^ 

lîous  aurons  — -— ^  —  =  b  ;   donc  a^  -^-^  x^  =22 

4  4 

^l,  ^  ^2  — ^b  =b  ;t:2  j  prenant  les  racines  &  traiif- 

pofant,  il  vient  Jc  =  ib  y/  {aa--^  ^b).  Siû==i.4- 
^  =±  4§  ,  on  aura  a:  =  zt  1  ,  &  les  cleuk  nombres 
feront  7  -+?•  i  &  7  — i  ,  c*eft-à-dire  8  &  (>.  Si  ^  = 
4  &  è  =  5, on  aura  x=^-+lV —  4  >  quantité  ima- 
ginaire qui  fait  voir  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  nom- 
bres ,  dont  la  fomme  foit  4  &  le  produit  5 . 

Problème  XIIÎ.  Un  marchand  ayant  placé  icoooo  livres 
dans  un  commerce  ou  il  perd  ^  a  trouvé  la  féconde  année  jon 
argent  diminué  des  -^  du  total  de  ce  quil  étoit  après  ie  pre^ 
tniere  année  ,  on  demande  a   combien  pour   lOQ  fe  monte  lu 

perte  par  an.   Sbit  looooo  lîv.  e=t:  a^  —  ==«  ^,  &  xlt  nom- 

bre  chercy.En  faifam  cette  proportion  lob  :  100 — xwaïa-K 

.  ^^         .=z=tf  xfi —)  »  ce  quatriéttie  terme  exprimera  ce 

100  100  ^ 

que  devient  la  fomme  après  la  première  annéee;  Si  Ton  fait 

X  I OO"     X 

maintenant  100  :  100  —  x  ::  a  *  li -— )  :  — r~T~  x^ 

^  100  100 

ÎOÔ X 


ÎOO 


y  AT    .     ,  X    .  (  ipO  X)^ 

^       100  loo'  îoooo 

t=s<2  X  ^^ — "TT       (  ®"  faifant  d  «=  100  ) ,  la  quantité  a  x 
\-       ^    exprimera  ce  que  devient  la  fomme  a  après  la  féconde 
année  j  mais  par  la  nature  du  problème  ,'  cette  quantité  eft 

cgale  à  tf  X  ^ diminué  de  b  ,  c  eft-à-dire  ,  qu'on. 

^  100 

«i       .  (d--x)^  id-^x)  , 

a  léquation  a  x  ^ — ^i^  «*  tf  X  -^ — ^ — ^  —  ^  ,    ou 

Tome  /.  K 


i«N 
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f^ni^iL+ifl  =  .^^-^f-^^  (  en  réduifant  b 

ûdd —^  ad  X  —  bdd  /  t  •  !•       t  t 

fraûion  )  = -73 (en  multipliant  le  numérateur 

'  dd 

&  le  dénominateur  par  <£,  ce^qui  évidemment  ne  change  point 

a  valeur  de  la  fradtion  )  ;donc  ôtant  le  divXeur  commun  ad^  ce 

qui  ne  peut  altérer  l'égalité ,  tranfpofant  tous  les  termes  af- 

fe^és  <w  X  dans  le  premier  membre  &  tous  les  auttes  dans  le 

fécond  ,  on  aura  axx  —  %adx'^  adx  =  add —  add  —  bdd 

B=.  —  bdd  i  donc  réduifant  le  premier  membre  &  diviCmt  par 

bdd 

a^  x^  —  dx^=^ .  Ajoutant  de  part  &  d'autre  &  d'au 

tre  le  quarré  de  la  moitié  ducoeificiènt  de  jf ,  on  ax*  — ^dx-^* 

dd               bdd    ,    dd       ^  .  •        j.        •  *, 
1 ;   &  prenant  les  racmes  de  part  & 


4  tf  4 


d  /       bdd     t     dd     „  r     r 

d'autre  ,  * =  ±  W  —  —  +-7"»  &  en  tranfpofant. 


dd\       d    ^    d        /  4h       d    ,    d       /""  \6â 

d    .     d        /  iT        d    ,    d     y.         d    ,     d         f 


x^^^' 


ou  (  en  remettant  les  nombres  à  la  place  des  lettres  )  jt  =  50 
±  50  X  75donc*«=  50+  30  s»  80  ,  &  x=  50  —  30== 
io.  Ainfiil  y  a  deux  folutions ,  c'eft-à-dire,  que  la  fomme  pou- 
voit  perdre  80  pour  100  ,  ou  feulement  20  *.  Mais  fîl'on  fup- 

pofoit ^  = — ,  on  trouveroit  x=à  ^o  zïz  fo  V  —  ?>  quan- 
tité imaginaire,  c'eft-à-dire ,  que  les  deux  valeurs  de  x  feroient 
imaginaires*  Il  eft  donc  impoffible  que  la  fomme  foit  altérée 


*  Dans  le  fécond  cas  la  fomme  devient  80000  1.  après  la  première  an- 
née «  &  64000 1.  après  la  féconde  ;  mais  80000 1.  t  16000 1.  »  80000 1. 

-  — .  Dans  le  premier  cas^  la  fomme  devient  aoooo  liv.  à  la  premier» 

vuaéç  y  &  aooao  liv*  -^ —  «  4000  Uv»  a  la  féconde  année» 

*5 
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xTune  année  à  laucré  dans  Une  proportion  qui  Coït  telle  que 
<le  la  première  à  la'  féconde  année  ,  la  diminution  foit  le 
tiers  du  total.  En  effet  lorfque  dans  une  équation  du  fécond 
degré  Ton  trouve  pour  réfultat  des  quantités  imaginaires,  c'eft 
une  marque  le  problême  eft  Impoflible* 

Problème  XIV.  Deux  fourbes  coulant  uniforme^ 
ment  j  ont  rempli  un  bajfin  de  go  muidsy  la  première 
tn  coulant  pendant  j  jours  &  la  féconde  pendant 
j  jours.  Les  mêmes  fontaines  ont  rempli  un  baJfin  de 
é^.  muids  y  la  première  en  coulant  pendant  2  jour^ 
&  la  féconde  pendant  4  ^  quelle  eji  la  dépenfe  de 
thacune  par  jour  ?  Soie  x  la  dépenfe  journalière  de 
la  preniicre ,  y  celle  de  la  féconde.  Par  la  première 
condition  du  problême  Ton  a  3^^-1-5^=90,  & 
par  la  féconde  condition  zjc-+-4^  =  (^4.  Tranfpo- 
lant  4^  dans  cette,  féconde  équation ,  il  vient  ix 

ï=t  (j  4  —  ^yO\ix== — .  Tranfpofant  ^y  dans 

la  première  équation,  on  trouvera  jx  =  90  —  5^ , 

g^  j^  = ^&  enfubftituant  dans  cette  dernière 

5 
équation  la  valeur  de  :*:  trouvée  dans  la  féconde  , 

Ton  a =  '^— — ^.  Otant  les   fraftions  ,   il 

vient  191  —  ï2Ly  =  180  —  loj^,  ou  (  en  tranf- 
pofant  )  191  —  1 8o=t  i  ij)^  —  i  oy ,  ou  11  =  ly 
Scy  =  ^:=6,  Subftituant  cette  valeur  dey  dans 
une  des  valeurs  de  x  déjà  trouvées  ,  dans  la  der- 

niere  ,  par  çxemple  ,   1  on  a  ji;  = == 

=  ~  =  20  ;  donc  ;r  =  20.  C'eft-à-<lire  » 

que  la  première  fournit  20  muids  d*eau  par  jour, 
&  la  féconde  6. 

Si  lonfuppofoit  que  la  première  coulant  pendant 

K2 


rfBa 
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3  jours  ,&  la  féconde  pendant   5  ,  rempliflent  un 
baffin  de  }o  muids ,  &  que  la  première  coulant 
pendant  1  jours  ,  &  la  féconde  pendant  4  remplie 
Ibnt  un  baffin  de  1 6  muids  ,   Ion  auroit  alors  les 
deux  équations  fuivantes  3^-+-5y=3o,  1^-+- 

4y  =  16.  La  première  donne  x  = ,  la  fé- 
conde donne  x  =  '  '"^^^  Pour  trouver  la  valeur  de 

^ ,  i'cgale  ces  deux  valeurs  de  x  *  afin  d'avoir 

_.  iiZl?^.  Faifant  difparoître  les  fradions,  il  vient 

Co-'-r  I  oj  =  48  —  I  ij  >  &  faifant  paffer  tous  les 
termes  connus  d'un  côté  &  les  inconnus  de  l'autre. 
Ion  a  iiy  —  \oy  =  48  —  (^o  =  —  12.  Donc 
2^y-= X2,  &y  = — v= —  ^*  Subftituant  la  va- 
leur de^  dans  une  des  valeurs  trouvées  de  x  ,  dans 

la  dernière,  /?^r  exemple^  1  on  aura  x  = -^ — ^ 

_  mu  =  ±î  =  10  ;  donc  X  =  20  &  j^  =— ^, 

c'eft-à-dire  que  tandis  que  la  première  fource  four- 
nit 20  muids  d'eau  par  jour ,  la  féconde  en  tire  € 
du  baffin.  En  effet  la  première  doit  fournir  foixante 
muids  d'eau  dans  3  jours ,  &  piùfque  la  féconde  en 
tire  G  par  jour  ,  ou  3  o  dans  5  jours  ,  les  deux  fon- 
taines enfemble  rempliront  un  baffin  de  30  muids, 
l'une  en  coulant  pendant  3  jours  &  l'autre  en  tirant 
de  l'eau  pendant  5  jours.  Ce  qui  fait  voir  que  les 
quantités  négatives  doivent  fe  prendre  dans  un  fens 

contraire  aux  pofitives. 

■ 

*  Ceft  une  autre  méthode  de  réfoudre  les  équations  ;  Elle 
corifift-  à  égaler  les  valeurs  d  une  même  inconnue  prifes  dans 
deux  équations  différentes.  Cette  méthode  porte  arec  elle  û 
démonAration* 
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Problème   XV.     Trouver    deux    nombres 

tels    que   le   plus  petit    étant    retranché    du    plus 

grand  j  il  refte  /    &  que  le  quotient  du  plus  grand 

par  le  plus  petit  j  foit  aujji  ===  /.  Soit  ^  =  5  ,  a:  le 

plus  grand, ^  le  plus  petit  nombre  cherché.  Par  la 

première   condition  du  problème  x  —  y  =  a , 

par  la  féconde  —  =?!  ^  ;  donc  x  =  ay.  Subftituant 

cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  ,  Ton 
aura  ay  — y  =  ^  ,  ou  [a —  i  )  Xy  =  tz ,  on  y  == 

' .  Subftituant  la  valeur  de  v  dans  l'équation  — 

a — I  ^  y 

a 


tz  OU  x'=iay,y  ^  on  trouvera  x=' a  X 


,1 


= \  donc  ys=r^&;(;==:^;  &  parce  que  a 

peut  défigner  toutes  fortes  de  nombres  ,  il  eft  évi- 
dent en  général  que  pour  trouver  deux  nombres 
tels  que  la  différence  du  plus  grand  au  plus  petit 
foit  égale  à  un  nombre  quelconque  donné  ,  &  que 
le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  foit  aufli 
égal  au  même  nombre  donné ,  il  faut  prendre  pour 
le  plus  grand  nombre  le  quarré  du  nombre  donné 
divifé  parce  même  nombre  diminué  de  l'unité,  & 
pour  le  plus  petit  nombre  ,  lé  nombre  donné ,  di- 
vifé par  ce  nombre  diminué  de  l'unité. 

Problème.  XVI.  Ot\  demande  deux  nombres  x&y 
tels  que  le  plus  petit  y  foit  au  plus  grand  comme  1 1  7j 
&,que  le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  Joit 
==10.  Par  la  première  condition  i  l  y  IX  y  l  x  y 
donc  (  en  faifànt  le  produit  dts  extrêmes  &  celui 

des  moyens  )   ix^=$jy  on  x  a=s  —  »   Par  la  fe- 


X 


çonde  condition  — =îo  ^  ou;(;=3io^  ,  iubfti- 


^ 
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tuant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  ursac:  yjr  ^ 

OU  plutôt  dans  l'équation  x  =  —  ,  l'on  a  i  ojr  == 

— ,  &en  ôtant  la  fraftion^icj^s  jyiSc  en  divifanc 

les  1  membres  de  l'équation  par  y ,  20  =  7 ,  ce  qui 
eft  abfurde;  ainfi  le  problême  eft  impoffible.  En 
général  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  une  équa- 
tion abfurde  ,  on  eft  sûr  que  le  problême  propofé 
eft  impoffible  ,  pourvu  que  d'ailleurs  on  ait  bien 
exprimé  algébriquement  les  conditions  du  problê- 
me ,  &  que  l'on  n'ait  pas  fait  de  faute  dans  ta  fuite 
des  opérations  qui  ont  conduit  à  une  équation  ab- 
furde. Au  refte  on  eft  cenfé  avoir  réfolu  un  problê-f 
me ,  lorfqu*on  a  fait  voir  qu'il  eft  impoffible. 

Problème  XVII.  On  veut  mêler  enfemble  du  vin 
à  i  fols  6*  du  vin  à  11.  foh  la  bouteille  ^  pour  avoir 
un  mélange  à  10  fols  la  bouteille  ^    combien  doit-on 
prendre  de  chacun  de  ces  vins  pour  ^0  bouteilles  dut 
mélange  .^Soit'ç  =  jo,^  ==  i i^b  =  8  ,  c  =3  io,& 
X  ce  qu'il  faut  prendre  du  vin  le  plus  cher  ;  donc  q 
—  X  fera  ce  qu'il  faut  prendre  du  vin  le  moins 
cher.  En  multipliant  le  prix  a  par  le  nombre  des 
bouteilles  x ,  ^xexprimera  la  valeur  du  vin  le  plusi 
cherj  par  la  même  râifon  bq  -^r-  bx  fera  k  valeur 
du  fécond  vin.  Et  parce  que  ces  deux  valeurs  ptifes 
enfemble  doivent  valoir  autant  que  jo  bouteilles 
du  mélange,  ceft-à-dire  jo  fois  lo  f.  =.^(r,  on 
aura  ax  -4--.  bq  —  bx  z='Cq  y  o\x{  en  tranfpofànt } 
ax  —  bx  =  cq  --^bq  ,  ou  x   X  (  a — b)  =  ^  X 
(  c  — b) ,  ou  (  en  divifant  par  a-r-i  )    x^=^  q  X 

{c—b)      ...  [c  —  b] 

Y-  - AmU   a  —  X  i=^  q  r—  q    x  -^^ r=a 

a  —  b  .f  ^  -^  a  —  b 

^—qh—i^c^bq        qa  —  qc  (û— c)  ^„^    •  * 

■ ■; — I— = T  =^  î  X r^qii^ïlf^ 
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I 

du  vin  aa  plus  bas  prix.  L'on  aura  donc  x  =  5  o  x 
<if=:!>=:^=ii^ij.DemèmeîX^l:::^ 

XI  —  8  *  ♦  -^  ^  a  — h 

fe  réduit  4  1 5  ,  c'eft-i-Klire ,  qu'on  doit  prendre 
X  )  bouteilles  de  chaque  efpece  de  vin. 

Remarque  I.  De  Téquation  at  =  y  x y  » 

on  tire  a  —  b  i  c- —  b  V.qix^  Et  faifant  ==  jr  la 
quancioé  du  vin  ou  autte  marchandifè  au  plus  bas 

prix ,  nous  aurons  q  X r  =>'  >  &  ^  —  i:a— » 

€\\q\y^  Donc  fi  on  propofe  de  faire  un  mélange 
de  xo  livres  à  30  f.  la  livre >  avec  du  cafte  à  50  f.  & 
du  caffc  à  1 1  f. ,  je  dirai  la  différence  du  plus  haut 
prix  au  plus  bas  prix ,  eft  à  la  différence  du  moyen 
prix  (  c'eft-à«dire ,  du  prix  du  mélange)  au  plus  bas 
priig,  comme  la  quantité  dii  mélange  â  la  quantité  du 
caffcà  50 f.,  ou  }8: 18  ::  xolx  =  -^^ 9 -H^  , 
ôtant  cette  quantité  de  la,  on  aura  la  quantité  qu  Û 
faut  prendre  du  caffé  à  i  ^  f.  qu  on  peut  aufli  trou-* 
ver  par  la  proportion  a — -  b  X  et  —  cllq  l  y  y  qui 
dans  ce  cas  devient  j8  :  xô  ::  lo  :  y  =r^=io 
-tI^t;»  C*çft'à-dire>  qu'on  doit  prendre  9  livres 
&  ~  de  livre  du  premier  cafie  ^  &:  la  livres  •+•  ^ 
de  livre  du  cafFé  à  1 2  fols. 

Remarque  IL  Si  on  donnoir  la  quantité  d'une 
des  marchandées  qui  doivent  entrer  dansL  le  mê^ 
lange  avec  la  quantité  du  mekmge  >  l'oit  trouveroit 
£iciîemen t  ce  <|u  on  doit  prendre  de  l'autre  marehan- 
«tife^en  6tant  de  la  quantité  q ,  qui  repréfente  la  quan» 
tiré  du  mélange ,  k  quantité  mie  Ton  prend  de  ta  «:et 
miere  nurcbandife«  Mais  u  ondemandcHt  de  faiie 
|in  mélange  qui  contmt  y  par  exemple  ^  10  mefures 
de  vin  i  xq  L  k  œefure ,,  &  qu'on  proposât  de  tcoifr^ 

^4* 


immmu 


151     Cours  de  Mathématiques. 

ver  çombieq  il  faudrotc  de.  mefures  4  3  o  f.  pour* 
avoir  un  mélange  à  ;  5  f.  la  mefure  ;  on  cherche- 
roit  par  le  Problème  précéident  combien  il  faudrpit 
prçqdre  du  vin  à  10  f.  &î  du  vin  i  jo  f.  pour  un 
certain  nombre  de  mefures  à  volonté ,  pour  4 ,  par 
exemple  ;  on  trouveroit  qu'il  faut  prendre  3  mefu- 
res du  premier  vin  SC  t  du  fécond ,  après  quoi 
Vùi\  ferqircette  règle;  de  trois  :  trois -mefures  de 
viw  à  1 9  f.,  répondent  à  4  mefures  du  mélange ,  à 
combien  de  mefures  du  mélange  répondront  10 

ftiefiiresà  lof.,  ou  3  :  4:;io  :  x  =  y=iJ  -M-jî 
ç'eft-à-dice  ,  que  1q  mélange  feroit  de  ij  bou-» 
teilles  ^  7  i  dont  10,  d^  vin  .à.  X  Q  f.  &  pitr  confé- 
quent  3  Hn  j  du  vin; à  3p  f*  ..         .      . 

I^EMAKQUE  IIl.  Si  Ton  donnoit  la  quantité  du 
çiélange  ^  la  quaniijtç  Hc  le  prix  de  chacune  des 
^archandife^  qui  entrent  dans  le  mélange ,  0x1  trou* 
veroit  le  prix  du  mélange  çn  diyifant  k  fomme  des 
prix  de  toutes  les  marcnandifes  qui  entrent  dans  le 
m.éla.nge ,  par  le  nombre  ^çs^  mefures  du  mélange. 
Ainfi  fi  ron4eman4V  combien  vaudra  la  mefure 
d'un  mélange  de  30  mefiires  de  vin  ^  dpnt  iz  i 
I  liy.  ^  0  f, , .  ;  0  à  ^  liv.  &  8.  4.5  f.  Le  prix  des  1  z 
premières  eft  =3  1 8  liv. ,  le  prix.des  10  fécondes  eft 
=  10  liv.  &  celui  des  8  dernières  eft  ==  a  liv.  La 
fomme  donne  30  Uv«  ;  donc  le  prix  di^  méUnge 
?==^  77  =^  ï  ïîv- >  ce  qui  eft  évidente  *        , 

'  Problème  XVin.  p^un  Tbnneauyii  contient  100  hûuteît' 
les  devin  ^  fen  tire  une  &  je  remets j une  bffuteiUe  iteàu  ,ye 
tire  dç  même  une  féconde  bouteille  ^  je  remets  autant  itou  & 
àinfi  de  fuite  ^  on  demande  combien  ifreftera  de  vin  4^ns  le 
tonneau  ^uand  on  auraiiri  de  cette  manière  un  certain  nombre  de 
kouteiUeSypzr  exemple,  ^o bouteilles.  Soltâ«»  loô  bouteiHes, 
^«n  I  bouteille  >  i^  «p  50.  bouieilks  &  a  le  nombre  ehercké. 
^pxès  j^vp^r  tir^  4a  ^retçkf^  lioytpjUe  4t  vÎA ».  U  refte  ésMs  te 


»*  ••  ■> 


j 


mm 
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>■  ■  .Il 

tonneau  la  quantité  4e  vin  a  —  ^ ,  après  la  féconde  bouteille 

il  refte  ^ '  ,aprcsUtroifiénie  bouteille  il  reftc^^^^^^'  * 

a  a^ 

t  Z.  Vit 

&  après  le  nombre  des  bouteilles  n ,  il  rcftc  ^-^^^^).  En  effet 

la  mefure:^  que  l'on  pulfe  la  féconde  fois  n*efl  pas  dé  vin  pur , 

elle  n'en  contient  que  ^=^^ ■'  j    donc  cette  mcfure  h 

.      ,       h' {a  —  h\    ^,         _.       .{a — b\    ^ 
en  contiendra  ^ ^>&(^ — o) — b^ ^   fera 


a  '        ^  a 

qui  refle  de  vin  après  1^  féconde  bouteille^  or  cette  quantité 

fe  réduit  a  [  ^,  ]•  La  eroifiéme  bouteille  b  ne  doit  donc 

contenir  de  vin  que—  [^ '  j  =  ^  X  ^— - — ^  idoncco 

qui  reliera  de  vin  après  U  troifiéme  bouteille  fera •' — ^ 

«r—  ^  X  ^ — j-^  =»  ^ — ^  .  En  général  après  savoir  puifé  lo 

nombre  n  de  bouteilles,il  doit  refier  une  quantité  de  vîn  — jj^^lT 

s=</  (parlùppofîtion).  Comme  la  quantité  n  inconnue  fe  trouve 
être  un  expofknt ,  il  faut  avoir  recours  aux  logarithmes  :  ainfi 

nous  aurons  L  •  [      ^ ■-   ]  =  li  •  </  (  L  défigne  le  logarithmç 

de  la  quantité  qui  efl  à  (a  droite  ) ,  ou  parce  que  le  logarithme  du 
quotient  fe  trouve  en  ôtant  le  logarithme  du  divifeurde  celui  du 
dividende,  aindque  nous  l'avons  dit  ci-defTiis  en  partant  des  lo- 
garithmes,  8c  que  celui  de  la  puiflànce  d'une  quantité  fe  trou- 
ve en  multipliant  le  logarithme  de  cette  quantité  par  ]*expofant 
de  la  puiffance ,  nous  aurons  L  •  {a  — b)**  —  L-  a^ — »  = 
J^  '  dy  ounL»(fl  —  b)  —  (n  —  i)  L(^û=Iy•rf,ou 
nlj-{a  —  b)  — nL  •  tf  +  L-  <z«=L  •  </,  ou  (en  tranfpo- 
ûnt  )L'  a  —  L  •  d^=  n  [h  *  a  —  L«  (a  —  ^)];  donc 

•.       ,.  .^     V      L  •  tf  — L  '  d  L  •  loo — L  •  $p' 

{  en  divilanr  )  -= = — ; -r-  =»  «  ,  ou  ■= ^ -^ 

'   L-dr— L-(d — b)  L-ioo — Lt'99 

=  n^ou  r"7Ffooo-i  .»»ï<M  =0  .oo4;6î,  ==  ^^  a  peu  près, 
c'eft- à-dire  qu'il  reilera  environ  6p  bouteilles  de  vin ,  quand 
on  aura  puife  ^o  bouteilles* 

foHr  lavoir  combi  en  dç  vin  çontietidra  la  cinquantième  bour 


mm^mmmm0maÊmammmÊmmÊmmÊt0t0Êm^i^^^fammmtaaÊiifmmammmim 
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teille,  par  exemple  j  il  (audfoic  fuppofcr  «  ss=  4^  ,  &  l'expref^ 

fion   —^.rr  n^fq^cJ^oit  alors  ce  qui  refte  de  vin  dans  le  ton-» 

neau  après  la  quarante-neuvième  bouteille.  Faifant  donc  cette 
proportion,  la  capacité  100  du  tonneau  eft  au  vin  reliant, 
comme  Ia.boateilIe  qu'on  puife  efl  à  la  quantité  de  vin  que  cette- 

bouteille  doit  contenir  :  ou  a  :  ^ -^   ::  b  :  —  x  ^ — 


û» 


:  (<i— ^)»  =»  X ,  on  apar  les  logarithmes,  L  •  ^-f-, 

n  L  •  (tf — h\  — n  I4  •  û=L-jif,ou  if  parce  queL  •  i  =3q 
ainfi  que  nous  Tavons  dit  en  parlant  des  logarishmes  )  o  + 
4pL •  99 — 49L  •  ioo.=L •  x,ou — o •  X 1 3 88 ç=L •  x. Pour  avoir 
le  nombre  fradionnaire  qui  répond  à  ce  logarithme  négatif,  fa- 
joute  trois  unités  ï  fa  caradleriflique  (c^eft  comme  fi  fajomois 
i  ce  logarithme  3  •  000000  )%  Cherchant  donc  le  nouveau  ioga- 
garithme  2  •  786 1,1 5  ,  je  trouve  que  le  nombre  le  plus  appro- 
chant auquel  il  répond  efl  6 1 1  ;  donc  (  à  caufe  des  trois  unités 
ajoutées  a  la  caradtériftique  )  o  •  ^  1 1  exprime  ce  que  la  cinquanr 
tiéme  bouteille  contient  de  vin  à  très -peu-près  % 

Problème  XIX.  Un  ufurier  prête  1000  liv*  h  condition 
qu'on  lui  en  payera  l^intérêt  compoféy  ceft- à-dire  ^  non-feulement 
tinter  et ,  mais  encore  Us  intérêts  des  intérêts  ,  a  raifon  de  ^ 
pour  100  par  an..  Au  bout  d  un  certain  tems  C  emprunteur  n*  ayant 
rien  payé f  fe  libère  en  donnant  1800  liv*  On  demande  combien 
d'années  Je  font  écoulées  depuis  t emprunt.  SoïtfÏTk  fbmme 
empruntée ,  r  l'intérêt  fimple ,  c'eft^â-dire ,  le  nombre  par  le- 
quel il  faut  multiplier  la  {bmme  pour  avoir  l'intérêt  de  la  pre- 
mière année  ,  il  eft  vifible  que  cet  intérêt  fera  r/  >  &  qu^e  la 
fomme  qu'exigera  l'ufurier  au  bout  de  cette  ^née  eft/-|- 
rf=f'  (i-f-r).  Parla  même  raifon  lafômme  exigée  au. bout 
de  la  féconde  année  fera /•  (i  -|-r)  •  (  i  +r  )  =/•  (  i  +r)''. 
Au  bout  de  lai  troifiérae  année  cette  fbmme  deviendra /(i  +r)î 
&  en  général  au  bout  d'un  nombre  n  d'années  ,  cette  fbmme 
fera  •  /  (  i  -f-  r)".  Si  donc  on  fait  cette  fomme  égale i  dyOn 
aura  /•  (  1 4-^)"  =  ^5  donc  en  défignant  par  L  le  logarithme, 
il  eft  vîfible  que  l'on  aura  L  •  /  (  i  -f-  r)»  =«  L  •  <^  (  car  les 

?uantités  égales  doivent  avoir  des  logarithmes  ésaux  )  ;  donc 
parce  que  le  logarithme  d'un  produit  eft  égal  à  Ta  fomme  des 
logarithmes  du  multiplicande  &  du  multiplicateur  ,&  que  celui 
d'une  puiffànce  d'une  quantité  eft  égal  au  produit  de  TexpoCint 
de  cette  quantité  par  le  logarithme  de  cette  même  quanttti). 
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L-/-f-l4(i4-r)»  =  L-^,auL.<£=L./-f-L.  (t+r)» 
=L  •/"+  «  L*  (  I  -f-r)  ;  d'où  fon  tire  L<£  ■^-'L-f^sn  x 

L-  (i-f-r), &  enfin n  =*  -=— -. —       .  -,  Aihfî  prenant  dans  le^ 

tables  les  logarithmes  de  (^,  de/,  de  (  i  -|-r) ,  &  fkifant  les 
opérations  qu'indique  ta  formule ,  on  trouvera  le  nombre  des 
années  n.  Nous  avons  d=  iSoo^ScLt'd=*^  •  xt^zT},/"» 
looo^L  •  /=  3  •  000000,  "L'd — L-  /=o-if  5i73,r=-j^, 
1  -<-r  =  i|$,L(  I  +  r)  =0  .  017033.  Divîfant  donc 
o  •  X  5  ç  27  3,par  oci7033,onaT5à  peu  de  chofe  près.  Ainfi 
on  dira  qu'il  y  a  1 5  années  depuis  l'emprunt.  SI  nous  regardons 
ftiçcedlvement  les  quantités  J ^r^riyd  comme  Inconnues  Téqua^ 

ùon/(i+r)'»«==i/,donnera/=|p^3jj:^^  &  d=^f'  (i+r)» 

d  *      d 

la  même  équation  donne  (  i  -f-r)»  =  -— ^r  -f.r=  %^  -7-,*: 

>»    ^  J  J 

r  =  Vi-y)  —  ï»  Formules  par  lefqudles  oh  refondra  la  plu- 
part des  queflions  qu  on  peut  faire  furies  intérêts  compofés. 

Problème  XX*  Ilya  10000  hommes  dans  une  ville  dont 
ia  population  va  en  augmentant  dans  un  rapport  confiant ,  au 
bout  dun  certain  tems  ,  par  exemple  ,  au  bout  de  i  $  ans  là  po-^ 
pulation  eft  de  loooo  hommes  «  on  demande  tacroijfement  an- 
nuel Soit  1 0000  =  a,  10000  =  h ,  «=  c 5 ,  .«  le  nombre  des 
babicans  â  la  &i  de  la  première  année.  Donc  fi  on  fait  a  :  x  :: 

XX  ^ 

X  :  —  «  on  aura  évidemment  le  nombre  des  habitans  après  les 

û  .  .  XX    , 

4eux  premières  années  ;  &  faifant  enfuite  a  :  x  ::  —  à  un  4^* 

xi  ,  ,  ^ 

terme  — ,  ©n  aura  le  nombre  d'hommes  à  la  fin  de  la  troifiéme 

année.  En  général    ^_-    indiquera    le    nombre     d'habitans 

après  le  nombre  n  d'années.   Failant  donc  ce  nombre  =^h  , 

x^ 

^n  aura  -^ — -  ««  ^,  af»  =  a^—^i  ,L  •  j:"=L  •  tf"~"»^,  ou  iz  •  L  •  x 

it=(«-r),L.«-fL.*,&L-*=(!î=ilii:^±ii:i.    Mais 

n 
t-tf=4,  L'3=s=4-3oio3(en  s'en  tenant  à  y  décimales)  ;donc 
1,'X     <°-|°'°^       4'Oioo^873logarithmequirépondà  10471. 
Si  de  ce  nombre  l'on  retranche  loooo,  on  aura  472  pour  l'ac- 
cçoifièment  de  ^a  première  année  j,  ce  qui  ne  donne  pas  la  17. 
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partie  du  tout.  Ainlî  raccroifTement  atunuel  eil  plus  petirque 
1^  partie  ^i  de  i  oooo.  ,     . 

rROBLEME  XXL  Si  le  nombre  a  des  habitans  ctune  vilte  aug" 
menti  teus  les  ans  de  la  trentième  partie  »  quel  fera  ce  nombre 
AU  haut  d^unfiécle }  Après  la  première  année  ce  nombre  fera 

évidemment  tf-f- — -  ==  a  (x-HV)  =  <^  ("H")»  ^^  ^^^  ^^^  ^  • 

a  (—)  ::  a{\\)  :  a{\^y  y  on  aura  le  nombre  des  habitans 
liprés  la  féconde  année  y  &  en  général  après  le  nombxe  n  d'an- 
nées ,  ce  nombre  fera  a  [\^Y,  En  fiaifant /z  =  i qo ,  nous  au^ 
rons  a  (}^)'**°  ■=»  Je,  nombxe  cherche;  donc  L  a  +  loo  L  •  (j~) 
=L-*;  maisL-jl^L-gi — L-3o=ooi4i4043p  (en em- 
ployant les  tables  d'Ulâcq  ).  Si  donc  on  fuppofe  a=  looooo , 
nous  aurons  La:  =  6*  4^40439,  êc  x=  1654874.  Tel  ftrale 
nombre  des  habitans  après  100  ans ,  en  fuppofant  quii  ait  été 
4e  1 00000  au  commencement,  du  fîeçle. 

Problème  XXn.  Le  mondç  ayanjt  été  pe^uplé  apnes  le 
déluge  par  fix  perfonnes  ,^  les  trois  enfans  de  No'é  &  leurs 
femmes ,  ie  quelle  partie  a  du  croître  le  genre  humain ,  pour 
qu  il  y  ait  eu  un  million  d  hommes  après  loo  ans.  Soit  xi  cette 
partie  ;  Après  la  première  année  le  nombre  des  hommes  au- 

JCpit  été  (  fans  y  comprendre  Noe  )  =  ^  -f-  —  1=6  (  1  +  — ) 


100 


fc-  ^  (  _IÎI —  )  &  au  bout  de  ïqq  ansil  aura  été  6  {    ■      ) 
^     n  ^     n' 

1 000000  par  fuppofition  ;  donc •  =  (  '°°'^°''°)^°°;dono 

L.  (^)__i_L.(i»-ï-^  1,  ^  (  j. 111848.7)  =- 

o,  •  Oi6iop2 ,  logarithme  qui  répond  au  noqibre  '000000==^ 
— ï- — \  ôtant  les  fractions.,  uanfpoCmt  &  réduifant,  il  vient 

1000000=  6196%  •«,  &  enfin  «  =  ,~ff ^  =* 1 6 a-peu- 
près.  Ainfi  raccroiffement  annuel  auroit  été  d'un  y?  ^c  la  po- 
pulation ,  ce  que  hi  fanté  robuile  &  la  longue  vie  des  hommei 
de  ce  tems-là  rendent  très-pofTible. 

Prqbl.  XXIIU^  quelle  puijjanct  faut  il  élever  le 

nombre  i  o=a  pour  le  rendre  égal  au  nombre  b.  Soit 

y  l'expofant  cherché^jQu  aura,  a^  ==5:  b^  L*a^  tP=5L«i , 


\ 
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ovi  ^-L  ^  =  L*^oi^jy  ==  y— .    Si  on  demande  i 
quelle  puifTàncc  on  doit  élever  le  nombre   1  o  pour 

1.       /     t  \                                                   L.ioooo 
e  rendre  e^^al  a  10000  ,  nous  aurons  j'=—r: = 

7  =:  4.  Ainfî  en  élevant  10  a  la  quatrième  puiffance, 

on  aura  10000. 

Problème  XXIV.  Huit  chevaux  ont  mangé  en  y  fcmaints 
les  herbes  d'un  pré  de  4  arpens  *,  tant  celles  qui  étoientcrûes^  que 
celles  qui  ont  dû  croître  pendant  que  les  chevaux  paijfoient  ; 
9  chevaux  ont  mangé  de  la  même  manière  celles  d*un  pré  de  ç 
arpens  en  Sfemaines,  Comùien  faut-il  de  chevaux  pour  manger, 
félon  les  mêmes  conditions^  les  herbes  d*un  pré  de  6  arpens  en  1 1 
femaines  ?  Avantde  pafTerpIus  loin,  nous  prévenons  que  lafolu»- 
tion  que  nous  allons  donner  (par  une  méthode  dont  nous  ne  fom- 
mes  pas  les  inventeurs  )  n'eft  pas  bien  exade  ,  pour  les  raifons 
que  nous  dirons  bientôc;  cependant  comme  elle  eftingénieufe, 
nous  croyons  devoir  la  rapporter.  Je  fais  le  nombre  des  che- 
vaux qui  ont  mangé  les  herbes  du  premier  pré  =  tf  =  8  ,  le 
nombre  des  femaines  qu'ils  ont  employé  4  manger  ces  herbes 
«=c  ,  rétendue  du  premier  pré  ou  4  arpens  =^,  9  =d ^e 
*=  5  ,  /==  8  (  je  défigne  les  8  femaines  employées  par  les 
9  chevaux  pour  manger  les  herbes  du  feeond  pré  ,  par/  & 
non  par  a  ,  afin  de  rendre  la  folution  générale  ) ,  jÇ  =  6 ,  /t  ==* 
12,  &  le  nombre  de  chevaux  cherché  ==  x.  Cela  pofe ,  imagi- 
nons que  les  chevaux  qui  mangent  les  herbes  de  chaque  pré 
font  partagés  en  deux  bandes ,  dont  Tune  mange  Therbe  cou* 
tenue  au  premier  inftant  dans  chaque  pré,  &  l'autre  mange  l'her- 
be qui  croît  pendant  que  les  chevaux  paiffent.  Soit  y  la  pre- 
mière bande  du  premier  pré  ;  la  féconde  fera  a  — -y.  Si  nous 
faifbns  ==  ^^  la  première  bande  des  chevaux  du  fécond  pré  ,  la 
féconde  fera  d — ^;  &  (î  la  première  bande  des  chevaux  du 
troifîéme  pré  eft==/ ,  la  féconde  fera  *  —  r. 

Cette  fuppofition  (  que  je  ferai  voir  un  peu  plus  bas  n'être 
pas  exade)  une  foisadmife  ,  il  eft  clair  que  les  premières  ban_^ 


*  L'arpent ,  fuîvant  l'Ordonnance  de  1669  pour  les  Eaux  &  Forêts  , 
eft  de  >oo  perches  quarrées  ,  la  perche  étaûc  fuppol'ée  de  »i  pieds  $  mais 
on  ne  fuit  pas  par  toui  cette  mefuiet 
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des  des  IcKevaux  font  cntr'elles  comme  Ie«  étendues  des  prë« 
(  dans  lefquels  on  fuppofe  ta  quantité  d'herbe  en  railbn  des 
furfaces)  divifées  par  les  tems  correfpondans.  Car  il  eft  vifi- 
ble  que  (î  Ton  a  deux  quantités  d^herbes ,  Tune  de  1 1 ,  l'autre  de 
48  quinteaux ,  &  que  fix  chevaux  puiiTènt  manger  la  première 
quantité  dans  4  jours,  li  chevaux  mangeront  la  féconde  quan- 
tité dans  8  jours  ,  &  les  premiers  chevaux  feront  aux  Teconds 
comme  ~  :  —•  ::  3  :  6  ;:  ^  :  ii.  Revenant  donc  à  notre  pro- 

blênle,  fious  aurons  ces  deux  proportions  y  :  i  ::  — ;:-7r;y: 

t  ::  —  :  'f-.  La  première  en  égalant  le  produit  des  extrêmes 

i  ôelui  des  moyens,donne  -^^-tt-  =  -^—^ ,  ou  c  •  «y  =  if  •  ^ 

équation  que  je  défigacra*  par  I.  La  féconde  proportion  don- 
nera l'équation  c  gy=^hkt  que  je  défîgne  par  IL 

Les  lecondes  bandes  a — y,  d —  î>*---  ^>  qui  mangent 
journellement  les  herbes  qui  croilTent  pendant  que  les  chevaux 
paiïïent  font  entr'elles  comme  les  étendues  des  prés  ,  parce  que 
pous  fuppofons  que  les  herbes  (  tant  celles  qui  étoient  d'abord 
dans  les  prés,  que  celles  qui  répouffent  à  chaque  inftant  a  pro- 
portion que  les  chevaux  paiffent  )  croiffent  uniformément  dans 
tous  les  prés ,  &  proportionnellement  à  leur  étendue.  Nous 
avons  danc  les  deux  proportions  a  : — y  '-  d — ç  ::  6  :  eja  — 
y  i  x-^c  ::  6  :  g*  Defquelles  en  égalant  le  produit  des  extrê- 
mes à  celui  des  moyens  ,  il  eft  ailè  de  tirer  les  deux  équations 
ae  — ey=bd  —  ^^  (  que  je  défigne  par  III  j,  &  a^  — gy=bx 
—  bt(  que  je  défigne  par  IV), les  équations  I  &  II  donnent  {  =i 

"7r  >  '  =  -?r"*  Subftituant  la  valeur  de  i  dans  Téquation  III, 
of  on 

nous  trouverons  y  =  ~ ^^  Cette  valeur  de  y  étant  fubf- 

•^  fe~cc  •^ 

muce  dans  1  équation  r  =« -rr-,  il  viem  r  ==  — -Vt: r^ 

^  bk  on    {Je  —  ce) 

la  même  valeur  de  y  fubftituée  dans  l'équation  r  =«  --^  donne 

ce[afe~bdf)    ^  ,         ,  /         ^-(       , 

C  =     Lif  r \    •  Mettons  les  valeurs  de  y  &  de  r  dans 

Téquation  IV  ,  &  nous  trouverons  après  les  opérations  ordinai-* 
tes ,  X  —    -        ■'■///  X- — •  V  '  ■-*  Suitituantmain- 
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tenant  les  valeurs  numériques  de  <i ,  ^,  c,  d^t^f^  g  y  A,  if 
irient  x  =  8.  ain(î  le  nombre  des  chevaux  cherché  eu  S,  û  la  mé- 
thode qu'on  vienc  d'employer  eft  exadle. 

Mais  nous  avons  fuppofé  que  les  herbes  des  trois  prés  croif- 
£>ient  uniformément  &  proportionnellement  à  l'étendue  de  ces 
-prés  pendant  que  les  chevaux  paifibient ,  fuppofition  qu'on  ne 
£iuroir  admettre  ^  car  il  n'y  a  pas  d'apparence  que  l'herbe  qui  a 
6  pouces ,  par  exemple  ,  croiffe  en  grofleur  &  en  longueur 
comme  celle  qui  en  a  8 ,  ou  3  ,  ou  ^  ,  &c.  D'autre  côté  félon 
que  le  tems  eft  plus  bu  moins  favorable  les  herbes  croilîent 
plus  ou  moins  dans  un  jour,  dans  une  heure ,  &c.  De  forte 
qu'il  pourroit  arriver  que  les  chevaux  qui  fufHfoienc  pour  man- 
ger la  quantité  d'herbe  quiétoit  ctue  hier  dans  un  pré  d'uife  cer- 
taine étendue ,  ne  fufHroient  pas  pour  manger  dans  le  même 
efpace  de  tems  l'herbe  qui  pourra  croître  demain  dans  le  même 
pré.  Il  eft  donc  vifîble  qu'on  ne  doit  pas  regarder  la  (blution 
que  nous  venons  de  donner  comme  bien  rigoureufe ,  &  il  n'ar- 
rive que  trop  fouvent  que  les  Géomètres  donnent  des  (blu- 
tions fauflès  de  certains  problêmes,  parce  qu'ils  partent  des 
principes  peu  exads  ,  &  quils  n'ont  pas  bien  approfondis  : 
cela  peut  arriver  bien  facilement  à  ceux  qui  n'ont  pas  fait  une 
certaine  étude  de  la  métaphyfique  ,  &  de  la  phyfique. 

DES  PROBLEMES  INDÉTERMINÉS , 

Sémidéterminés   &  plus  que  Déterminés: 

^7.  Les  problêmes  détermiAés  font  ceux  pour  la 
folution  defquels  il  y  a  antanr  d'équations  que  d'in- 
connues. Tels  font  les  problêmes  que  nous  avons 
réfolus  jufqu'ici.  On  appelle /^roW^mc  indéterminé  ^ 
un  probicme  pour  la  folution  duquel  il  7  a  moins 
d'équations  que  d'inconnues,  parceque,  pour  la 
réfoudre,  il  eft  nécelïaire  de  déterminer  arbitrai- 
rement une  ou  plufieurs  inconnues.  Si,  /><2r  exemp- 
le y  on  demandoit  deux  nombres  x  &c  y  ^  dont  la 
fomme  fut  lo^  l'on  auroit  l'équation  j*r -H  j'  =  lo, 
ou  AT  =  10  -^y.  Pour  réfoudre  ce  probicme ,  fup- 
pofons  jr  =s  9  ,  afin  d'avoir  x^sz  10  —  95=  i.  Si 
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Ton  fuppofe  j^  »=  8  ,  Ton  aura  a:  =  i.    En  général 
on  voit  que  ce  problême  a  une  infinité  de  folutionsr 
car  on  peut  fuppofery  égal  à  un  nombre  négatif  oa 
podtif ,  entier  ou  fradlionnaire  5  de  forte  que  Ton  . 
peut  faire  une  infinité  de  fuppofitions  arbitraires. 
Mais  fi  Ton  exigeoit  que  les  deux  nombres  x  ôc  y 
fuflTent  entiers  &  poficifs  ,  il  eft  évident  qu'il  n'y 
auroit  que  9  folutions  pofibles  ,   &  qu'on  pourroit 
feulement  fuppofer  j^  =  i,i,j,  4,5,6,  7,8,  9.  Dans 
le  cas   où  l'on  ajoute  des  conditions  aux  problê- 
mes indéterminés   (  ces  conditions  peuvent  quel- 
que fois  rendre  le  nombre  des  folutions  déterminé,, 
ou  faire  voir  que  dans  certains  cas  le  problême  n'a 
point  de  folution  ) ,   ces  problêmes    prennent  le 
nom  de  fémi-déterm/nés.  Si  le  nombre  des  équa* 
rions  d'un  problême  furpaffe  celui  des  inconnues  , 
le  problême  eft  plus  que  déterminé  &  la  folution 
en  eft  fouvent  impoflîble  ,  tel  feroit  celui-ci  :  trou- 
ver deux  nombres  x  8cy  ,  dont  la  fomme  ==  8 ,  la 
différence  =  i&le  produit==  11.  On  aura  donc  ces 
trois  équations ,  x  -f-J  =  8  ,  :r  — y  =s:i  ^  xy  ==: 
1 2.  La  féconde  donne  :r  =^  2  -f-y  ;  cette  valeur  de 
X  fubftituée  dans  la  première  donne  1  -|-y-4-y  ;= 
8  ,  ou  2  -f-  2.J  =  8  ,  ou  ij  =  8  —  2  =  (> ,  8c  y 
=  3.  Subftituant  cette  valeur  dey  dans  la  féconde, 
l'on  z  X  —  5  =  2,  oua:=5;  donc  :try  =  5  X  j 
==15.  Mais  xy  doit  être  =  11,  par  la  troifiéme 
condition  j  donc  le  problême  eft  impoflîble.  Si  l'on 
avoir  exigé  que  le  produit  des  nombres  cherchés 
fût  1 5  »  la  folution  du  problême  auroit  été  pollîble  ; 
mais  cette  troifiéme  condition  qui  fuit  des  deux 
premières  auroit  été  fuperflue.   On  connoît  qu'il  y 
a  des  conditions  fuperflues  exprimées  par  les  équa- 
tions, lorfqu'on  parvient  à  une  équation  identique , 

c'eft-à-dire , 
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c'eft-à-dine  ,  à  une  équation  relie  que  lés  quantités 
qui  compofent  le  premier  membre,  font  les  mêmes 
que  celles  qui  compofent  le  fécond.  Par  exemple  > 
dans  le  problème  ci-deflTus  nous  avons  x  -f-j^  =  8  ^ 
jc  —  y  =  1 5  &  fuppofant  que  la  troîfîéme  condi- 
tion exige  que  xy  foit  =  15  ,nous  aurons  par  1  es  deux 
premières  équat jpns,*  =:  j ,  &  j^  =  j  j  ces  valeurs 
fubftituées  âans  la  troiiîcme  Ary  =  1 5  ,  donnent  1 5 
=  15.  La  raifon  en  eft  que  les  conditions^  identi- 
ques doivent  donner  des  expreflîons  identiques, 
comme  les  conditions  différentes  donnent  des  ex^ 
pré/fions  différences.  En  générai  il  y  aura  autant  d'é- 
quations identiques  qu'on  aura  employé  d'équations 
inutiles.  Lorfque  dans  la  folution  d'un  problème  , 
après  avoir  rempli  toutes  les  conditions ,  l'on  arrive 
à  une  équation  identique ,  c'eft  une  marque  que 
toutes  les  quantités  du  genre  de  celles  dont  on  parle, 
ont  les  conditions  requifes ,  &  que  c'eft  un  théorjê- 
me  &  non  un  problême  qu'on  propofe.  Supposons , 
par  exemple  ,  qne  dans  la  férié  des  nombres  natu- 
rels I  ,  ;t,,  ;  ,  4,  5,  &c.on  demande  quatre  nom- 
bres de  fuite ,  tels  que  la  fomme  des  extrêmes  foit 
égale  à  ^eile.  des  moyens.  Appelions  ces  nombres 
x^y  y  \^P\^^^^^  nature  de  la  férié,  a:-+-  i  =j<, 
y-f-i  =5;^ ,  &;f -4-1==/^;  par  la  condition  du  pro- 
blême ,  X  •+'p  =y  +  î>  par  les  deux  premières 
équations,  ^  -h  x  =  ;f  ;  par  celle-ci  &  la  troifiéme, 
AT-h  3  =/?.  Subftituant  dans  la  quatrième  les  va- 
leurs de  y  y  î  >  jP  >  il  vient  2jr-f-}=2;i;-4-j, 
équation  identique  qui  fait  voir  que  quatre  nom- 
bres quelconques  fiicceûifs  de  la  ferie  1,1,3  ^^* 
font  toujours,  tels  que  la  fomme  des*  extrcnies  eft 
égale  à  la  fomme  des  moyens  :  ainfi  c'eft  un  théorème 
Ôc  non  un  problême. 

Tome  /.  L 
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Si  Ton  parvient  à  une  équation  identique  ,   fans 
avoir  exprimé  toutes  les  conditions  du  problème  ^ 
c'eft  une  marque  d'erreur ,  ou  que  l'on  a  pris  uiie 
condition  fuperflue  ^  &  obmis  quelque  condition 
néceflaire.  On  peut  encore  remarquer  que  les  con- 
ditions fuperflues  peuvent^faire  paroître  un  problê- 
me déterminé,  quoique  réelleme|it  il  foit  indéter- 
miné. Par  exemple  y  qu'on  demande  quatre  nom- 
bres x^y  y:(^y  u  dont  la  fomme  des  moyens  fbit 
égale  à  celle  des  extrêmes ,  que  celle  des  extrêmes 
foit  5  ^  &  le  triple  de  celle  am  moyens  15.  Par  la 
première  condition  x  -^u  =^-f-:f5  par  la  féconde 
&  la  première ^^-1-^=  5, &  jc-  4-  «  =  5  i  par  la  troi- 
fîéme  ly  -^  î?=  15*  Nous  ayons  autant  d'équa- 
tions que  d'inconnues,  &ron  pourroit  croire  le 
problême  déterminé  ;    mais  ii  dans  la  première 
équation,  à  la  place  dû  premier  &  du  fécond  mem- 
bre ,  on  fuftitue  leurs  valeurs  prifes  dans  les  autres 
équations  ,  il  vient  5=5.  De  même  fi  dans  la 
quatrième  on  fubftitue  là  valeur  de  j^  H-  :^  prife 
dans  la  féconde ,   on  aura  1 5  ==  1 5 .  Ainfi  il  y  a 
quelque  condition  fuperflue  ,  &  en  effet  celle-ci 
^ -+- ;^  3=:  j  fuit  évidejnmentde  Ar-f.a=:^-(-ç, 

'&  de  x-^^u  =  5;  de  même  ^y  -+-  J?=  1 5  fuit  de 
X  -^u  =ïy  -h  :yS>c  de  x-{^u  ==  5 .  Et  parce  qu'il  nj 
a  aucun  moyen  de  trouver  deux  autres  équations 
réellement  différentes ,  le  problême  eft  indéterminé. 
Il  faut  donc  faire  beaucoup  d'attention  ,  afin  de 
trouyer  les  équations  néçeffaires  pour  la  folution 
d'un  problême,  fans  en  introduire  de  fupetflues. 
Dans  lés  problêmes  fémi-détftminés  que  nous 
allons  réfoutir^,  nous  fuppoferons  à  l'égard  de  ceux 
du  premier  degré  ,  qu  on  demande  des  nombres 
entiers  &  poiîtifs,  , 


I 
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Problème  L  On  cfemande  deux  nombres  x  ,  y  , 
te/s  que  3X — -^y  ==  9.  Donc  }x  —  5)  =  5 J  ,  &  y 

=  -^ ^  qui  doit  être. lin  nombre  entier  &  po* 

firif  5  ainfi  j:i:]>9&iir]>3,  autrement  ^  leroit 
négatif.  En  fécond  lieu  pour  que  y  foit  un  nombre 
entier,  il  faut  que  ^x- — 9  foit  exadtement  divifible 
par  5  ;  mais  parc^  cflie  les  feuls  nombres  terminés 
€n  a ,  oa  6n  5 ,  ibnt  divifibles  pair  j  ,  il  laut  que 
yx  —  9  foit  un  nombre  terminé  en  ^.ou  en  5  j  or 
pour  que  jx  —  9  foit  terminé  en  o  ,  il  eft  nécef- 
laire  que  ^x  foit  terminé  en  9, Se  pour  que  yx. — 9  foit 
terminé  en  5,};cdôit  être  termine  en4jdeforte  qu'au- 
cun nombre  ne  peut  être  admis  pour  la  valeur  deix 
excepté ^ux  qui,. multipliés  par  5,fe  terminent  en 
9  ou  en  ^,  Ainfi  le  plus  petit  poffible  eft  8  ,  vien- 
nent enfùite  13,  i8,&c,  auxquels  répondent^  =s 
5  ,    ^  >  9  .5  &c.  comm?  on  le  voit  ^==8  ,  j^==3 
dans  la  table. .  On  peut  reniarquer      .13  6 

que  les  nombres  qui  repréfentent         18  9 

jr,  formrenriineprôgreiïîonafithïné^         1$  îi 

tique  dont  la -différence  eft.  5  j^  .  &c.  .  Sec. 
mais  Ia4iffér.ence  de  laprogreffiondcsnoçnbres  qui 
repréfententj^,  eft  feulement  3  ;  de  forte  qu*en 
coiitinuaiYt  leirdetnc  pirt)grèffidns  à  l'înfinf,  l'on  aura 
une  infin^ité  de  folutions.'  Si  l'on  prend  t  j  pour  x , 
©•prendra  pour^j la  valeur, correspondante  6  y'  Se 
l'on  autà  3:^  — -  jj^  x=:  39  —  30  =  9,  Si  l'on  fup- 
.  pôf0»=  18  j  il  faudra  prendre  ^  pour  la  valeur  de 
y\  Se  Ton  aura  de  même  ^x  —  jj<i=ï;J4 — 45  =?= 
9,  &  ainfi  de  fuite.  \, 

•  Problème  II.-  On  derfidhâe  deux  nombres  x  Se  y 
tels  que  lé  triple  du  premier  joint  au  double  dit'fecond 
donne  29  j  au  tels  que  3X  -+*  ^y  =  ^iC^.  Donc  x  = 
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— -.  Pour  que  x  foit  entier  &  pofitif  il  faut 

que  10^  lySc  10  ^  y.  De  même  il  faut  que 

r  <«7  ,  autrement^  = —  ne  fauroit  être  un 

nombre  entier  &  pofitif.  L'équation  x  =  — — i2^ 

fe  réduit  â  celle-ci  x  =  (^  H — — ^  =  ^  +  2  v 

i.  Pour  que  la  fraûion  donne  un  entier ,  en 

fuppofant^  -<  10.  Il  eft  facile  de  voir  que  jr  no 
peut  avoir  d'autres  valeurs  que  7, 4  &  i,  auxquelles 
répondent  les  valeurs  de  ^  =  1 ,  4  ,  ^,  On  peut  re- 
marquer qu'il  importe  peu  que  le  nombre  entier 
qui  doit  refulter  de  la  fraâion ,  fbit 
négatif,  pourvu  que  y  ne  paflTe  pas  j^=7  x't=ii 
les  limites  prefcrites.  Ici,  par  exem-  4  4 

pUjy  ne  doit  pas  être  au-deflbus  de  i  6 

I ,  ni  au-defTus  de  9. 
Problème  III.  On  demande  deux  nombres  x  &y 

tels  que  j }.x  3=  7<J  -t-  ^^y.  Donc  x  =  7  '^^^y  ^ 

Parce  que  l'un  6c  l'autre  terme  de  la  fraftioii  peut 
être  divifé  par  le  dénominateur ,  on  aura  en  faifant 

cette  divifion ,  a:=  z  -f- v-f-- ^,  Voyons 

mamtenant  fi  le$  termes  du  numérateur  n  ont  oas 
un  fadeur  commun  ,  ils  en  ont  un  =  2  :  ainfi  re- 

duifant  la  fradion ,  nous  aurons  — v)-rny}^  p^^ 
fant sa=  p    nombre  entier  :  le  double  de 

cette  fraftion  fera  auffi  un  nombre  entier.  Nous  ap- 
pellerons fractions  réduites  les  fraftions  pures  (ce 
Jonc  celles   qtCon  ne  peut  plus  réduire  )  dans  lef-  . 


/ 
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quelles  les  termes  du  numérateur  font  premiers' 

entr'eux.  De  1  équation — =^  =p ,  on  tireur  =3 

^  ^^     '   ,  ou  en  rédiûifant  la  fraâion ,  >'  =  2/  + 
13  _ 

^^ — -.  Taifons  maintenant  ■  =!  a  nombre 

entier  ,  on  trouvera  r=5 ,  &  en  réduifant 

7  ..         . 

la  fraftion,/?  =n  ^  -f- •  Suppofons    ^"^  ^ 


7  r  — c      7 

r  nombre  entier ,  on  aura  j  ==sr  -+•  -r-: — «Soît  enfin 

r  (  nombrViêntier  )  j  donc  ;^^  5  s=î  (>  r  ôc 


rr=  5  -h^  r.  Cette  équation  donne  pour  r  un  nom- 
bre entier,  puifque  r  par  fuppofition  eft  un  nombre 
entier.  En  rétrogradant  nous  avons  ^  =  7  r  -j-  5  ,^ 
ijr-+- 10,  j^:=3='}3  ^-+*25.  Cette  valeur  de  j^ 


étant  fubftituée  dans  l'équation  x  s=  — ^donne 

AT  =  47  -t-  j  9  f  ,  équation  qui  fait  voir  qu'en  fubf- 
ti tuant  i  la  place  de  f  un  nombre  entier*  pofitif ,  x 
fer^  toujours,  un  noixibrj^  entier  pofitif.  Si  l'on  fup- 
pofe  ^  =^  1 5  I  otf  fera  le  plus  petit  nçmbre  qui  puiflTe 
repréfenter  Jir.  •  .,  -     • 

Suppofons  <2===  5,</=:i5,  c=j5  ;  la  pre- 

iniere  fradtipn  réduire,  devient  p  =i  ■   /  •  .  Si  l'on 

fait  attention  à  la  fuite  des  opérations  précédentes  , 
on  pourra  voir  dans  quel  cas  on  peut  lubftituer  des 
•valeurs  de  y  qui  rendent  x  entier  &  pofitif;  car 
dans  la  nouvelle  fraâ-ion  qui  réfulte  de  la  première 
on  divifè  c  par  rf('ûfrepréfentele  coefficient  de  l'in- 
cpnnue^ ,  p^&cc.  dans  chaque  fraétion  réduite  ,  & 

.      L3 
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<:  le  dénominateur  Aq  chaqtiçfraAion  réduite  )  ,  &: 
Ton  a  pour  refte  U4îç  nouvelle  fradion  réduite   ^ 
dans  laquelle  or^divife  encore'  c  par  </,  premier     /' 
refte,  enluite  celui-ci  pa;r  le  feoond  refte, ^g.*(  On 
entend  ici  par  refte  le  multiplicateur  de  rincpnnue 
dans  lair^ion  réduire  )«  .^i-Aèc  ç  font  premieFs 
entr'eux ,  on  doit  arriver  à  la  fin  à  un  refte  égal  a 
Tunité  (  14,.),  y. ce  qui  étant  fait,  l'on  a  ce  que  Von 
cherche.  Car  faifant  la  dernière  fraûion  égale  à  une 
nouvelle  ihconpue  ,  on  pourra  a.ffigaer  à  cette  in- 
connue une  valeur  en  nombres  entiers  &  pofîtifs. 
Mais  (î  ^  &  c  ne  font  pas  premiers ,  il  eft  i'mpolîî- 
ble  d'arriver  wÊtn  refte  ==  u  Soit  la  fradtion  réduire 

^  a  Se  a  étant  premiers  entr  eux  ,  4  çc  c  ne 

Tétant  pas,  ;Suppofoias  que  leur  diyifeur,  commun 
foit  Vz  y  il  eft  clair  que  «  ne  divifefà  pas.^. ,  autre- 
ment a  &c  ine  ferpient  j^is^pi'fmiers  çncr'aux.;Bal-« . 
fons  ^  :??=  ;?/,  c  =  ng,^  noxté  fraétion  deviendra 

i  =?  '/?  ;  donc H/jK  =5=?  gp  (  nombre  en-^ 

tier  ) ,  &  parce  qixefy  eft  ^^f5  u.n  nombre  énrier , 

—  feroir  un  nombre  entit r  ;^  a,  fèroit  divifible 

par  n  ,  ce  qui  eft  impoÏÏîblè  \  donc,  &c.  En  effet 

fuppofônsla  fraéJion  réduite  ^  '^    — dans  laquelle 

4  Se  c  ^  ç*eft-à-dîre  1 1  &'  j  3  ne'  font  pas  premiers 

.  ,  <  -4-'  iiy*'  • 

entr'eux.  Faifons — :  ==/?  ;  donc  j  =  j  ^  — f 

—;.  mais  y  Se  />.éçant  de^  nombref  çntiers^  il  eft  évi-  • 
dent  que  cette  équation  ne  peut  jamais  avoir  lieu. 
On  peut  donc  connoître  par-là  dans  quel  ca^  une 
ftaÀion  réduite  pcut,ou  nq  pçiiç  p^s  êtjfe  ui\ettcicrj^ 
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en  fuppofent  j^  entier  j  ou  dans  quel  cas  la  méthode 
précédente  peut  réulfir. 

Problème  VJ.  Un  CuytnUr  a  acktté  des  ptrdrix 
&  des  lapins  ;  il  a  payé  chaque  perdrix  jî  fols  ^  ^ 
chaque  lapin  Jû  fols.  Ilfe  trouve  que  les  lapins  lui 
ont  coûté  f  fols  de  plus  que  les  perdrix  j  combien 
a-t4l  acheté  de  perdrix  &  de  lapins  ?  Suppofons  que 
X  eft  le  nombre  des  lapins  ,  &  que  j^  defigne  celui 
des  perdrix.  Par  la  nature  du  problême  on  aura 

My  -+-  7       ■    ,»  ly  +  7 


iOJC 
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•JK -4- r  (en  faifant  la  fraction  £=  r)  j  donc  lor 

'^^  y^J  9  ^y  ^= =rH ^  ==  r 

II  II 

+/idonciT/=3.r — 7>5^^  = =/+ 


s/-+- 1  j  ainfi  s  ^  =5=  1  /-+•  7>  &/= 


I  I 


9 

C'eft  pourquoi  iu7=^t  —  ?,&  '.     - 

II  ttr+- 3  j  ;^=  r^--y===  io«  J"  .^ 

•4^  ^'3  nombre  des  perdrix  ;  &         «^  « . 

^  ==^-f-.r=  3i«Hr:98  nom- 
bre des  lapins.  Il  eft  vifible  que  les  plus  petites  va- 
leurs pofitivesde  xic  àey  (q  trouvent  en  faifantz^ 
=2  —  3  ;  celles  qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreffion  arithmétique  comme  le  fait  voir  la  tabl  e. 
'  Problème.  Un.  orfèvre  a  trois  lingàtâ  Û^or  j  le  pre- 
mier contient  y  onces  dUor  par  marc^  le  fécond  5  ^, 
&  le  troifiéme  4  ^  ;  U  veut  faire  un  alliage  dé 
3  o  marcs  ^  dç  manière  que  le  marc  de  cet  alliage  con* 


11*1  "IW  mmmKmmt^m^'^^^^-^im^m^^m^Êmamm^aMÊm'mi^mÊrw^ 
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tienne  fix  çnçe^  d^or.  Comment  doitM  s^y  prendre  ? 
Qu'il  prennejc  marcs  du  prepiier  lingot,jy  marcs  du 
fecona,&;  \  n>^rçs  du  troinéme^pour  avoir  i  ®,  l'équa- 
tion Ar+^-4^ft=:3  a;  i  ** .  il  çft  vi/lble.  qiie  7**"f-5  {y 
-+•  4  7  ;f  exprimera  la  quanritc  d  or  oui  doit  fe  trou- 
ver dans  l'alliage,  ç'eft-^-dire,  jofois^ onces d*or, 
ou  1 8o  onces  \  donc  7^ -+■  J  7  j'  ■+■  4  f  î  =r=  180. 
multipliant  La  première  équation  par  9  &  la  re- 
tranchant ^fuite  de.  celle-ci  multipliée  par  2  ,   il 
vient  5 jf  +  2j^  =ï  90  ^  d'où  l'qn  tire  ly  «=  90  — • 

5^;,  yr=:j^j =  45  — '  su  y  en  faifant  — =zr* 

Mais  :f  =  50  — X  — y:  donc  :(=  5a —  1 55  ainfi 
a  doit  être  plus  grand  que  4  ,  &  plus  petit  que  1  o. 
Cependant  il  ne  peut  pas  être  =  5  ,  autrement  :j; 
feroit  =»  o  ,  il  ne  peut  pas  non  plus  être  =;=  9  , 
parce  que  dans  ce  cas  v  feroit  =5=  o  j  de  forte  que 
le  pi:oblême  admet  les  folutions  qu'indique  ta  taçle. 
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Probieme.  VI.  Les  faif ans  fe  vendant  deux  écus^ 
les  perdrix  un  écu  &  les  cailles  {  écu  ^unfeigneur  or-' 
donne  àfon  nKUtre-d'hqtel  de  lui  acheter cen$  de  ces  oi- 
féaux  ne  lui  donnant  pour  cela  que  yo  écuSj  Comment 
pourra  s^y  prendre  le  maître  -  d^ hôtel  ?  Par  la  na- 
ture 4^  problème  en  faifant  le  nombre  des  faifans 
cherché  ===  x ,  celui  des  perdrix  =y ,  &  celui  des 
cailles  =  :[ ,  on  aura  ces  deux  équations  x  -^y 
-+-?;==  ipo  ,  XX  -^y  -4-  r  î  =^70*  R^  ta  fçco^de^ 
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mulnphce  par  z  ,   re-  ^      <>>• 

tranchez   la   première ,  ^  '  •^  .       *  ^      « 

Il  4  84 


pour  avoir  ja:  h-  y  ==  ^  ^.^ 

^o  :  ainiîileftvifible  que  o 

^eft<-ou<i4,&  . 

y   <[    4®*    Confidérons  ^  ^ 

maintenant  la  formule  jy 
=5=  40  —  zx.  Si  Ton  fait 


9  M  78 

7^ 

40  —  zx.  M 1  on  rait  ^  ^  ^  ^^ 

x=i3,  on  trouve  jr=  ' 

1  &y=  8^.  Si:r=  12,  5  ^i  3o 

r  fl.  o  4  28  <Ç8 

yfera=4,&î  =  84,  ^  ^^ 

&  ainu  de  fuite.  La  «able  ^  ^  , 

fait  voir  qu'il  y  a  treize  ^  ^  -"^ 

Solutions.  57 

Problème  VII.  Tre/îff  béas  ont  coûté  75  /ci^^/  /is  mou" 
tons  coûtent  5  écus,  les  brebis  ^  ^  &  les  agneaux  t  ;  on  demande 
le  nombre  des  moutons  x ,  celui  des  brebis  y ,  &  celui  des  agneaux 
2.11  eft  évident  par  la  nature  du  probIéme,que  Içs  moutons  ont 
coâtë  f  ar ,  les  brebis  jy  ,  &  les  agneaux  z^.  Donc  on  a  Té  - 
quation  5[:tf  +  3y+iç  =  7f.De  plus,  puisqu'il  y  a  30  bêtes,  ' 
on  a  r-f-y+r=3o.  Multipliant  la  féconde  équation  par  i  ,& 
la  retranchant  enfuite  de  la  première ,  te  premier  membre  du 
j>remier  membre  ,  le  fécond  du  fécond  (  ce  qui  ëvidcm- 
lïent  ne  détruit  point  l'égalité  ,  pi^ifque  de  quantités  égales  on 
ite  (èulement  àts  quaatitéî?  égalés  ) ,  îl  vient  3  x  -}-y  =^15  , 
ce  qui  fait  connoître  que  y<^  i^j&jc-^f.  Multipliant  la  fé- 
conde équation  par  3  ^  &  du  produit  âtant  la  preipiere ,  l'on  a 
—  iAf  +  î=i^  >  "^^s  %x  '^  10  ,  puifque  x  -^  ^  y 
doncç  <^  2^.  Par^É|ue  la  limite  de  x  eft  plus  petite  que  celle 
de  y  y  (èrvons  nouVe  l'équation  3*  -{-y  =  i^  ,  qui^nonS 
donne  y  =  15  t—  jjr.  Faiunt  ufage  de  cette  première  éqiia- 
:ion  &  de  ç  ==  1 5  -f-  2;if ,  fi  nous  fup- 
poibns j:  =5=  4 ,  nous  aurons  y  :=  5  &  ^  ^  ^  >  3f^'  >  î^*^*  ^ 
=  1  ^ .  La  table  fait  voir  les  (blutions         ^  *  ' 

ju'admet le  problême,  où  l'on  voit  auffi  *         ^'         ^^ 

es  fériés  5c  les  différences  dos  fêries  des  ^  '        ^  ^         '^ 

aleurs  correfpondantes  de  X  ,y,  ^i( 

Problème  Vin.  C^  <t  «cAer^  30  bouteilles  de  différensvins  ' 


^■mw 
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7  5  // V.  Lt  vin  dt  Baurgogne  coûte  s  ^w»  ^<a  houteUU  ,  ce/i/i  «/^ 
Champagne  3  //v,  &  «/:^i  de  Ciihors  %  liv.  On  demandcU 
nombre  des  bouteilles  de  chaque  efpece  de  vin  f  II  eft  vifible  qu  en 
î^ppellant  x  le  nombre  dts  bouteilles  du  premier  vin,  y  le  nom- 
bô:^,  des  bout^il^s  du  fécond  ,  &  ^  celui  des  bouteilles  du  troi-* 
iîeme  ,  on  aur|,  les  équatioiiyfuivantes  x  +y+  î='30)î*  -H" 
jy-f-  z:^  =  7y^,  defqueUes  on  tirera  les  mêmes  valeurs  nu-- 
mériques  de  :e  ,  y  &  j;  que  dans  le  problême  précédent. 

Problème  IX.  Suppofant  quun  voyageur  na  que  troU  ef- 
peces  dt  monnaie  ,  les  pièces  de  la  première  ejfpece  valent  $  Uv*^, 
celle  de  la  féconde  3  /iv,  6»  celle  delà  troifiéme  2.  liv.  Il a^é^ 
P^^fi  7  5  ^'V.  Cfy^il  veut  payer  en  3  o  pièces  j  combien  de  pièces 
doit-il  donner  de  chaque  efpeee}  Soit  x  Je  nomb/e  cherché  des 
des  pièces  de  la  première  efpece ,  y  celui  des  pièces  deia  fé- 
conde elpece  ,  :(  celui  des  pièces  de  la  troiiî^me  efjpece  j  il  eft 
évident  que  nous  aurons  les  deux  équations  a:  +y  +  :j;==îo  ; 
$x  -\-  3y +  2-^  =  75,  d'où  nous  tirerons  Içs  mêmes  valeius 
nunïériques  de  *  ,  y  &  ;j;  que  dans  Tavant  dernier  problême  ; 
ainfî  ce  ^^yageur  peut  payer  fa  dépenfede  quatre  manières  dif- 
férences. 

PjvobiemeX»  TV  W  marchands  ont.  chacun  un  certain  nom" 
hre  Sécus ,  i<  manière  que  fi  on  multiplie  le  nombre  desJcus  <fe , 
premier  par  i  \  le  nombre  des  écus  du  fécond  par  $y&  le  nombre 
des  écus  du  troifiéme  p^r  7  ^  lafomrne  des  produits  efi=  ^6oi[ 
mais  fi  ^^^  multiplie  le  premier  nombje  par  ^^  le  fécond,  par^^ , 
&  le  troifiéme  par  4*? ,  la  fomme  des  produits  fera  %9Xq  y   on 
detnande  le  nombre  des  écus  de  chacun,   Soit  x  le  nombre' d^s 
é'cus  du  premiet^  marchand,  y  le  nombrcàes  écus  du  feçpn^ ,  & , 
ij-  Iç  npmbredes  écuç  4u  tîtoïfiérae.  On  aura  donc  les  deux  équa^ 
lions  3f +  ^  +  7^»^  5^o>  9X'^  2.fy-4-  49^  ==  %9.10a- 
Multipliant  la  première  par  |   &  la  retraçant  enfuiîe  de  la. 
féconde,  il  rçftera  iqyTt-i^^  ==?  1^403  d^Pçy-4-i4ç==  ^loj 

d'6ù  Ton  tire  y  ===  1 14 î^.  Il  eft  donc  néccflaire  que  r  felt 

divifible  par  ^\  'AinfTfaif^nt  u  =-=  4=^  ou  5  «  =î=^  ,  nou^ait* 

Ç  'il 

r(>ns  y  =?  I Z4  — :  14W  ;  c'cft  pourquoi  la  premiers  équwiçjçn  de- 
viendra  lX  —  '^\U'\-6xO-=^  5^p,  OMlX^^^X^U-^^^f,^ 

%^u  .  ^  ■.'.,' 

X  === .  — r  io.  Si  l'on  fait  j;^  =s=  jr ,  on  t^;onycrî^  x.nr^  jj/ 
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-!—  2,0,  y=*  124 -B-j^tf  ^  & 

^  ^=^  I  f  f*  Or  il  eft  yifihlB  que  r 

doit  ctre  <^3,  autrement^y  fe- 

roic  négatif  ;  de  manière  (|ue  Ton  eil  borné  aux  deux  folutions 

qu'en  voie  dans  la  table.  ^ 

Pjto.BELME  XL  Difpofer  10,  chevaux  dans  cinq  écurie jf  de 
manière  quil  y  en  ait  un  nombre  impair  dans  chacune.  Soit/' 
le  nopibre  des  chevaux  flu'il  doit  y  avoi|:  dans  la  première  écu- 
rie ,  t  celui  de  la  féconde  ,  x  celui  de  la  troifiéme ,  y  celui  de 
la  Quatrième  ,  &  ^  celui  de  la  cinquième.  Comme /&  t  doi- 
vent être  des  nombres  impairs,  leur  fômme/-f-  t  fera  évidem- 
ipetit  un  nombre  pair  que  je  fais  =  /?.  Par  1%  ipeme  raifon  x 
-|-  y  fera  un  nombre  pair  que  je  fuppofe  =^9  ;  mais  p  -{- q  ^ 
fbmme  de  deux  nombres  pairs  eiï  aufîî  un  nombre  pair  que  je 
fois  =  n-  Si  au  nombre  fe  j'ajoute  {,  nombre  impair ,  la  fom- 
me  «  -f- 15;  des  deux  nombres ,  dont  runeft  pair,  &  lautre  im- 
pair ,   ftra  évidemment  un  nombre  impair  ;  donc  le  nombre 
des  chevaux  devroit  être  impair.  Mais  ce  nombre  cft  20  nom- 
bre pair  ;-donc  le  problême  eft  impoffible.'  Gn  prouvera  dô 
même  qu'il  neft  pas  poflSble  de  plafecrioo  chevaux  dans  fept 
écuries  de  manière  qu'il  y  en  ait  un  nombre  impair  dans  chacu- 
ne ,  parce  qu'alors  fept  noitibres  impairs  donneroient  un  nom- 
bre pair,c'eft-a-dire^qae  la  fomme  d'un  nombre  impair  de  nom-i 
hres  impairs  donneroit  un  nombre  pair  ,  c$  qui  éft  impoflîble;' 
Il  arcive   foavent  qu'on  ne  parviéndrqit  jamais  a  la  ^fo--^ 
lution  d'un  problême  ,  fi  l'on  ne  feifoit  attention  à  quelques  ' 
propriétés  fingulieres  des  quantités  qui  peiivept  le  réfoudre  ; 
c*éft  ce  qu'on  peut  facileinent    remarquent  dans  l'exçmplç* 
fuivant.  • ..  .  -^ 

Problème  XII,  Trouver  un  nombre,  parfait ,  ce^-a^àîre  , 
un  nombre  égala  la  fomme  dé  fes  divifeurs  exaSls,  Parmi  ces 
dîvifeurç  npus  ne  comptons  pas  le  nombre  lui-même ,  autre- 
mene  le'  problême  ferolt  abfiirde.  Je  remarque  que  lorfqu'une  * 
prqgveffipn  géométrique  comiBcace  par  l'unité  &  que.  fon  fe-  ' 
cond  terme  eft  un  nombre  premier  ,  aucun  de  fes  termes  ne  * 
peut  ctr«  divifé  exa£^ement  que  par  quelqu'un  de  ceux  quj.  le 
pfécédèor,  cooimeit  eÀ  facile  de  s'en  appercevoir  dahsla  pro- 
greffion  vj- 1  :  %  14  :  8  :.i^'&<:.  (A).  Je  fais  encore  attention* 
que  dan^lg  progremon  A)  i**-  Chaque  terme  dlégala  la  fbid-- 
ihe  des  termes  précédens  augmentée  de  l'unité  ;.  a**.  Que  fi 
on  muitiplif  ua  des  termespa^n  nombre  premier, le  produit 
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ne  peut  être  dîvifé  que  par  le  terme  qu'on  a  pris  ,  par  ceux  qui 
le*prëcédenc,parleinuldpUcateur  premier,  &par  les  produits 
de  ce  multiplicateur  par  les  termes  prëc^dens  de  la  progrel— 
fion.  Soit  i^  ==  2, ,  la  progreffion  A  deviendra  Vr  4^  :  d  :  d^ 
&c.  Soit  encore  ^  le  terme  cherché ,  x  le  multiplicateur  pre- 
mier par  lequel  on  doit  multiplier  le  terme  c/**  pour  avoir  d'^  x 
nombre  partait  cherche.  Tous  les  divifeurs  de  ce  produit  font 
d°=j  ydy  d^^  di  '  *  'd^yXydx  y  d'^ X '  •  'd^^^x  ;&  parce  que 
.  d**  eft  ëgal  à  la  fomme  de  tous  fes  divifeurs  ,.on  aura  d^x=x 

+  d'{'d^'"\'d''-^x-^dX'\'d'-x 1-<^— ^  x.  D'où  l'on 

tirera  aifément  d^  x — x — dx-^  d^x  •  •  —  d" — '  x  =i4-</-^- 

.»         .   ^   ,  1  +  d+  d^ +d^        «.    ^ 

dr . .  •+<^,  &  «  =»  -37-^ ,    i  ■    ■  ■ Î-; — --.  Mais  d^ 

m^^i^d-^-d"- f-<^— ')+  i;donc<£»  — I— flf-.  ^— - 

^— *  =  I  ,  ç'eft-à-dire ,  que  le  dénominateur  de  la  valeur  de 
X  eA  l'uni té,&  par  conféquent  jc  =  i  -|-  d-^d"^  • 1-</".  D'au- 
tre côté  X  doit  être  un  nombre  premier;  ainfi  Ç\  on  ajoute  les 
uns  avec  les  autres  les  termes  de  la  prôgrefGon  —  i  :  2:4: 
8 : 1 6 : 3 1  :  ^4  &c.  jufqu  â  ce  que  la  fomme  donne  un  nombre 
premier,  &  qu'on  multiplie  c«tte  fomme  par  le  dernier  terme 
qu'on  a  pris,U  produit  fera  un  nombre  parfait,&  l'on  pourra  de 
cette  manière  en  trouver  tant  qu'on  voudrat  En  prenant  les  deux 
premiers  termes  i  &  i ,  on  a  3  nombre  premier ,  &  multipliant 
ce  nombre  par  i  deAiier  terme  pris,  on  a  ^  nombre  parfiait  ; 
car  il  çft  égal  à  la  fomme  de  tous  fes  divifeurs ,  i ,  x ,  3^  De 
même  prenant  les  trois  premiers  termes  i ,  z ,  4 ,  on  trouve  7 
nombre  premier  qui ,  étant  multiplié  par  4,  donne  i8 ,  autres 
nombre  par&it  égal  â  tous  fes  divifeurs  i,  i,  4979  i4>  & 
ainfi  de  fuite.  . 

(>8.  Venons  maintenant  à  une  autre  efpece  cîe 
problèmes  ,  dans  lefquels  nous  fuppoferons  que  les 
quantités  inconnues  ne  font  pas  fourdes  ou  incom- 
menfurables  :  comme  feroit ,  par  exemple ,  laquan-s 
tité  V  3-  * 

Problème  I.  Trouver  deuxnomhres^  dont  la  fomme  1 
des  quarrés  foit   Un  nonthre  quarré.    Si  au  quatre 
x^-^ix^  y^•^ry^yOn  ajoute  un  autre  quatre  4  a?»  v», 
la  fomnie  fera  ===  x^  H-  lÊc^y^  +^^  »  quarte  de 


f 
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jc*  ^y^  j  donc  les  nombres  cherches  font  x^  — 
^^  ôcixyy  dont  U  fomme  des  quarrés  égale  le 
quarré  de  :v*  •+-  y *,  Ainfi  Ton  peut  donner  ix  ôc 
à,  y  telles  valeurs  que  Ton  voudra  ,  pourvu  que  ces 
valeurs  ne  foient  point  des  quantités  fourdes  ou  ir* 
rationnelles.  Si  Ton  fuppofe  :c=3&y=z,  on 
a.ura  x^  — y^  =  9  —  4=5  >  ^^y  =  i2,&25-h' 
144  =  1(^9  ,  quatre  de  x^  +jk*  =  1  j. 

Pkoblbme  II.  Trouver  deux  nombres  quarrés  dont 
la  différence  foit  un  quarré.  Soit  x -^-y  lun  de  ces 
nombres,  x  —  y  l'autre  nombre,  leurs  quarrés  font 
x^  ■+-  xxy  H-^*,  x\  —  ixy  -Hy  *,dont  la  différen- 
ce 4^^  doit  être  un  nombre  quarré  ;  mais  la  racine 
2  V'.vy  eft  néceflairement  un  nombre  pair  (  parce 
que  le  double  d'un  nombre  pair  ou  impair  eft  nécef- 
fairement  pair  )•  Soit  donc  xn  cette  racine  ,  l'on 
aura  4^y  =  4^/2 ,  6c  xy=nn'y  ce  qui  fait  voir  que 
jfy  eft  un  nombre  quarré.  Ainfi  fi  l'on  divife  un 
quarré  quelconque  nn  en  deux  faâeurs ,  dont  l'un 
K>itpris  pourx*,  &  Vsluzxq  pour^,  le  problême 
ieraxéfolu.  Soit  fuppofé  /2;2=  4  ,  fi  l'on  fait  x  =s 
4  ^  jr=  I  ,  les  nombres  cherchés  x  H- j^,  x  — y 
feront  5  &  5  ,  dont  les  quarrés  font  25  &  9  j  or  la 
différence  de  ces  quarrés  eft=:  16  nombre  quarré. 
Problème  III-.  Trouver  deux  nombres  x  &  y  tels 
que  té  quarré  du  premier  joint  au  fécond  foit  égal  au 
quarré  du  fécond  joint  au  premier.  On  aura  donc  x*" 
-+-y  =>'*  •+•  x^OM  X — y  ==:x  — j  '  =  (;c  +  j^). 
X  (  X — y  )  i  donc  en  divifant  par  x  —  y,  i  :=x 
H- j^  j  &  partant  fi  l'on  partage  l'unité  en  deux 
parties  quelconques ,  ces  deux  parties  refondront  le 
problème.  Ainfi  fi  l'une  des  parties  eft  j  &  l'autre 
7,  onaura~-+-7  =  ^-f-j. 

PaoBtEMElV.  Jpivifer  un  nombre  quarré  sl^  en  deux 
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autres  qaarrés  x"^  &  y\  Par  la  rtaturè  du  problème 
l'on  aura  a''  i=  jc*  -V y'  (  A  )  ,  a*  —  at^  ===^'  =^ 
'(  nx  — a  y  ,,en  faifant y  =znx  — ■  a*y  donc  Téqua^ 
tion  A  deviendra  a""  ==  x""  -\^nnxx — =•  lanx  -+*  ^i*, 
ou  en  tranfpolailt  &  effaçant  les  terrties  qui  fe  dc- 
rruifeht,  inaxt^xx-\*'nnxx^o\iina^=:^(  i'+-nn)x'^ 

donc  X  =i  .  Si  on  prend  donc  pour  x  &c  pour  n 

des  nombres  rationnels  i  y  fera  auffi  tatioiinel.  Soit 

n  =  1  ,  ;i:  fera  =5 — .  C'eft  pourquoi  fi  on  fup- 

pofe  ^  ==  5 ,  &  par  confequent  ^t*  ==  i  5  j  on  aura 
:e=i=4  de  y=^nx — a  iera=j  :  ainfi  les  nombres  cher- 
chés xôcy  feront  4  &  3  ,  &  la  fomme  i  ^  -f*  9  dô 
leurs  quarrés  fera  égale  au  quarré  iz*  =;  2  ^ . 

Problème  V.  Etant  donnés  deux  nombfes  quar-^ 
fes  aa  j  bb  partager  leurforumc  a2t  -+-  bb  en  deux 
autres  quartds.  Soit  x  — a  la  racine  d'un  des  quâr-*- 
rés  cherchés,^  nx — b  la  tacine  de  lautré  ;  nous 
aurons  donc  {x--^df  -H  («;r  —  A  )*  =  ^*  -f^i*"  5  ou 
:>c'  —  lax  -\-  eu'  -h  nx"-  -^  mhx  -\-h"  z±ta"  -H^V 
flc  en^  tranfpofarît  &  efFaçanp  les  quantités  qui  fe  dé- 
ttuifent ,  x''-\-nx''  =  inbx^t-a9if^  &  en  divifant 
par  X  ^  PC  ^  n''X'=^inb  -+-  la  -,  d*oà  1  on  tire  x  =iî 

—       ^  >  On  pourra  donc  fàtisfaire  à  la  queftlon 

pfôpoféé ,  en  prenant  pour  n  un  nombre  rationnel  , 
excepté  l'unité  ;  car  fi  ori  faifôit  >z===  r  ,  oii  aiitoit 
X  ===  ^-H  ^  ,  &  le  nombre  x  -^a  fèr'oit  ==ï  A  ;  de 
forte  que  dans  ce  cas  la  fommè  a  -|-  ^*  n6^  feroic 
pïis  partagée  en  deux  quatrés  différehs  de  a*  &  ^*. 

•  '  i^  ~^  'l.iZ 

Si  on  fuppofe  72  =  2 ,  l'on  a  »v  = \ — \  Si  donc 

0ti  fuppofe -encore  ^  =  2  ,  tz  3=s  j ,  il  viendifa  ^ 
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Les  quarrés  de  ces  nombres  77  &  ^  étant  ajoutés 
enfemble  donnent  -^  ==  1  j^fctnme  de  deux  quar- 
rés 4  -h9  =  a'^y^ 

Problème  VL  On  demande  un  nombre  x  y  qui 
ajouté  à  deux  nombres  donnés  a&b  j  les  rende  quar- 
rés. Par  la  nature  du  problème  ^  -f-  ^  fera  un  quatre 
parfait ,  aufG-bien  que  b  -^  x.  Soit  m  +  «  la  ra- 
cine du  premier  quarré  &  fuppofpns  que  m — n 
foit  celle  du  fécond  ,  nous  aurons , 

tf  -f-  X  i=  mm  -+-  imn  H-  nn,  A 

^    -f-  JC    S±=  m/TZ  1/72/2  H-  /2/2.     B 

a  — -  b  =^  j^mn, 

Ainfi  fi  on  prend  le  q;iart  mn  de  la  différence  des 
nombres  donnés,  &  qu'on  le  divife  en  deuxfaâ:eurs 
m  Se  n  ^  les  racines  des  qùarrés  qui  refondront  le 
problême  >  feront  m-^n&c  m  —  n.  Or  l'un  quel- 
conque de  ces  quarrés  fuffira  pour  trouver  la 
valeur  de  x  par  le  moyen  des  équations  A  ou  B. 
Soit  ^  =  1 7  ,  ^  r=  5  5  on  aura  a  —  A  =  1 2  &  mn 
=  3.  Ayant  donc  pris  /wt:t=  j  &  /2=ii=i  ,  pour  avoir 
m-t-;z==4,  m  —  /2=  2.,il  viendra  <z  -+-  ;t  =  id 
&  ;»:  = —  I  (  l'équation'  A  +  a:  ==  4  donne  auflî 
x=  —  I  )  &  il  eft  vifible  que  17  —  i  =r  t^  ,  & 
5  —  1  =  4  font  des  nombres  quarrés.  * 

Problème  VU.  Thius  é*  Alexandre  ont  chacun  un  certain  nonu 
brt  de  louis  »  de  manière  que  fi  l'on^joute  le  produit  de  ces  nom-- 
brcs  a  leur  fomme  ,  *le  résultat  donne  7^  ;  quel  eft  le  nombre  des 
louis  de  chacun  ?  Soit  x  le  nombre  des  louis  dç  Titius,y  Icf 
nombre  des  louis  d'Alexandre.  .Par  la  nature  du  problême  xy-^ 

X  -4-y  =»  7p  ;    donc  xy  -f-  y  =  7^  —  x,  '8c  y  ^=^  — -7—^ 
80  x-^i 

«= —  1  H ,— •  11  faut  donc  que  ;e  +  1  fpk  un  divifeurdc 
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80.  Si  Ton  veut  que  x  Bcy  foie  des  nombres  entiers  pofitîfs  au 
o  y  on  aura  les  (olutions  indiquées  par  la  table*. 


Divifeurs  de  80     1,    x     4    j     8  10  i^  xo  4o|8o 

«  =1  0     1     3     4    7     9  ij  ip  55>  7P 

yr=^\79  39  ^9  IS     9    7     ^\   ^     i     0 

Problème  VIII.  na  ^   a  «  b  &  c  /r^nf  ^^^  nombres  donnés, 

on  demande  la  valeur  de  x  &  dây  en  nombres  entiers  y  ior/qu'on 

a  l'équation  mxy  =  ax  -f-  by  +  c.  Où,  aura  donc  y  = 

ax+c  max-\-mc  ,    mc^ab^   >  ^, 

■ — 7»''^= W~  =  <*  H rj&parconiequent 

mx—r-b     "^  .       mx — b  mx  —  b      '^  * 

le  numérateur  de  cette  fraâion  doit  être  Vlivifible  par  le  dénonii- 

nateur^  c'eft  pourquoi  en  faifant  le  numérateur  =fgy  &  mx — b 

t=  y  ou  *  s=î — ^-^j  /+  b  doit  être  divifible  par  m.  Ainfî 


m 


parmi  les  fadeurs  de  me  ^ab  on  ne  peut  employer  que  ceux 
qui ,  étant  ajoutés  à  b  ,  donnent  une  fomme  divifible  par  m. 

Problème  IX.  Alexandre  a  un  nombre  x  de  louis  &  T/- 
tïus  un  nombre  y  tels  que  5xy==2X+3y-f-i8  ,  quel  efi  le 
nombre  des  louis  d^  Alexandre  Ù  celui  de  Tiiîusi  On  aura  y = 


zx 


18 


6c  sy 


10* 


90 


=  1  + 


96 


•  Il  ne  s'agit  donc 


que  de  trouver  parmi  les  divifeurs  àc  96  ceux  qui ,  ajoutés  à  3  ^ 
donnent  des  nombres  divifîbles  par  5  ;  mais  les  divifeurs  de  96 
étant  I ,  z  ,  3>  4  9  é  >  8  »  12,,  16,  24  ,  31,  4S  ,  9^,  il  eu 
facile  de  voir  qu'il  n'y  a  que  z  y  1 1 ,  31  qui  aient  la  condition 
tequife'.  Si  fon  fait  5  *  —  3  =  1 ,  on  aura  x  =  i  3c  y  =  1  o  ; 
réquatîon  5  a:  —  3  s=s  i  x  donne  jf  s='  3  &  y  =■  i.  Enfin  la  (îip* 
poiition  de  ^a?  —  3=31  donnera  Jt  ==  ^  &  y  =  i . 

Remarque.  Comme  daas  la  folution  générale  l'on  a  my  — ^ 

^  -s -.  j  il  n'eft  pas  difficile  de  voir  que  Ci  un  nombre 

de  la  forme  me  +  û^  eft  divifibîe  par  mx  —  ^ ,  le  quotient  eft 
néceflairement  renfermé  dans  la  forme  my  —  a.  Ainû  l'on  peut 
repréfenter  me  -{■•ab  par  (  m*  —  b)'{my  —  a).  Si  l'on  avoit 
m==«ii,]fr=s»7,  tf=s=s5&c;=a  15,  on trouvcroit  i ty  —  j 


■*MB 
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■= =«- — -—k  Lés  divifcurs  ic  zt$  font  r,   J,4j,   iij» 

pamû  kfquels  il  faut  choifîr  ceux  qui  font  compris  dans  la  for-^ 
mule  I IX  —  7.  Le  fcul  divifeur  $  facisEufànc  à  cette  condi- 
tion ,  on  a  lîAT — 7==  j  ,  &  i^y —  5  =4j-  Jonc  x=sii 

Prob.  X*  Titius  a  un  nombre  x  &  Alexandre  ufi  nomire  y 
^e  chevaux  i  de  manière  qtle  ix-f-xy=ix+3y-f- 1^  i  quel  efi  U 

nombre  des  chevaux  de  chacun  î  On  aura  y  r^-      ■       ■    '"*:S 
ms= — jt  *— t  -f- .. -•  ;  a:-*-  t  doit  donc  être  un  divifeur  de  i6^ 

X  —  y 

6c  la  dîvifîon  étant  fuppofëe  faite,  le  quotient  fera  y  +  *+ 1  j 
mais  les  divifeurs  de  i6  font  1,1,13^  16;  Ainfî  nous  au- 
rons les  folutions  fuivantes,  û  x  —  j==  i^oufiA:  ==4 ,  on 

auray +^  +  *  =y  +  î=  *^>  ^y  =  »!•  Six —  3=7=1, 
on  auraic=«»  5  Scy^^=7.  Six —  3  =  13,  on  aura*=i(5  & 
y  =  —  I  j»  Cette  dernière  valeur  étant  négative  ne  peut  pas 
{ervir ,  Se  c'eft  pour  la  même  raifon  qu'on  ne  peut  pas  fuppofer 
*— 3  =  1^.     . 

Problème  Xt.  On  demande  de  rendre  rationelle  la  quantité 

yy — a 
y^  (  a  +  bx).  Soit  tf -f^^ j:==^yy  ,  oh  dUï2LX=^^^T — ^^&quel* 

que  nombre  que  l'on  fubfïitue  à  là  place  ^^y],  î^  en  réfultera 
toujours  pour  *  une  valeur  telle  que  a-^  hx  lera  un  quarré  , 
&  par  conféquent  V  (^  +^*  )  "^^  quantité  rationelle* 

Problème  XII.  Rendre  rationelle  la  formule  v^(  i  -f-Ar*), 
Il  eft  clair  que  les  valeurs  de  x  ne  peuvent  être  des  nombres  en* 
tiers  'y  il  faut  donc  fe  borner  à  chercher  des  nombres  fradion-  ' 
nàires.  *Sôit  t'^xx  =  X'^t*y  donc  i  -f-*^  =  arjc-f-  itx  + 

I*  t  d  ou  Ton  tire  ±tx4-^tt  ===  i  .  Se  x== .  Si  à  là  place 

~  de   t  on  iubflitue   un    nombre    entier   ou    fraéHonhaire  , 
il    en  réfultera  pour  x  une   valeur   qui    refondra  le   pro- 

mm 

i  — . — ^ 

bieme«  Soit  t  =  —  »  on  auira  x  =  -^- — -  =^  ' ^— 

n  zm  %mn 


n 
(en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fra6tion  par  n  n).  Donc  i  ^ 
Tome  /.  M 
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'      «4  -f-  xmmnn  +  /n4                    .                Tzn  -4-  mm   ^. 
ipjf*=* ! ' yScy  (t+xx)  =i= ' .Si 

«=*=!, &»i  =  i,  on  a  Ji:=|;  fi  «=5  3,  &ot  =  i  ,  il  vieat 
;r:=^^fi/t=a3&/n»=2,  *  fera  =—  >  &c. 

Problème  Xm.  ;^  /ro/zr  un  nombre  entier ,  o/t  propo/e  de 
rendre  rationelle  la  formule  y'  (  izz-f-  i  )•  Soitfuppofée  cette 
quantité  =«  ^  +/'  >  ^'^n  ^ura  i;f  ç  -f-  i  =  ;ç:j^  -j-  x^^  +/•/'> 
ainfî  [:(  =  !{/?+;>/?  —  i  >  &  {  =/>  +  V  (  ^PP —  i  )•  Il  cft 
donc  viable  que  fi/^s»  i  ,  ^  fera  une  quantité  rationelle  ==  ^ 

&  V  (*{?:+  ï  )    fera  =  î*      . 

Problème  XIV.  :[  e/^/af  toujours  un  nombre  entier  ,  on 
propo/e  de  rendre  rationelle  la  forme  y'  (  322 -f-^i  ).  Suppofent 
cette  quantité  =  f  +  /?,nous  aurons  3î{-+- 1  =  {f  +  ^^p  + 

ppSc  i{{  =  i{p+/?/> —  i,dQu:^onure{=^       ^  ^^^^ ^; 

{  fera  donc  rationel  en  fuppofant^=  i  ,  ce  qui  donnera  ^ 

=  i>&  VîUH-O^^i- 
Probleme  XV.   :[  étant  encore  un  nombre  entier  ,  on  de^ 

mande  de  rendre  rationelle  la  forme  y'  (  522  -f-  i  )  qui  eftplus 
grande  que  i{.  Je  fuppofe  cette  quantité  =  2{  -f-?  P^^r  avoir 
%ll^  i  =  4îî4-4î/?4-W'  ;  ^*oû  je  tireît=4îP-f/^/7; 
—  i,&;j;  =  xp-f.  y'(  %pp  —  I  )  =  1  -f-  1,  enfuppofant/j 

=  1;  <^oncî=:4&V(5{î  +  I)  =  5^• 
pROBLEME•  \^  étant   toujours  un  nombre  entier  ^  onpropoje 

de  rendre  rationelle  la  forme  ^  (  6{ç  "+•  I  )  ^ont  la  valeur  efi 

entre  vl  &  32.  Je  fais  donc  cette  quantité  =  %^  +f  pour  avoir 

^{?'+ï=4rî+4ti'H7f'f^|Ou  zzi  =  ^ip  +PÇ  — i.Donc 

par  la  méthode  des  équations  du  iecond  degré  »  j'aurai;^  =p 

-j-  ^      ^r 1  j  donc  {  ^  zp  y  du  moins   en  fuppofant 

z 

p  ]>  I  •  Si  en  conféquence  je  fuppofe  :f  =  2;?  +  3  ,  nous  au- 
rons en  fubflituant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente , 
&  ôtant  la  fradlion  ,  nous  aurons,  dis -je  ,  AP'\''^Î  === 
'^P+  V  [  ^PP  —  2.),  -oui;?  4-2^  =  V^  (  6pp—i) 
ou ,  en  prenant  les  quarrés  /^pp  +  Spq  -f-  /^qq  =  6pp  —  2.  Il 
eft  donc  fiacile  de  voir  que  ipp  =  /^qq  +  %pq  ^  i  y  pp  = 
zqq  +  /^pq  +ï,&/>==2^-+-y(  6qq  -f- 1  )•  Cette  formule 
reflcmbiant  a  la  première ,  je  fais  ^  =  0,  donc/»  =  1,  î=  1, 
^V  {611+1)  =  $. 
Problème  XVL  i  étant  encore  un  nombre  entier  ^  comment 
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j>êut-on  rendre  rationelU  la formuk   ^  (7î;î;  +  l)  =  /n?  Il 

cft  facile  de  Voit  que  m  ^  i;ri  je  f-ûs  donc  m  =  i:j;  -f-;?  pour 

avoir7îî  +  l  =  4îr  4-  4r/'  +  /^?,ou  3{{=  A^p+pp  — 

ip— f-y  (ypp^ — x) 
X  y  donc  i  = ^^-^^ ^-^.  Maintenant ,  puiique  ^  ]> 

^  ,  &  par  conféquentplus  grand  que  p  ,  je  fuppoferai  {  ==> 

•+- ^ ,  &  f aurai />-+- 3î  =  y"  (7/^;? -^  3) ,  ou /Tp  4- 6p^  +  5>^^ 
=  7/'P  —  3  >  ^o"c  ^/P  =  ^îî  •+-^Pq'+^iO\i  %pp  ==  5^^  + 

4/7^+  I  ,  &  par  conféquent/7  =  ^        ^      7^^+  M.^  q^ 

on  a  ici  /J^^'  ^  ;  c'eft  pourquoi  je  fais  ;>  =  ^  -f-  r ,  pour  avoir 
j  -f-|ir  ==  V  (  yç^  ■+■  i  )•  I)«i  là  je  t'^e  d'abord  ^^  +  4^^+ 
4rr  =  7^î  +  *  5  enfuite  6^<^  ==  4çr  +  4r/'  —  i,  ou  3^^  =  x  jr 

4-irr —  I  ;  &enfint^= >^-^ ^.   Et  parce  qne 

^>r,  jefais9  =  r  +  y;pouravoir2r  +  3/=  V  (r^r  —  3)  , 
ôu  4'''*+  l'^rf+9ff=^7rr  —  7,  ,  ou  3 rr=  lirj+^ff^ 
5,ourr  =  4r/+3//4-i  ,&/-  =  iy^4-y  (7/yH-i  ),  for- 
mule par  laquelle  en  faifant/=  o  ,  on  obtient  r  =  i  ,  ^s=  i^ 

On  peut  auflî  réfoudre  plus  facilement  ce  problème  de  la 
manière  {îiivante.  Puifque  7^?'  +  I  ==  'wz  ,  il  eft  viiîble  que 
m<^H»it  fuppofe  donc  m  =  3  {  —  ;?  pour  avoir  7{:j'  -f-  i  = 

^?î  —  ^^P  "^  PP  y  ^^  *îî  =  ^T/'  —  /'^  +  !•  Réfolvant 
cette  équation  du  fécond  degré ,  en  regardant  ^  comme  Tin- 

sp+Viypp-h^)  A- r    ^ 

connue  ,  je  trouve  ^  =  ^ 1— i-_L l^  Amfi  ç  <^  3^. 

Je  fais  ?-  =  3/?  —  ^q  pour  avoir  ,  en  prenant  les  quarrés ,  9pp 
—  I  ^pq  -f-  4î?  =  7PP  +  !>  d'où  il  eft  aifë  de  tirer  pp  =  kpq 
, —  2^^  -+-  1  ,  &:p  =  'iq  +  V  (yçq-i-l)-  Donc  en  faifant  q 
.=  Oy  il  viendra  /?=i,ç=  3,&/n=8,  comme  nous  l'avons 
déjà  trouvé  par  la  première  méthode. 

Problème  XVII.  Rendre  ratîonelle  la  forme  y^  (8fî+  l) 
t=m.  Je  fais  m  =  3^  — /? ,  pour  avoir  8^^  -f-  i  =^f  ^  — 

^KP'\^  pp  >  ^^  KK.  =  ^r/'  —  PP-\'^\  ^'^^  je  tire  ^  =  3/»  + 
V  (  S/'/'  +  I  )•  Comme  y^  (  8;>;7  -f-  i  )  eftfemblable  i  la  forme 
propofce,  je  puis  faire  ^  =  o  :  ainfî  :j;  =  i,  &  m  =  3. 

Problème  XVIII.  g  étant  un  nombre  entier pofitif  &  non 
quarré  ,  rendre  rationelle  la  forme  y^  (^{^4"  I  )•  En  fuivant 

Ml 
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la  méthode  qu'on  vient  d'employer  dans  le  dernier  &  IWaiic 
dernier  problème  ,  on  parviendra  à  la  fin  a  une  quantité  radi— 
cale  de  la  forme  y^  {guu  -f-  i  )  V^  ^cra  femblable  à  la  propo- 
fée ,  dans  laquelle  en  fuppofant  u  =  o  6c  retournant  fur  fès 
pas,  on.trouvera  pour  i  une  valeur  qui  rendra  rationelle  la  for- 
me projpofée.  Si  g  étoit  un  nombre  quarré,  entier  &  pofitif,  îl 
cft  vifible  que  g^^  feroit  un  quarré ,  car  ;j^  eft  fuppofé  un  nom- 
bre entier*  Mais  un  quarré  augmenté  d'une  unité  ne  peut  de- 
meurer quarréjdonc  5î'{-f-i  ne  fàuroit  dans  ce  cas  être  un  quar- 
ré. Si  g  étoit  négatif  &  entier ,  la  formule  propofée  feroit  ima- 
ginaire ',  ainfi  il  feroit  abfurde  de  vouloir  la  rendre  rationelle. 
Problème  XIX.  Rendre  rationelle  la  forme  ^  (aa^bx 


+  ex*  ).  Je  fois  cette  quantité  =  a  -j pour  avoir  aa  -|- 

hx+  cxx^=  aa  A x  -< xx*  Effaçant  les  termes  qui 

'  n  nn  *  ^ 

fe  détruifent   &  diviGuit  le  rcfte  par  jc  ,  il  vient  ^  -f-  ex  = 

xim     ,     mm        „    ^.,    «    .-,  ,     .  zann  —  ùnrt     «• 

^- Xy  d  ou  il  eft  aile  de  tirer  x  = ,  En 

n  nn  ,         ^  nnc  —*■  mm 

fiibftituant  cette  valeur  de X,  nous  aurons  <2+ —    »=    ^  -j. 

%rnma — mnb       nnac-^amm — b.2m         ,.        ,    #       .  > 

nnc  —  mm  nnc  —  rrvm  * 

Si  tf  =  o  ,  la  forme  V  (  ^*"f"  ^**  )  deviendra  rationelle  en 

fuppolànt  V^  (  ^x  +  cxx  )  =»=  — ,  ce  qui  donnera  hx  -f-  cxx 

mm  X X       .        ,       .  _  nnb       • 

;*  donc  bnn-f-  cnnx  =/wmx,  &  x  = 


nn  mm  — cna 

Soit  ^=c=i,m  =  3,   &  /z=  z  y  nous  aurons  x  =  8  & 

Y^  (  IX  -|- 2XX  )  ==  I  î. 

ProblemeXX.  Rendre  rationelle  la  forme  v^(  a-^br-^cx'^  ) 
dans  laquelle  le  coefficient  de  x^  eft  un  quarré.  Je  fais  cette  for- 
mule =  cx  -\ ,  pour  avoir  a-f-^x-t-ccxx=ccxx  -j 1- 

n  n 

.  En  multipliant  par  nn ,  &  Éiifant  les  opérations  ordinal^ 

mm  —  ann      a.   r         r  i  n« 
res ,  on  trouvera  x==  7 .  Amii  en  lubltituant  cette 

valeur  de  X,  nous  aurons  y  l^ +^x-f-ecxx  )  =» 

'  Pnn  —  cmn 

H .les  nombres  m  ôcn  font  arbitraires. 

n 


. / 
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Problème  XXL  Rendre  rationelle  la  formule^  (a-\-hx 
'  GX*-  )  lorfque  la  quantité  fous  le  pgne  efl  le  produit  de  deux 
•faveurs  rationels ^  f-f- gx)  •  (h-^^kx  ).  Soit  ^  [ (/-f-^Jf)  X 

{h+kx)]^""  ^f'^^''\ox.m{f+gx)^(k  +  kx)^ 

— - — ^;  d'où  Ton  tire  hnn  +  knnx = mm  •  (  f-^gx  j, 

&AÎ  = ,  -7 — :  cette  valeur  de  x  réfout  le  problême. 

knn  ' —  gmm  * 

Si  Ton  demande,  par  exemple  de  trouver  un  nombre  tel  que 
du  double  de  fon  quarré  retranchant  2  ,  le  refte  foit  un  quar- 
xé\  %xx  —  2  fera  donc  un  quarré;  or  7,xx  —  1=2-  (at+t  )  x 
{x —  I  ).  Si  donc  on  fuppofc  V  [{'^^  -{'  z)  {x  —  1)]^=» 

m  '  (jf4-  0         ^           /     1    \   /             \       mm(x-4ri)^ 
,  onaura 2 •  u+i) -[x  —  1  )  = ^ 

Multipliant  par  nn  &  divifànt  par  ;i:  +  i ,  il  viendra  znnx  — 

a««  =  ;wfWAr  +  mm  5  d  ou  1  on  tjre  x  = ■ .  Si  1  on  raie 

>  tnn  —  mm 

m  =  n^=i  y  il  vient  Ar=3  ,  &  ixx  —  2==:  16.  Si  m  =3,  & 

n=2  ,  Ton  trouvera  x  == —  17  ;  mais  parce  que  le  quarré  de  x 

&  de —  X  eft  toujours  Je  même  on  peut  faire  x  =  17,  &  Ton 

aura  également  zxx  — 1=^^76  quarré  de  24. 

Problème  XXII.  Rendre  rationelle  la  formule  y^  (a  -)- 

i>x  +  cx^  )  lorfque  la  quantité  fous  lefigne  peut  fe  décompoferen 

deux  piirties  dont  tune  foit  un  quarré ,  la  féconde  étant  le  pro- 

çtuît  de  deux  faSieurs.  Dans  ce  cas  la  quantité  a-\-bx-\^  cxx 

pourra  donc  être  rcpréfeutéc  par  la  forme  pp  +  qry  les  lettres 

py  q  9  r  indiquant  des  quantités  de  la  forme /-f-^^;.  L'on  fera 

V  C  VP+^r)  =;?  -f-  ^,  pour  avoir  pp  ->rqr  =  pp  4-^—^ 

7î  n 

+ ii.  Effaçant  pp  de  part  &  d'autre,  &  divifant  par  q  ,  on 

2OTZ?   ,   mmq      .  '  r 

trouvera  r  ^=^  — - -|r \  donc  nnr  =  %mnp  -f- mmq  ,  ror- 

n  nn 

mule  par  laquelle  on  peut  facilement  déterminer  ^- 

Suppofons  qu'on  demande  un  nombre  x ,  tel  que  fi  du  double 

de  fon  qnârré  l'on  retranche  i,le  reftefoit  un  quarré ,  dh  tel  que 

zxx  —  i  foit  un  quarré.  Cette  formule  peut;  être  repréféntéepar 

xx^[xx  —  i)  =xx-^{x —  I  )  '  (  x-^  i).  Ainfielle  eft 

4ans  le  cas  du  problême.  Çûppofànt  doi^c  fa  racine  =1  a:  + 

M  J 
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j  t  ■     ■  «II— — — — ^—        — — ^— ^i^— 1— — — — ^^— ^ 

"^  ,  omaizxx-\'{x  —  i)  •  (  «+ I  )  =J«f* -f* 

%m(x-\-  i)         mm  (^|Afcj)*        .  ^  rt-  . 

— ^ — I ^uÊm^'^  ^      '  ^  ctaçant  xx  de 

part  &  d'autre  ,  divifant  eofuite  jyir  «+  i    &   ôtant   les 
tradions  ,  on  aura  n/zjt  —  n  n  =  %  m  n  x  +/»  mjf 

+  zw  OT  j   donc    X  =  ;    &  puilque 

n  n  —  z  m  n  —  tti  m 

dans  la  formule  ixx  —  i  le  quatre  de  x  $*y  trouve  feul ,  il  eft 

IndifFérentde  prendre  pour  :c  des  valeurs  pofitives  ou  négatives. 

On  peut  de  même  écrire  —  m' au  lieu  de  -f-  zu,  afin  d'avoir  jc 

/n/7i  -4-  nn  ^.       #. . 

B-s= ! .  il  on  tait  m  =  I  =  «  ,  on  aura  x  =  i 

nn-^  imn  — mm 

&za:x—  1=1. 

Si  Ton  demandoit  de  trouver  un  nombre  *  tel  que  z  xx 
-f-  1  fut  un  quarré  ;  on  auroit  zxx  -f-i  =  4-j-  %  (;e-f- 
i)  •  (*  —  i)  ,  qui  eft  dans  le  cas  du  pcoblême  pré- 
cédent. Suppofons  ià  racine  =  i  H ^^ — ^  nous   trouve- 


n 

4mn+mm^znn    ^        ,     , 
ronsx 


=-^ ■ .  Le  calcul  quil  fkut  taire  pour 

%nn — mm  ^  ^  * 

cela  n'ayant  rien  de  difiîcile ,  je  le  laille  aux  Commençans. 
Si  dans  la  valeur  de  x  on  fait  m=i&n==i,on  trouvera  x 
«=  7,  &  zxx-^  z=  loo. 

Problème  XXIII.  On  demande  la  valeur  de  x  qnipeuc  ren^ 
dre  ,la  quantité  ^xx  +  jx-f-7«rt  quarrê  parfait.  Si  je  fais 
x  =  ^ —  I ,  la  formule  propoféç  devient  $^ç  —  7^  +  P,  dont 

je  (ùppofe  la  raciqe  quarrée=  3 ^.Donc  f  :5':j;  —  7^  -+-  p 

«i=  p —  H —•  Donc  en  effaçant  $  de  part  &  d'autre , 

n  nn 

diviiânt  enfuite  par  ç  &  ôtant  les  /radions ,  ^/w^ —  jnn  ===  — 

émri  -f-  m^^y  <i'o^  il  eft  aifé  de  tirer  r  = ,  &  en- 

^  znn—6mn--\-mm    ^.  Snn—mm 

fan  a:  =  -^ »  Sim=ZyScn=iyOn  aura  x=^ 

^nn  —  mm 

—  6  ,  &parconféquent^  ji:jf4-"  3^+7=  i^P  quarré  de  13. 

Problème  XXIV.  Titius  &  Alexandre  ont  chacun  un  cet- 

tain  nombre  de  louis  qi^'il  sapt  de  trouver  :  on  fait  que  la 

fomme  des  quarrés  c(e  ces  nombres  efl  égale  k  lafonime  ies  quar- 


Calcul.  i8j 

rés  des  nombres  de  louis  de  Pierre  &  de  Jacques,  Soit  a  le  nom- 

\>tt  de  louis  de  Pierre  ,  h  le  nombre  de  louis  de  Jacques.  La 

^mme  des  quarrés  de  ces   nombres  fera  a'^  -f-  ^^*  Suppofons 

^ue  le  nombre  des  louis  de  Titius  ^ft  mx — a ,  celui  des  loiiis 

d'Alexandre  étant  n  x  —  &•   La  fbmme  des  quarrés  de  ces 

nombres  fera  donc  mm  xx  —  imax  -f-  ûa  -f-  nnxx  —  znbx 

^l,h=M=xaa'\-hby^x^=^ 31 .  Cette  valeur  fubftituéc 

772/7z-|-  nn 

dans  les  nombres  mx  — aScnx — h  refondra  le  problême.: 

Si  Ton  demandoit  en  général  d«ux  nombres  dont  la  fomme 

des  quarrés  fut  égale  à  la  fomme  de  deux  autres  quarrés  qui  ne 

font  pas  donnés.  Les  nombres  cherchés  fer  oient  mm -f-x^m» 

— ann&c-^bmm  +  tamn  +  bntiy  dont  la  fomme  des  quarrés 

donne    ,     , ,     ^    ,      , ,     -,•,,,      î  or  celte  quantité  eft 
+  b^m^-\'  zb^  m^  «*  -f-  b^  n^'  ^ 

égale  à  la  fomme  des  quarrés  des  nombres  (  mm  -f-  «zi  )  ^ ,  & 
(  mm-\^nTt  )  b  ;  mais  il  faut  remarquer  que  m  ne  doit  pas  être  = 
n ,  autrement  les  nombres  trouvés  feroient  égaux  aux  nombres 
fuppofés  ,  &  la  folution  du  problême  feroit  illufoire.  Si  l'on 
fait  m  '.  n::a  :  b  y\Q  premier  des  nombres  fuppofés  fera  égal 
au  premier  des  nombres  trouvés ,  &  le  fécond  des  fuppofés  au 
fécond  des  trouvés. 

Problème  XXV.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence 
de  leurs  quc^rrés  fait  donnée^  ô  ==  û.  Suppofons  que  les  nom- 
bres cherchés  font  mx^n^Bc  mx  — n  ,  la  différence  /^mnxàt 

leurs  quarrés  doit  être  =tf  ;  donc  ;if  = .  Ainfi  les  nombres 

qui   réfolvent  le  problème ,  font 1-  « , n.  Si  la 

différence  donnée  a  efl  fuppofée  =  i  ,  ces  nombres  feront  — 

-f-  n  &        — ff.  Si  donc  on  fait  /ï  =  i  les  nombres  cherchés 
%n 

feront  f ,  &  —  ^ ,  ou  |-  &  f  3  car  le  quarré  dun  nombre  négatif 
—  ~  eft  le  même  que  celni  de  -^"t*  Si  «=  z  ,  ces  nombres  fe- 
ront |& —  5,Qu|&5,&c. 

Problème  XXVI.  On  demande  i^.un  nombre  xqui  étant 
ajouté  à  fon  quarré  ^donne  un  quarré  /  x^*  on  demande  auffi  un 
nombre  qnï  étant  retranché  de  fon  quarré  donne  aufft  un  quarré. 
DoûC  xy  ^  X  fçra.ua<juarré  que  je  fiais  =»=i?^  x^\  d  où  Ton  tire 

M  4 
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;•  SI  je  fais  x'^  — X  =  q^  AT*,  faurai  x 


pp—r  "  I ^^ 

Cette  dernière  foîution  ruppofc  xx^x\  mais  fi  *  <^  i  ,an  £e: 

X  —  jç î-  ==  qqxx  ,  & Tonaura dansce  cas  x î=«  ^ — :  &  x 

X  *  fera  un  nombre  quarré,    ^ 

Probieme  XXVn.  Trouver  un  nombre  dont  U  quarré  ^urz^ 

des  parties  multipliépar  aa,  6»  ajouté  a  t autre  partit  multipliée 

par  b  donne  un  quarré.  Soit  x  le  nombre  cherché ,  y  lapremiete 

partie ,  x  ~y  la  fecondej  par  la  nature  du  problême ,  aa  y  y  -f- 

bx        bv 
hx  — byo\\yy-\ tt-  -^  doit  être  uii  quarré-  Or  cela  aura 

^,      g.  bx  bb  h 

lieu  II  —  ==*  '. — j- ,  ou  11  jp  =  • — -. 
aa  ^a^  4^aa 

Problème  XXVIIL  Trouver  trois  nombres  tels  que  la  fom- 
me  dé  ces  trois  nombres ,  &  de  deux  quelconques  dentreux  don^ 
nç  un  nombre  quarré.  Soient  les  trois  nombres  4A:,  xx  — /^x^ 
%x  +  I".  L<a  fomme  des  trois  eft  ;e-  +  iJ(r+  i  ;  la  foipme  du 
premier  &  du  fécond  eft  x  ^  ;  celle  du  fécond  &  du  troifiéme  eil 
x"^  —  %x  +  I.  Or  tous  ces  npn^bres  font  des  nombres  quar- 
tés. Pour  fàtisfàire  donc  parfaitement  au  problême ,  il  faut  quç 
|a  fomme  6x-\-  i  Axx  premier  &/du  troifiéme  foit  un  quarré.  Je 

pz I 

fais  ^a;  -f-  I  =?  o^  :  donc  x  =:^--- — .  Ainfî  nos  trois  Qo^tibres 

6 

lont  -—r-^ -, : — zr-'-^ > '• 

3  3^         .         5    . 

Problème  XXIX.    Trouver  trois  nombres  x^  y,^,r^/f 

que  fi  au  produit  de  deux  quelconques  de  ces  nombres  on  ajoute  un 

nombre  donné  2,^  il  en  ré  fuite  toujours  un  quarré*F2i  la  nature  du 

problême  ces  trois  quantités  xy-j-ay  x^^  a^y^-^  a  doivent 

être  des quarrés.  Je  rais  xy -\- a  =  p^ f  ou xy  =s pp — ayX=? 

p^my   ^y=p  —  n  ;  doncx^=/7*-|-/7/i2  —  np'—mn^= 

mn  -. — a     *  •   /»  ^^  "~"  ^    ■ 

»*  -r-  tf  j   OC  p  T=  — : ,   Ainfî   X   =  — I +  /«  s=5 

m — n  m  —  n 

mm — a    .  mn — a  nn- — a      ,. 

—  &  T=.— ««== .  Si  donc  AT  Se  y  ont 

m — n      .  f^  —  n  m — n 

les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  a:  y-f-  a  fera  un  quarré. 

Or  il  eft  vihble  que  fi  Ion  multiplie  les  vaîeurs-de  x  &  dey  par 

m  —  nSc  qu'on  leur  ajoute  enfuite  la  quantité  a  ,  elles  donne- 
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ront  m^,/i^,  donc  fi  on  fait  ^=/n — «,  x^-^a  &  J^f+tf 
feront  aufli  des  quarrés. 

Problème  XXX.  On  demande  deux  nombres  B  6»  y ,  dont 
la  fomme  foit  un  quarré  tel  que  fa  racine  foit  égale  à  la  fom^ 
me  faite  du  fécond  ajouté  au  quarré  du  premier.  On  aura  donc 
X  '^y^=^{xxy\-yY.  Je  fois  chaque  membre  de  cette  équa- 
tion =tp^x^  pour  avoir  {xx -{- y  y  =  p^  x"*- ^  jcx-f-y  = 
px  3  &y  =np  X  —  XX.  Mais  JC  +  y  =»p^x^  ;  donc  en  fubf- 
tituant  la  valeur  de  y,   x  -^  px  —  xx'=^p'^x'^ ,  ou  x  = 

P+i        ,  (;?  4-  O   '  P      {p+  ^Y 

^ — . —  ;  donc  y  =-^-7 ; ^ -7 ; — f-,ou=y 

(;^;^+  O  '  (;^+  O  '?  —  (;>■+•  O"-      v'^+p^—p—i 

{pp+^Y  ^     (pp+^y 

(p^jzzlliilitll 
^  •     (pp+^Y 

Lemme.  Soitz^  b,  fi  Ion  multiplie  la  fomme Z'}^  b  de 
deux   quantités  z  &  h  par  leur  différence  a  —  b  ,    le  produit 
fera  a^  —  b^=(a-f-b)  -(a  —  b),  fr/ti  demi-fomme  des 
facteurs  donnera  la  racine  a  du  plus  grand  quarré  ,    la  demi- 
différence  de  ces  mêmes  faveurs  donnant  la  racine  b  du  plus 
petit  quarré. 

Problème  XXXI.  On  demande  trois  nomhret  tels  que  le 
quarré  de  chacun  de  ces  nombres  ajouté  à  la  fomme  des  deux 
autres ,  donne  un  quarré,  Puifque  xx-^-zx-^-  1  eft  un  quar- 
ré ,  fi  les  trois  nombres  cherchés  font  x  yzx  ^  i ,  le  premier 
facisfera  au  problême.  Pourque  les  autres  aient  les  condi- 
tions requifes  ,  il  eft  néceflaire  que  /^x  x  -\-x ^  i  ^  & 
3a;  -^  I  foient  des  nombres  quarrés. •  Je  retranche  le  quarré 
3je  -f-  I  du  quarré  ^xx  -f-  x  -f- 1 ,  il  rcfte  é^xx  —  i;c  =:  (4:1? 

K  X 

—  2  )  •  Jc,  La  demi  fomme  de  fcs  facteurs  eft i  ,  la  de- 

z 

XX 

mi-différence  étant i  j  donc  (par  le  lemme  précédent) 

X  _ 

€  X  ^X 

1 I  eft  la  racine  dc^^xx-^x-^i  ,  & i ,  la  raci- 

z  K  XX 

ne  de  3  X  -f- 1.  On  aura  donc  — ^ 5  *  +  ï  =j^xx  -|- jc+ 

.  4 
l(doil  Ton  tire  25^^:=  i^ATx-f- 24>r,  ou^x=24,  x=^ 

Ç  XX 

Mata  i)j  &  1 Sx+%  «^î^f  +  I  >  donçpxx —  11» 


tmmm 
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-+-4==  iz*  +  4,^x^  =  14*,  *=5Ar  =  '•  Ainfi  les  nom^ 
bres  cherchés  font  *  ,  —-'^  i. 

Problème  XXXII.  Titius  acheté  deux  efpeces  de  vins  ,  le 
premier  lui  coûte  huit  louis  la  mejure ,  6»  le  fécond  cinq  louis  la 
mefure,  Lafomme  des  louis  dépenfés  efi  un  nombre  quarré  qui  , 
ajouté  à  60  ,  donne  encore  un  nombre  quarré ,  dont  la  ra- 
cine eft  la  fomme  des  prix  de  F  un  &  de  C  autre  vin.  Quel 
eft  le  nombre  total  des  mefùres  ?  Soit  x  ce  nombre  ;  par  la 
nature  du  problème  x:»?  —  60  eft  le  nombre  des  louis  dépenfés, 
qui  doit  être  un  quarré.  Si  Titius  jj'avoit  acheté  avec  cet  argent 
que  du  vin  â  cinq  louis  la, mefure,  le  nombre  des  mefures  fe- 

roit ,  nombre  qui  eft  certainement  plus  grand  que  xx 

—  ^o  ^  5 Af.  Il  eft  vifible  auifi  qu  en  fuppolant  que  Titiu?  n'eut 

acheté  que  du  vin  à  huit  louis  la  mefure, -z exprimer  oit  la 

o 

nombre  des  mefures  de  ce  vin  ,  &  il  eft  aifé  de  voir  que  xx  — 
6o<^8je.  Donc  jfx  —  5^^^c>  ^xx  —  Sjc  «^  ^oj  donc  (en 
ajoutant  les  quarrés  de  la  moitié  du  coefficient  de  «  )  ic  ^  —  5* 
-j-  ^  ]>  ^^,xa;  —  8v  -f-  i6<^7^.  Suppofons  que  le  pre- 
mier quarré  eft  plus  grand  que  ^  ,  &  que  le  fécond  eft  plus 
petit  que  64.*  Donc,  en  extrayant  les  racines,  nous  aurons  x  — 
Y^-^^,  X  —  4<^8  ;  &  partant  x  ^-ii,  &Ar<^ii.  On 
auroit  pu  à  la  vérité  trouver  des  limites  moins  étroites ,  mais 
celles-là  fuffifent  pour  notre  objet. 

Voyons  maintenant  de  quelle  manière  ,  en  retenant  les  mê- 
mes limites ,  xx  —  60  peut  être  un  quarré.  Nous  fàvons  que 
.  X  doit  être  un  des  termes  de  la  racine  de  ce  quarré  ;  faifbns  l'au- 
tre =j^  ,  &  fuppolons XX  —  60  =  (y  —  ^Y  y  omxx  —  60 

yy  -4-  60 
=  A:^--*î:*:y  +  yy,ou2A;y  =  yy+(^o,oUAr  v=,'U——^ 

mais  X  doit  être ^  1 1  &  <^  it  :  donc  (y —  11  Y  ^  "^  *"" 

^0  =  61.  Je  fuppofe   (y  —  1 1  )  '-  ^  64  ,  donc  y  —  1 1  ]]> 
8,&y>ip. 

L'on  a  aufti  (y  —  1 1) '^  <^  144  —  ^o  =  84  ;  donc  en  fup- 
pofant  (y —  ii)^<^8i;  Ton  aura  y —  J^<^9  &y<[ir. 
Les  valeurs  de  y  fe  trouvant  entre  ipSczi,  voyons  fi  lafuppofî- 
tion  de  y  =  xo  réfoi|t  le  problême.  On  aura  donc  xx  —  60=^ 

(  lO  xY   '==X^  40Ar+  400  ,     OUAT  =-^  =  II  f  j 

tinfi  le  nombre  total  des  n^efures  fera  1 1 1  =  ^.  Si  du  (fm- 


i  ^7=6-^^  nombre  des  meiures  au  plus  Ini^ 
c  1 1  ï  —  6-^  =F=  4  TT  fc»  ic  nombre  des  mefurf^ 
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ré  de  ce  nombre  l'oii  rétranche  ^o  ««  i^,  il  refte  *|^  ^  mar-* 
fé  de  -Ç  :  a.nfî«le  nombre  des  louis  dépenfës  eft  »c  71 1^'  -  • 
Pour  trouver  le  nombre  des  mefures  de  dbaque  elpeqe  de 
▼in ,  je  fuppofe  que  ^  exprime  le  nombre  des  meiures  de  -lalè« 
conde  efpece  ;  il  eft  vifible  que  5  {  fera  le  prix  du  vin  à  5  \pvii$ 
la  mefure ,  &  que  i  r  ^  —  i  lera  le  nombre  des  mefures  de  l'au- 
tre ,  dont  le  prix  eô  9%  — 8  ;[  &  par  conféquem  le  prix  de  tout 
Je  vin  fera  pi  —  3^5  donc 91  — H^^^r^i;  d*oii  Ion  iirç 

prix.  Donc 
de  l'autre  vin. 

Problème  XXXIII»  Trouver. deux  nombres  x  &  y ,  dont  U 

fomme  foit  à  celle  de  leurs  quarrés  y  comme  a  :  b.  Par  la  nature 

du  problême  x-+-y  :  x^-^yy  ::  aib\  ainfi  Ton  aTcquado» 

bx-^-hy^^axx-^-ayy.   Je  fais  y  =J<f  {;,  &  j'ju 

h  X'{'bx[=^axx'^axxi[\  doA  Ton  tire  i+^;|;  c=tf^ 

j+fljipff,  gcx«p  r^   ■    *  Ainfi-en  prenant  pour  f  td 

nombre  rationel  que  l'on  voudra ,  Fon  aura  une  valeur  ratio^ 
nclle  dex,  fcdey==*:j;.  SX  ^  par  exemple  ^  <ieft=i,^«aB 
4&^=c  4,  on  aurajc=4&y=«=  i6* 

Problème  XXXIV»  Trouver  deux  nombres  x  &  y ,  tels  fu*tn 
ajoutant  le  quarré  deCun  avec  le  •produit  du  quarréde  C autre  par 
un  nombre  donnez  ^  pofitifou  négatifs  la  fommtfoh  un  nombre 
quarré  '^^bb.  L'on  aura  xx-^ayy^^^^bb.  Suppofant  *=«fy — b, 
Se  ifx—  (ly  ~éy  ,•  nous  aurons  (  ^  — b)  ^  4-  ay^  =  bb  , 
ou  i{yy  —  xbiy  -^'bb  +  ayy  ■=  ^^  En  efiàçant  bb  de  part  & 
d'aivre  y  tran^ûnt;'  divi£mt par  y  >  &  eaTuke  par  a  -^^  (  |  il 

vîcnty»-» — r^*  Mais  x^.'  ^^^  bb  -r-  ay^  :  donc  x  «^ife 

— ^        ^^\  Ainp  en  prenant  pour, {%ttn;. nombre, ratipi^l 

quelconque,  on  aura'anifi  i^our  x&y  diéis'noiiibrès  fatibneli. 
Ce  problème  renferme  comme  un  c^s  particulier  celui  daijs 
lequel  on  demanderott  déur  nombres  quarr^fs^  dont  la^  êoSi" 
tence  fiât  un  quarré  doànë:  car  il  fu$t  de  fuppofcr  tf  ««■  —  1  ^ 
il  renferme  encore  le  Problème  (  IV).*'  -  .   /  }  *  ?   ' 

Problème  XXXVi*  Trouver  deix^'noTnbres  raiionèfy x  £• 
y  ,  tels  que  fi  ^  du  quarré  du  premier,,  fon  retranche  celui  du 
Jtcohd  multiplié  far  un  ''nombre  quarré  b  b,  rf  refte  un  nombre 
i^OMo^  a.  Par  la  Batur^du^i^iême  ira? -^  ^^y  ^  tf •  Si  Tod 
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fisppofb  jir^i*-*^èy^  ftmrc  éqaation  deviendra  en  (ubi^ituauf 
la  valeur  <h?5  ^  rédiifant  jît— »^îy*=tfi  tànû  l*bçi  aura  ^ 

gaa \X7^^    X  «s  fct^    ,  6c quelque  nombre rationel  qu'oa 

fttbftitue  â  là  place  de  ^  »  H  en  réfultera  de»  valeurs  de  x  &  dé 
;y  âui  rëfottdrotie  le  proMême. 
'  raOBLEMe  XXXVT.  a,  b,  c,  d^.e,  (  étant  da  nofnbrès 
tfniérs  &  ràtioneU  ^on  demande  des  nombres  rationels  t  &  tt  ^  qui 
fktisfaffknt  à  cette  équation  atc+bttt-f-dt»» — cùti — eu  —  f. 
Regardant  t  ccmrnie  la  feule  quantité  inconnue ,  5c  rifolvant 
cette  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  ^  il  vient  t  ==^ 
*-'{hu'^iC)iïiWiKhu^dY~Aca{cuU'^tu+f)\ 

!Pour  que  t  fôit  on  nonibté  rationel^  il  eft  néceffaire  que  la  quan* 
titié  fous  le  (îgne  foit  un  <|uàrré  parfait  :  or  cette  quantité  étant 
développée  devient bhuu  +  tbdu'^dd — d^acuu —  j^aeu  —  J^a/l 
Faifonspour  abréger, M; — é^acs^g^  %bd — j^ae*^hfdd — ^af^=m^ 

êc  nous  aurons  f  .=«  ■  '^'    *      -f'      t  i>ff  ■   '  ■■■■■,  '—  \  Suppo- 

z  a 

(bns  maintenant  ^u6  fiuu  -f-  A»  *+-  ;«  eft  =*  *  a:  ,  potu:  avoir  guu 

,   ,  t  rt      .    xic  —  tn  .   «      .     h  h 

^xx-m        hh    ^^gxx^hk-j^gm      ^^^ 
ê  4«f  4«r  '  > 

-•.»#•  *?  '^ 

en  (ai(ànt  4^^=^  A  ^--^/^gfâ  ^ M  »-'B^  Sf  not»  fiip^iéfea^ 

maintenant  yy^^Axx^B^  la  queflion  fe  réduira  à  trouver 

pour  y  ôcx  éfei^  ncbibres  rationels  qui  fâtlsiàirefit  à  cette  der^ 

niere  équation  ;  car ,  en  remontant ,  on  trouvera  eafiûtc  £ici» 

'tettiehé  dès  nèthbtës  rktionels  pour  nie  t.  OtHeR  âciledë 

réfoudre  dans  une  >nfinité.de  cas  l'équation j^  »>  ^{Axx-i-^ 

en  nombres  entiers». 

j$i  B  {éul  eA  un  nombre  quatre ,  ot^  esviployera  la  miûioiif 

.du  l^robléme  XKXIV.  Si  A  feul  eft  quatre ,  on  fera  urage  de 

la  méthode  du  A:ôbléi^e  XXX V.    ' 

..  :PjiOBi.EME  XXXVIL  Rendre  ratiamlk  ia  forme  V  (^  + 

bx-f-  cxx  -f-  dx3  )  dans  laquelle  le  premier  terme  efi  le  ^^vn 

,dun  nombre  a»  SlA^Cj  d  étolent  oen  même  temis,  laformo^ 

4e  deviendtok ^  aa^  ay  ainfi ceiicas  i^V^^Kupi^ diffi^(^ 


I 
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Nous  ne  nous  propofons  pas  de  parcourir  tous  les  cas  dans  lel^ 
^uels  cette  formule  peut  devenir  rationelle ,  il  fufHra  pour  notre 
objet  de  parler  de  quelques-uns.  Suppofons  que  a^  =  1  ^ 
h=i^  c= —  1,  &  ^=1  ;  donc  1  +aa:  —  xx-^-x^ 
doit  être  un  quarré.  Le  premier  terme  étant  un  quarré  ^  je 
clioiiis  pour  la  racine  cherchée  une  quantité  telle  que  les  deux 
premiers  termes  puiflcnt  s'évanouir.  Soit  donc  cette  racine 
cherchée^  i  +  r,on  aura  i"\-%x —  x'^-^x^  =i-|.2x-t- 
x^ ,  ou  les  deux  premiers  termes  di(paroiiîent  ;  de  manière 
que  Ton  2xx  =  —  xx  -{-  x^  ,  ou  %xx  =  a:'  ,  ou  en  divifant 
par  XX  ^is=»x.  Ainfi  la  formule  devient  y^(i-|-4  —  4+8) 

=  ^5^=3- 
Pour  faire  un  quarré  de  la  formule  4  +  6x  —  ^xx  +  3*  J 

dont  le  premier  terme  eft  un  quarré  >  je  fuppoferai  la  racine 

cherchée  =  t  -+-  /jjc  pour  avoir  4  -f-  6ji;  —  5  Jt*  +  5  i  5  =34  -f. 

j^px  -^ppxx.  Pour  que  les  deux  premiers  termes  difparoif- 

fent  de  part  &  d'autre ,  il  eft  nécefîaire  que  6x  =  ^px ,  ou  que 

6=/^p'y  donc;»  ==  j  »=t»   Ainfi  l'on  aura  l'équation  —  ^xx 

+  1x1  ^ixx,  ou  ^xi  ^i^x\dcx  =  \i.  Ainû  V  {^  + 
6x — jxa:  "4- 3^^  )  =  1  + -f. 

D  y  a  une  autre  méthode  dont  on  peut  faire  uûge  ,  lorfque 
le  premier  terme  de  la  quantité  fous  lefigne  eft  un  quarré  :  elle 
confifte  à  donner  trois  termes  à  la  racine  cherchée  ,  qu'on 
peut  faire  =  a-^-gx-^  hxx  ;  de  manière  que  dans  l'équation 
les  premiers  termes  s'évanouiflent. 

Soit ,  par  exemple ^  la  formule  V  (  ^  —  4^  +  ^^x —  5^:3  ), 
Je  fuppofe  cette  quantité  =1  —  ix  +  hxx  pour  avoir  l'é- 
quation I  —  j{x-^6xx  —  ^x^  =1  —  £^X'-\'  j\xx  -|-  zhxx 
—  4Â;i:3  -|-  hhx^.  Les  deux  premiers  termes  fe  détruifent  de 
deux  côtés  ;  &  pour  faire  difparoître  xx ,  il  fulEt  de  luppolèr 
6xx  =  /^xx  -{-  zkxx==^  (4  +  lÂ  )  XX  ,  ou  6  «=4  +  lA ,  & 
lA  =  1  ou  h=  l'j  par  ce  moyen  l'on  trouve  —  5^:3  =  — 
4*3  4-;»:4^  ou  — 5  = — 4-f-Ar,ou  +  4 —  5  ==x,ou  ;e=» 

La  forme  y^  (  i  -^x^)  deviendra  un  quarré,  en  fàifant;t:=  '^ 
o ,  ou  bien  jc  =  2.  La  formule  v^(i  -f-  3Jc3)  devient  ratio- 
nelle fi  je==  a,  ou  fi  X  =  I  ,  ou  fi  Ji:  ==  1.  Maintenant  i  étant 
une  des  valeurs  qui  fàtisfont ,  fiippofons  x  égal  à  cette  valeur 
augmentée  dey  ,  pour  avoir  x=i^y  &  i-+-3^3=4-f-<^^.-|. 


*  Ces  méthodes  fuppofenc  <jue  ^  &  c  ne  fonc  pas  o. 


L, 
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_  • 

Pyy  +  3>'  '  •  Q^^  1^  racine  de  cette  nouvelle  foi'mule  foit  fîip- 
polëe  1  +  /'y  ,  de  manière  que  4  +^y  +  9yy  +  3y  '  «=  4 
4-4/^y +/';'.y  y  >  il  faudra  fuppofei:  9  =  ^p  ^  ou  p 
«=  I ,  &  alors  Ton  aura  9  +  3y  =/'f  =  tt  >  ou  y  =  —  tt* 
Ainfî  Arfera  =  —  ^6  *  ?^  V  (  ^  +  3^0  =  =t  —:•  En  fuppo- 
fant  Jc  =  -T-  T*  +  î  »  nous  aurions  une  nouvelle  valeur ,  &;c# 
Cependant  la  méthode  que  Ton  vient  d'employer  dans  ce  der- 
nier cas  efl  encore  fort  défed^ueûfe. 

Si  Ton  vouloit  rendre  rationellc  la  forme  V  (  ^  —  * — ^^ 
+  ;cî  )  il  fuffiroit  de  faire  x^^pp —  i  ,  en  donnant  à;?  telles 
valeurs  rationelles  que  Ton  voudra.  Si  p  =  3 ,  notre  formule 
donnera  II. 

Pour  rendre  rationelle  la  forme  y^  (  cx^  +  <^a;î  ) ,  il  eit 
néceflaire  que  cxx -^  dxi  ==  x^  {c-\-dx)  foit  un  quarré  ; 
mais  x^  eft  un  quarré  :  donc  c-^  dx  doit  auffi  être  un  quarré. 

Si  donc  on  fait  c  +  ^a:==  77? ,  on  aura  x  =  ^^-r — ,  valeur  qui 

a 

qui  refondra  toujours  la  queftion. 

Problème  XXXVIU.  Rendre  rationelle  la  forme  y^  (  aa+ 
bx  +  ex*  -f-  dx3  -|-  ex4  )  dans  laquelle  le  premier  terme  eft  un 
nombre  quarré ,  b ,  c  ,  d ,  e,  étant  des  nombres  réels  ,  &  non  o. 
Nous  ferons  cette  forme  ==  a  -\'pcc  -f-  qxx  >  nous  détermine- 
rons enfuite  ;?  &  ^ ,  de  manière  qu'il  ne  refle  que  deux  termes 
dans  la  quantité  fous  le  figne  j  ce  qui  fera  trouver  une  valeur 
rationelle  de  x»  Nous  aurons  donc  aa-^-  bx  •■\-'  cxx  ^  dx^ 
-f-  ex^  ==aa  ~\-  zapx  -f-  (  iaq  -f-  pp )  xx  -f-  zpqx^  +  qqx^. 
Les  premiers  termes  diiparoifTent  d'eux-mêmes;  les  féconds 

difparoîtront  en  faifant  k  =  zap  Scp  =  — •  Pour  faire  dit 

paroître  cx^y  il  faudra  fuppofcr  c  =  zaq  +/>/»,  ou  ^  =» 

-•  Cela  pofé  ,  on  aura  dx^  +  ex^  =  ipqx^  '■\-qqx^  ; 

donc    en  divifant  par  ;e  3  ,   </  -|-  ^at  =  zpq  +  qqx  ,  équation 

qui  donne  x  == — ,  ou  (  en  changeant  les  fîgncs  du 

numérateur  &  du  dénominateur  )  x  ==  -^2 , 

^  e  —  qq 

Problème  XXXIX.  Rendre  rationelle  la  forme  V^  (a  + 

bx  +  cxx  -f-  dx5  -f-   ggx  +  )  dans  laquelle  gg  eft  un  nombre 

quarré,   Suppofant  cette  quantité  ^^-^px-^gx^ ,  on  aura  a-f- 

bx  +  cxx  4- ^^3  '{'ggx^=^qq-^  ipqx+ppxx+  {^^q+pf) 


*  ^ 
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15)1 


X  Ar;c  -}-  zgpx^  -h^g^^*  I-es  cinquièmes  termes  Ce  détrui&nC 

d'eux-mêmes ,  &  il  faut  faire  enforte  que  les  quatrièmes  di^a- 

roiflent  aulïi  ;  ce qu on  obtiendra  en  mppofant  zgp  =d^  ou. 

d  • 

-p  =  — .  Il  faut  encore  faire  difparoître  cx"^^  en  faifant  i^^+ 

pp^=scy  ou  ^  «= ^.  Les  deux  premiers  termes  donneront 

alors  réquation  û  +  ^a:  =»  ^5  +  %pqx  ;  d'où  il  eft  facile  de  ti- 
qq  — a 

h—ipq 
Problème  XL.  Rendre  ratîonelle  la  forme  ^(aa  -{- 
b;c  +  cxx  +  dx3  4-ggx4),  Comme  le  premier  terme  cft 
un  quarré ,  nous  pourrions  employer  la  méthode  qui  convient 
à  ce  cas ,  &  parce  que  le  coefficient  du  cinquième  terme  eft 
auflî  un  quarré ,  nous  pourrions  nous  (ervir  de  la  méthode  du 
problême  précédent  j  de  cette  manière  nous  troi^verionsdeux 
-valeurs  de  x ,  dont  chacune  réfoudroit  le  problème.  L'on  peut 
auffi  fuppofer  la  quantité  donnée  égale  à  a  -^jjx-^-^gxx^  en 
déterminant  p  de  manière  que  les  quatrièmes  termes  difparoiC- 
fent  dans  l'équation  aa-^lx-^  cxx  +  dx^  '^ggx^=aa  -|- 
liapx  +(/?;'+  ^ag  )  xx  -Jr  ^gpx^  "i- ggx^  >  dans  laquelle 
(/>/?  +  zag)  xôc  eft  confîdéré  comme  un  feul  terme.  Mais  il 

cft  vifible  qu'en  faifant  p  =  —  ,  les  quatrièmes   termes  dil- 

paroiflènt;  &  puifque  les  premiers  &  les  derniers  fe  dètrui- 
lent  d'eux-mêmes  ,  on  aura  en  divifant  par  x  y  ^  -j-  c;ç  = 

'Lap  +  za^x  ^pfx,  équation  d'où  l'on  tire  x  =  — — . 

Comme  le  quarré  aa  fe  trouve  feul  dans  la  formule ,  je  veux 
dire  fans  que  a  s'y  trouve  feul ,  on  pourra  fuppofer  que  fa  ra- 
cine a  le  fîgne  — ,  &  écrire  —  «  au  lieu  de  a  y  ainiî  l'on  a  auflî 
b-\-  zap 

PP —  ^ag — c 

Problème  XLI.  Trouver  une  valeur  de  t  qui  puiffe  rendre  a 
-|-  ex4  un  quarré  parfait.  Je  fuppofe  qu'en  fai&nt^r  =  A ,  on , 
fatisfait  au  problême ,  &  qu'on  a  l'équation  a  -f-  ek^  =  kk. 
Si  l'on  veut  trouver  d'autres  valeurs  de  x  qui  aient  la  pro- 
priété demandée,  on  fuppofera  A:=A4-y  ,  de  manière  que  la 
îbrme  a-^-eh^  -^  /^ch  ^y  -{-  6ehhyy  -f-  4(?Ay 3  -|-  ey^  foit  un 
quarré  j  donc  en  fubftituant  la  valeur' de  a  +  eh^ ,  la  forme  kk 


^aAmi^m     I  I  ■  i«i ■   ■         I       !■      ■  ■  ■■  I    I       ■    I   I   ^ .—     ^nfc 
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-f-  4«A3y  +  éehkyy  -f-  vAy3  +  ^y4  fera  un  quarre.  Or  cette 
dernière  forme  eft  la  première  des  trois  eipeces  que  nous 
avons  réfolues  ;  ainfi  en  procédant  par  la  méthode  qui  con- 
vient à  ce  cas,  fuppofant  la  racine  cherchée  =  k-^py  +^yy5 
&  faifant  les  opérations  néceilàires  ,  nous  trouverons  />  =t 

—7—,  &  6ekh-^zkq+pp^  oug  = --_rX-=. 

^ ■ j^- = i^-j^5 '-  y  OU  parce  que 

eh^=kk  —  j  ,  q  = ^-Tj- ■•  On  trouvera  aufli 

Ae  k  —  zpq 

y= • 

qq  —  e 

Si  Ton  demandoit  donc  de  rendre  rationelle  la  forme 
^  {zx^  —  I  ) ,  nous  aurions  ici  a  =  —  i ,  e  =  z  ,  &  il  eft 
vifîble  qu'en  fuppofant  A  =  i  ,  cette  forme  doniieroit  i; 
donc  ^=1,  &  ^/:=i,p  =  4^  q  = —  2  ,  y  =  1 1 ,  &  x 
=  A+y=i35ain(î  lonauroit  ^ (z  x^  —  i)=  v^(57izi) 
e=  23^,  Regardant  maintenant  ceci  comme  le  cas  connu  ,  & 
fai(ànt  A=  13  Bc  1?  =  13^,  on  trouveroit  une  nouvelle  va- 
leur de  X  qui  fitisferoit  ;  '&  ainfî  de  fuite. 

Problème    XLII.   Rendre   rationelle  la  formule 
i  ;     3 

V^(<i+iA:).  Jefais  y(tf-f-^x)  =  /7,  pour  avoir  <î -f- ^  * 

n5  a  - 

«=î=/fî ,  ou  bx=p^  — a  y  Scx=  — r- — . 

p 

Problème    XLIII.  Rendre  rationelle  la  formule 

V(^3-^bx  +  cx''  +  dx3  y4ans  laquelle  le  premier-terme 
eft  un  cube.  Je  fais  cette  quantité  =  tf-|-  p  0:5  donc  a^^b  x 
•-f-CAr*  -f-ûfjpî  ^=^  a^  •-\-  X  a^  p  X  -^^  '^  a  p"^  XX  -^  p^  x^  ^ 
Comme  les  premiers  termes  fe  détruifent ,  il  faut  déterminer 
f  de  manière  à  faire  difparoître  les  féconds  termes ,  ce  qui  ar- 
rivera fiî  aflp=3=^,ou(io= .  L  on  aura  donc  «  ^*  + 

dx^  =«  3  ap'^  x'^  +i»^  xi  y  8c  en  divifant  par  xx  y  c-^dx 
w=iyapp^pi  ATj  ainux  =  — ~ — —-. 

p    ~     a 
ProblemeXLIV.  Trouyer  la  valeur  de  x  qui  peut  ren* 

dre  rationelle  la  formule  y(a-|-bx-f-cx*4-g3x3  )  dans 
.  ^  laquelle 


m      "f  i-    '  f  ■    •       Il        .  ,     I  II         r.   •  -,  '        I     ^ 
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i«H^h*aaiM#^ 


imqiielle  U  cùfffiàtni  du  tUrnier  urme  cfi  un  cubt,  Faifam  cette 
'<jtiantitë=» p-^g ^,  fom avoiàr  ar^bx-^c  x  x  -\-gi  jc^  ^=^ 

P *  H"  3  /^  ^ ^  ■+"  3  P  ^''  ^^  +  é"^  ^'  >  fe  ^^^s  que  les  dernhrs 
teriïies  des  deux  meitibres  de  cette  équation  fe  détruifent  d'eux- 
mêmes  y  &  pour  déterminer  p  de  manière  que  les  pénulcié'- 

mes  fe  détruifent  auifi,  je  fais  3/?^ ^-  =  ^ ,  du  p  = — -.Main- 

tenant  pmfque  les  termes  reflans  donnent  a-^b  x  ^'=»p^  «4- 

ip^  gx,  Ton  aura  ;«:  =    " ■    /     ^ 

Si  le  premier  terme  a  avoit  été  =  o ,  on  auroit  pu  faire  ^(^;e 

b 
s=  —  ex  ou  JC  =  — 


^  3 


PnoBLïME  XLV.  Rendre  rationtUe  la  forme  y  (  a^ 
-f-bx  +  cxx+gi  x3)  </tf/?j  laquelle  le  premier  &  le  dernier 
termes  fonc  des  cubes.  Il  eft  vifible  qu'on  peut  la  traiter  comme 
l'une  &  comme  l'autre  des  deux  e(peces  qu'on  a  réfolvées  «dans 
les  deux  problêmes  précédens.  On  peut  aufli  faire  la  racine 
ch€rcliée  =  42  +^*  ,  pour  avoir  ai  +^>;  +  c a:*  +g 5  a:? 
=  tf3-|-5tf*gAr-Ht-3tf/f^x*+^3a:î,  équation  dans  laquelle 
les  premiers  &  les  derniers  termes  des  deux  membres  fe  détrui- 
fent d'eux-mêmes ,  puifqu^ils  font  égaux  &  qu'ils  ont  les  mêmes 
Agnes.  Donc  ix-i-^cxx^^^aagx-^iaggxXi  ou^-f* 

tf  x  =  5  aag-^  %ae  ;c;  doii  Ion  tire  x^=» ^* 

rHOB^tMtE  XLVL  Quelle  valeur  de  x  peut  rendre  raiionellela 

forme  y(3+3i3)?lleft  clair  qnc  cela  arrivera  fi  on  imit 

X  =^t  y  8c  Ton  aura  alors  V^(3  4-3>?M=3-  Pour  avoir  une 
nouvelle  valeur  de  a:  qui  réfolve  le  problème  ,  je  fais  jc  ==  A  -f- 
y  ou  en  fai£ànt  ^=  i  ,  x^=  i  +y ,  pour  avoir  3  +  3:c3  =  17 
-H3^y+  i8yy+3y5,&comme  17  eft  un  cube ,  cette  for- 
mule eft  de  la  mêm^(pece  que  celle  que  nous  avons  déjà  trai- 
tée. Faifons  fa  racifl^=:  ^~^p  y^  dont  le  cube  eft  27+  27/? y 
'^9l>pyy  +  p^  y3  =  17 -f.3^y*-{- 18 yy 4- 3 y3.Le$« pre- 
miers termes  fe  détruifent  mutuellement,  &il  faut  faire  enforte 
que  les  féconds  difparoiflent  de  même  ,  ce  qu'on  obtiendra 
en  fuppofant  zj p=s=  ^6^oup'==»{j=^^.  L'on  aura  mainte- 
lome  1.  N 
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nant  9ppy  y+p^  y^  =  "^^yy  +  iy*  >  oM9pp+piy 

•=lÇ+3y>     ou  /?3y  —  j  y   =    18  —  p;,;,,     OU  y  =» 

3  +py  =  —  ff  *  cette  folution  fournira  une  nouvelle  va- 
leur ,  &  ainfi  de  fuite. 

Problème  XLVIL   Rendre  rationelU  la  forme 

V  (  a  •  (  b  +  c  x)'  ).  Faifant  cette  quantité  ■=  '^^ ,  on 
aura  Téquation  a-  {b+c  x)*  r«i-II?LjLj  doù  Ton  tir«'(cn 
divifant  par  ( ^  +  <:  jc  ) *  l'équation  ^  =  — III— .  Donc  aqi  ss^ 

^+cjf ,  tfçî  — ^  =  CAT ,  &  a;  =  -2-II— ,  valeur  dans 

laquelle  q  eft  un  nombre  arbitraire. 

Si  Ton  demandoit  la  valeur  de  *  qui  peut  rendre  rationellc 

la  f(yme  y  (i  *  jc  —  5)  >  o»  n'auroit  qu'à  fuppofer  a:=  4,  & 
l'on  auroit  ixx  —  5=17',  dont  la  racine  cube  eft  3. 

Problème  XL  VIII.  z  &  h  étant  des  nombres 
inégaux,  on  demande  un  troifieme  nombre  x  tel  que  fon  cube 
ajouté  a  la  Comme  des  cubes  de  z  &  de  b  donne  un  cube 
parfait.  Par  la  nature  du  problême  a^  +  ^3 -J-  ;tJ  doit 
être  un  cube  ;  or  il  eft  vifîble  que  cela  aura  lieu  ,  fi  Ton 
fuppofe  X  =  —  û  :  car  alors  d3  +  ^3  -f-  at?  =  ^ 3  -|-^3  — 
<z5=^3j  cubede^.  Pour  trouver  une  autre  valeur  de  a:  qui 
fatisfafle,  je  fais  x  =y  —  a.  Subftituant  la  valeur  de  *3  que 
donne  cette  fuppofition,la  formule  ^3  -|-  ^3  -f- a:3  devient  b^ 
4-  ?  a^y  —  3  ayy  +  v3  ,  formule  dans  laquelle  le  premier 
terme  eft  un  cube  aum-bien  que  le  dernier.  Pour  réfoudre 
celle-ci,  je  fais  {a  racine  =  b-^py,  afin  d'avoir ^3  ^^^ay 
—  ^^Yy  +  y^===bi-^^b''py+^âp'yy+piyl.  Les 
premhurs  termes  fe  détruifent d'eux-mêmes,  &  les  féconds  dit 


paroîtront,  fil'onfait  3  tf^  =  5  ^^p,  0^=— .L'on  aura 

àonc  —  %  ayy -i-yi^^^bppy  +pTyi  ^  ouy  — 'za^ 

2  a^        a^ 
3  bpp-^pi  y  =  ^jj^  -^  _  .  y  ^  équation  qui,  multipliée 

pzrb^ ,  donne  b^  y  —  3  a  ^^=«3  ^4  Si  -+•  a^y^Scy^ 
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5a^3  .        /i^î+tf3\  ' 

==«77 rjdoncATŒsy — <i  =  <2l— 7-; — ^ — ;-  )•  Aiim  les 

^3  — r  tf3  "^  \    ^3  — tf3    y 

deux  cubes  i2 3  &  ^3  étant  donnés ,  nous  connoiftbns  la  racine  du 
Cube  cherché;  or  cette  racine  (erapofitive  en  (uppofant  b^  a* 
Problème  XLIX.  Trouver  deux  nombres  entiers  & 
pofitifs  I  &  y ,  tels  que  leur  Comme  fait  égale  au  qnarri  iufe-^ 
cond.  Par  la  nature  du  problême  ,  nous  aurons  jf-f^j^  =y* , 
*  =«;^'— y=«îy  .  (y —  i)  j  ainfÎA?=y  •  (y  —  i).  Si 
donc  Ton  prend  pour  y  un  nombre  quelconque  entier  &  po- 
li tif  plus  grand  que  i  ,  on  trouvera  une  valeur  de  x  qui  refou^ 
dra  le  problême.  Soit,  par  exemple  ,  y=  5  ,  nous  aurons  x  =si 
5  •  (5  — 1)==  5  X4=  zo.  Or  jc-f-ys»  10+  5  cft===ij 
quarré  de  5.  Mais  on  ne  peut  pas  fuppofer  y  s»>i ,  parce  que 
x^=^y\y — i) ,  feroit  alors *=3  i'(i  —  î)  oaa  i  xo  =  o. 

Problème  L.  Trouver  deux  nombres  x  (f  y  tels 
que  la  Jomme  x*  +  y*  «fe  leurs  quarrés  foit  égale  au  cube  y  3 
du  fécond.  Par  la  nature  du  problême  ;c*  -}-y''ifc=»y3  ou  x^ 

«=y3+y*=j.y  .(y_i  )^  &Ar=y  .    \f{y  —  i).SÏ 

donc  on  prend  pour  y  un  nombre  quatre  quelconque  augmen* 
té  de  l'unité .  le  problême  fera  rélolu ,  &  la  valeur  de  x  fera 
rationelle*  Soit ,  par  exemple  y  y  =  ^+  t  =  lo,  nousjau- 


ronsx=  lo*  V(^)  =»  ïo  •  j  =  30,  &  **  +y*  s» ^00  -f* 
100  =a  looo  ,  cube  dey  ou  de  lO. 

Problème  LÏ.  Trouver  deux  nombres  ^^J  tels  que' la  fom- 
me  de  leurs  cubes  foit  égale  à  la  quatrième  puijjance  du  fécond» 
Par  la  nature  du  problême  nous  avons  *'  +y^  =  y** ,  ou  je 3 

=y^ — y'  ==y^'(y —  t) ,  &  enfin  x  =y-^  (y —  î  ). 

Aixm  en  prenant  pour  y  un  nombre  cube  quelconque  augmenté 

de  l'unité ,  le  radical  V  (  y  —  ï  )  donnera  un  nombre  ratio- 
,  nel ,  &  la  valeur  de  *  fera  auffi  rationelle.  Soit  y  =b  ^  ^  y  —  x 
•  j 

fera  =8,&y(y —  i)=ai;  donc  jc  =  ^  •  i  =  18.  Ainfi 

en  ajoutant  le  cube  de  18  avec  celui  de  p,  on  aura  la  quatriè- 
me puiflànce  de  p  ;  ce  qu'il  efl  facile  de  vérifier        , 

Problème  LII.  On  demande  deux  nombres  x&  y  tels  que  la 
fomme  de  leurs  puijfances  du  degré  m  ,  foit  égale  à  la  puif' 
fance  du  degré m-^  i  de  y.  L'on  aura  ;ç»  +  y»  «ay  »+»  , 

N  1 
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donc  on  prend  pour  y  une  pulilance  parfaite  du  degré  m  8c 
qu'on  lui  ajoute  Tunite ,  le  problême  fera  réfolu.  Si  /w  =  5  ,  & 
y3==5x-|-i  =  33  (jzeftla  cinquième  puiffance  de  i  ) ,  on 

aura  x  ^=^  33V3Î  —  »  =  33V^3*==33*  i  =  ^^,& 
lafbmnie  des  cinquièmes  puiflances  de  6^  &  de  33  fera  égale 
a  la  {îxieme  puiflance  de  ce  dernier  nombre. 

DesEquations  du  fécond  degré  à  plujieurs  inconnues, 

6^.  Lorfqu  on  a  deux  équations  &  deux  incon- 
nues ,  fi  dans  l'une  de  ces  équations  une  des  in- 
connues ne  pafle  pas  le  premier  degré  ,  on  en 
prendra  la  valeur  ,  qu'on  fubftituera  dans  l'autre 
équation ,  &  Ton  aura  une  équation  à  une  feule 
inconnue.  Exemple ,  foient  les  équations  dx  — y^ 
=  a^  x^  -^y^  =  ^.  De  la  première  je  tire  Ar  = 

—^  fubftituant  cette  valeur  dans  la  feconde^I'ona 

d 

tf  *"  -4—  z  d  y^  -4—  v^ 

— !- — /         — +^^=^,OUJ^4,{-2gji4-f/^yt 

'-\-aa=^bd^y  équation  à  une  feule  inconnue,  mais 
qui  eft  du  quatrième  dçgré.  Si  les  deux  inconnues 
fe  trouvent  élevées  au  quatre  dans  chaque  équa- 
tion y  prenez  dans  chaque  équation  la  valeur  du 
quarré  d'une  des  inconnues  j  &  égalant  ces  va- 
leurs ,  vous  aurez  une  nouvelle  équation  ,  de 
laquelle  on  tirera  aifément  la  valeur  d'une  des 
inconnues.  Cette  valeur  étant  fubftituée  dans  l'une 
ou  l'autre  des  équations  données  ,  il  en  réfultera 
une  équation  qui  ne  contiendra  qu'une  inconnue. 
Soyent  les  équations 

x^  -\'  a  xy  •+•  i;c  ==  cy^  -+•  dy  -+-  /. 

AT^  -i-  f  X y  +  gx  =  Ry^  H-  iy  +  k. 
La  première  donne  x^  ^='  cy^  -\-  dy  -^r  l — CLxy 
—  bx  y  &  la  féconde  donne  x^  =  hy^  -t-  iy  -f- 
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k  — fxy  —  gx.  Egalant  ces  deux  valeurs  de  x^ , 
&  faifant  parfer  tous  les  termes  affedés  de  x  dans 
le  premier  membre  de  Téquation,  on  2\xi2,fxy 
^  g  X  —  axy  —  ÂAr=  hy^  —  cy^  —  ^j4- 
iy  —  /+  ^  ,  &  en  divifant  par  le  multiplicateur 

de  X  ,  il  vient  x  =  -^^ ^7-^-^ —^ 

/y+^  — ^y  —  ^-  .     , 

quantité  que  je  rais  =^,&  qui  ne  contient  point  x 
Subftituant  cette  valeur  dans  Tune  des  équations 
données  dans  la  première , 7?ar  exemple^  j ai /?*-+- 
apy  -!f-  bp  =:  cy^  ■+-  dy  4-  / ,  équation  où  x  ne 
fe  trouve  point.  En  mett^t  au  lieu  de  /?*  &  de  />, 
leurs  valeurs  en  y  &  conftantes  ,  on  aura  l'équa- 
tion cherchée ,  dans  laquelle  y  ne  montera  tout 
au  plus  qu'au  quatrième  degré  ,  comme  on  s'en 
convaincra  aifément  par  l'opération. 

Si  les  équations  furpaffenc  le  fécond  degré,  voici 
une  méthode  générale  qu'on  pourra  fuivre.  En 
fuppofant  que  tous  les  termes  du  fécond  membre 
d'une  équation  foyent  tranfpofés  dans  le  premier , 
toute  équation  à  deux  inconnues  x  &c  y  pourra 
être  mife  fous  cette  forme  ax"^  -^r  bx'^'^^  -+- 
xx'^'''^  •  •  •  *4-/?  =  o.  Si  x"^""^ ^  par  exemple  3  ne 
fe  trou  voit  dans  aucun  terme ,  on  fuppofçroit  le 
coefficient  c  de  ce  terme  =  o.  Les  coefficients 
cby  b  y  e  peuvent  repréfenter  des  fondions  de  y 
ou  des,  conftantes  (  nous  entendons  par  fondion 
de^une  expreflîon  dans  laquelle  entre  y  de  quelle 
manière  que  ce  foit  ).  Cela  pofé ,  foient  les  deux 
équations  ax"*" -^b x"^" \ H- c x"^" * •  •  —h/  =  o 

a'pç-^^yx'^''^-^  cx"^-"- hV  =  0 

defquelles  on  veut  chafTèr  or.  Suppofons-îes  du 
.même  degré ,  on  multipliera  la  première  par  a  , 
&  ia  f0coti,(ie  pai:  ck  ;c  rêtrat^^hanj:  le  fi^cond  produit 
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du  premier  ,  il  eft  évident  que  ;i;"*  ne  fe  trouvera 
pas  dans  la  nouvelle  équation ,  qui  fera  par  consé- 
quent tout  au  plus  du  degré  m  —  x^  Multipliant 
la  première  par  âx^V  ^  &  la  féconde  par  eix~\-b  ^ 
&  retranchant  encore  le  fécond  produit  dit  premier, 
il  en  réfultera  une  nouvelle  équation  du  même  de- 
gré ,  par  rapport  à  x  ,  que  celle  qu'on  vient  de 
trouver.  Multipliant  de  même  la  première  par 
a  x^  -^-h' X"\^c\  &  la  féconde  par  ax^-^hx'\^c\ 
Se  retranchant  encore  le  fécond  produit  du  premier, 
il  en  réfultera  une  troifiéme  équation  du  même 
degré  par  rapport  à  x,  &continuant  ainfi  jufqu  a  ce 
que  le  multiplicateur  foit  devenu  du  degré  /tz —  i , 
on  aura  m- —  i  équations  du  même  degré  m  —  i 
ar  rapport  à  .v^  &  confidérant  dans  ces  équations 
es  quantités  X"*''\  x"*"* ,  x"^"^^  &c.  comme  des 
inconnues  (impies  ^  on  déterminera  les  valeurs  de 
ces  inconnues.  Subftitûant  donc  ces  valeurs  dans 
la  dernière  équation  ,  on  aura  une  équation  qui 
contiendra  x  linéaire  &  dont  il  fera  aifé  d*avoir 
la  valeur.  Cette  valeur  étant  fuUlrituée  dans  la 
première  ou  dans  la  féconde  équation ,  on  ^ura 
une  équation  qui  ne  contiendra  que  la  feule  in- 
connue y  avec  des  quantités  connues.  Si  dans  la 
Première  équation  x  étoit  du  degré  m  y  Se  dans 
autre  du  degré  n ,  on  multiplieroit  la  féconde  par 
AT**"""  ,  &  alors  les  deux  équations  fè  trouveroient 
du  même  degré  par  rapport  à,  xj  ainfi  l*on  pourroit 
s  y  prendre  comme  nous  venons  de  le  dire. 

Si  Ton  avoir  trois  équations  &  trois  inconnues  at-, 
y  Se  :[  y  on  négligeroit  d  abord  une  des  inconnues,  :(^ , 
par  exemple  j  qu'on  regarderoit  comme  connue  ,  8c 
par  le  moyen  de  deux  premières  équations  propo- 
fées  on  parviendroit  à  une  équation  (  que  j'appelle- 
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rai  B  )  qui  ne  contiendroit  que  l'inconnue  négligée 
&  une  des  autres ,  x,  par  exemple.  Par  le  moyen 
de  la  première  &  de  la  troifiéme  ou  bien  encore 
par  le  moyen  de  la  féconde  &  de  la  troifiéme  ,  on 
trouveroit  une  autre  équation  (que  je  nommerai  D) 
qui  ne  contiendroit  que  les  mêmes  deux  inconnues 
X  &  ç.  Et  par  le  moyen  des  équations  B  &  D ,  on  par- 
viendroitàune  équation  qui  ne  contiendroit  qu'une 
feule  inconnue.  Silon  avoir  quatre  équations  &  qua« 
tre  inconnues;  par  le  moyen  des  deux  premières  en 
négligeant  d'abord  deux  inconnues ,  on  parviendroit 
à  ime  équation  qui  ne  contiendroit  que  x  &c  les  deux 
inconnues  négligées  ^  par  le  moyen  de  la  première 
&  de  la  troifiéme  ,  on  parviendroit  à  une  féconde 
équation  qui  ne  contienaroit  que  x  Ôc  les  inconnues 
négligées  j  enfin  par  le  i^pyen  de  la  première  & 
de  la  dernière  ,  on  parviendroit  à  une/iurre  équa- 
tion qui  auroit»les  mêmes  conditions.  L'on  auroit 
donc  trois  éqiutions  &  trois  inconnues  y  cas  que 
nous  venon*  de  réfoudre  ,  Se  ainfi  des  autres. 

Problème  I.  Trouver  deux  nombres  x&  y  dont  la 
fomme  x-H  y  foit  :;=  i  =a,  (&  lafomme  des  quarrés 
x2  -4-.ya^=3  2:5  ssa-b*.  Par  la  première  condition 
X  -^y  ^=ss.a  ;  donc  en  prenant  le  quatre  de  part 
&  d'autre;  x^^  -f-ipArj  ^-y*  =  û*.  De  cette  équa- 
Ron  retranchant  la  féconde  ,  il  vient  ixy  z=z  a'' 
—y  A*.  Retranchant  cette  dernière  équation  de  la 
féconde ,: on  trouve  x^  — '  ix y  ^y^=:i  y —  a^y 
8c  en  prenant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 
X  — y  =3=  ih  V^(i  ^* — a^).  Cette  dernière  équation 
étant  ajoutée  à  la  prenûete  &  enfuite.fouftraite, 

11  vient  d^ns  le  premier  cas,  x= =3 

1  ±7  * 


ou  XC5S  -+•  4 ,  &^^=  -^3 ,  Se  dans  le  fécond  cas 

N4 
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pss-f-4  ;  c  eft  à  dire,  que  fi  ^=^4  ,^fe<;as= — j  ,  & 
lécipioquement. 

Problème  II.  On  demande  deux  nombres pqfitifs 
^  ^  y  5  dont  la  fomme  des  quaxrés  foit  174  ô  dont 
h  produit  donne  105.  Par.  la  nature  du  Problème 
^x-\-yy^s=i  174,  &  ATjy  3=  105  ou  zxy  =  210, 
Si  Ion  ajoute  cette  dernière  équation  à  la  pre- 
jniere ,  &  qu'enfiûte  on  len  retrancke ,  on  aura 

XX ^ IX y  ^yy  =*=  484 ,  & ^va:. —  ^^y -^yy . 

=^  r>4  ,  équation  que  je  dcfignerai  par  (A),  L  avant 
dernière  équation  que  nous  venons  de  trouver , 
donne  eu  prenant  les  racines  ,  x  -^^y  =^  H^  11  ; 
maij  en  prenant  les  racines  dans  l'équation  A  ,  on 
trouve  j:— y=+  8.|P6nc  en  nous  en  tenant  aux 
racines  pofitives  ,^Ar  -4-^=  i^  ^  Se  x  '^-^  y  =5=8; 
donc  X  t\^.  y  ^  x^  —  j  =  jo  ouia^:=}o,& 
;i(:==5;. ij.  Mais  JC  "+rj' — 'a;-4-^  =  2Z — 8,  ou 
ij'==H4,  &:y=3  7.  Les  racines  négatives  donnent 
x^=z  — r  ij  écy  =1  — -7;  mais  ces  valeurs  ne  peu-r 
vent  réfoudxe  le  Problème. 

Problème  III.  On  demande  deux  nombres pofitifs 
x&y  y  dont  la  fomme  des  quarrésfoit  donnée  &=ç=b, 
-&  dont  le  produit  foit  =  a.  On  aura  donc  les  deux 
équations  .  fuivantes  x  a:  Hh*  y  y  =^  >  xy  ssl  a.  $i 
l'on  ajoute  la  première  à  la  féconde  mnltipl^se 
par  ^  ,  on  aura  xx^  i xy  -k^yy  =s:b^ia^  & 
^par  conféquent  x -H  j=s'\/(A  H^  1^  ).  Si  de  ià 
première  équation  noas  retranchons  le  double  de 
l^  féconde  ,.  il  viendra  xx  —  ^^xy  -^^  y  y  saz,b 
• — la^  d'où  Ton  tire  a:  — y  =: \/(ô - —  i  ^ )  i  donc 

^  •+•  J    -^  X  —  y    ou    2.x   =   \/  (  ^  -h  2  ^  )'  +. 

JJx^n  a açfn-Arr^y--r;v Ht» j  ou  iyz=:z^  {b^ia) 
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Si  b<C,ia  le  Problème  eft  impoflîble ,  parce  que  i&ca 
ikanc  des  nombres  pofîcifs  par  la  nature  du  Problè- 
xnçy  X  &c  y  doivent  être  dans  ce  cas  imaginaires. 
Problème  IV,  On  demande  deux  nombres  tels 
jji^e  leurfomme  ^  leur  produit  ^J&  la  différence  de  leurs 
xjuarrésfoïent  égaux  entr^eux.  Soit  xle  plus  grand , 
y  le  pins  petit  nombre.  Par  la  nature  du  Pro- 

jblÊme\ac  -^-y^z^zxx — yy^=p^  (^"+'J')'(^  — y)  y 
xlonc ,  en  divifant  par  x^y  ^  i=jir  — y  ôc 
X  =;=jK  "+"  I  i  donc  x  ^  y  =  ijy  -4^  ^  ,  &  xx  — r- 
yy  ==  2 j^  -+-  I .  D'un  autre  côté  le  produit  xy 
jou  yy-^  y  devant  êtie  égal  à  la  même  quan- 
tité, on  a  l'équation  y  y  -^-y  s=  i  j^ -f-  i  ,  ou 
yy—y^^i,   ouj^j<— ^-1-^=?:  I  +:;=s:^^ 

Zr 

Problème  V.  Trouver  deux  ^ombres  tels  qu'il  y 
ait  égalité  entre  leur  produit  ^  leurfomme&lafomme 
.de  leurs  quarrés^  Je  fais  lun  àts  nombriss  cherchés 
-^=^  *  ^9  y  ^  l'autre  =  a?  — y.  Leur  fomme  fera 
A  X  ,  leur  produit  fera  xx  — y  y ,  &  la  fomme  <le 
leurs  quarrés  fera  xx  x  '^{^lyy.  Par  la  nature  du 
Problème  ,  on  a  z.x  çs=  atx  —^ yy  ow  yy  ^=^  xx 
-r^  zx.  Subftituant  cette  valeur  de  y  y  dans  txx-^ 
lyyy  Se  comparant  le  réfultat  4xx-r-j^x  avec  i  x, 
on  aura  1  x^^^^xxi —  ^x  y  d'où  Ton  tire  jr  ==  f  ; 


donc  yy^=^ — ^,  &  y  =^lt — ^ — -  \    dpnc  les 
nombres  cherchés  font  x  •+- y  =; -^  &  x 

.. — y=sp  ^r— 1 — — -  ;  &  quoique  ces  nombres  Ipient 

imaginaires ,  ils  réfol vent  cependant  le  Problème* 
RcE  u  îA,  R  q  u  1.    Dans^  le  premier  Problème  ^ 
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four  avoir  la  valeur  de  x  ,  nous  avons  ajouté 
équation  x  ^ —  ^^==2+1  ^  {xb^  —  a*)  avec 
1  équation  x  +y  =  a.  Au  contraire  nous  l'avons 
fott/traite  poiir  avoir  la  valeur  de  j^ ,  parce  que 
dans  le  premier  cas  les  fignes  de  y  dans  les  deux 
équations  font  différents  ,  &  comme  d'ailleurs 
leurs  coefficients  font  les  mêmes ,  il  eft  vifible  que 
l'inconnue  y  ne  doit  plus  fe  trouver  dans  le  ré- 
fultat  ^  de  même  dans  le  fécond  cas ,  x  ne  doit  point 
fe  trouver  dans  le  réfultat ,  parce  que  —  x  doit 
détruire  -+•  x.  Donc  pour  faire  difparoître  une 
inconnue  quand  on  a  deux  équations  à  deux  incon- 
nues qui  ont  les  mêmes  coefficients  dans  ces  deux 
équations ,  il  faut  ajouter  les  deux  équations  fi  Tin- 
connue  qu'on  veut  faire  difpaxoître  a  différents 
fîgnes  dans  les  deux  équations.  Mais  il  faut  fouf- 
traire  une  équation  de  l'autre  ,  lorfque  l'inconnue 
qu'on  veut  faire  4ifp^i^oitre  a  le  même  figne  dans 
les  deux  équations.  Si  l'on  avoit  les  deux  équa- 
tious  ax-whby^fszCy dx  —  gy  =yf dans lefquelles 
les  inconnues  jc  &j;^  n'ont  pas  le  même  coefficient, 
on  pourroit  néanmoins  faire  difparoître  telle  des 
deux  inconnues  <ju'on  voudroit,  Suppofons  ,  par 
exemple  ,  qu'on  voulût  faire  difparoître  y  ,  on 
multiplieroit  tous  les  termes  de  la  féconde  par  le 
coefficient  b  à^  y  dans  la  première ,  &  tous  les 
termes  de  la  première  par  le  coeflicient  g  dQ  y 
dans  la  féconde,  &  l'on  auroit  les  deux  équations 
a'gx  -4-  bgy  z=s gc  y  bdx  —  b gy  =3  bf  ;  ajoutant 
maintenant  ces  deux  équations ,  l'on  trouveroit  agx 
-f-  b  dx  :=i  gc-+'  bfy  équation  qui  ne  contient  que 
l'inconnue  x.  Si  l'on  avoit  voulu  faire  évanouir  x , 
on,  auroit  multiplié  tous  les  termes  de  fa  féconde 
par  a  j  ic  tous  ceux  de  la  preiriiere  par  d  ;  retran- 
chant enfui  te  le  fécond  réloliat.du  pren^ier ,  Ton 
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auroic  eu  une  équation  qui  n'auroit  contenu  que 
la  feule  inconnue  y.  Si  l'on  vouloit  applique^  cette 
méthode  à  trois  équations  &  trois  inconnues  ,  en 
négligeant  d'abord  une  de  ces  inconnues ,  l'on  par- 
viendroit ,  par  le  moyen  de  la  première  &  de  la 
féconde  équation ,  à  une  équation  qui  ne  contien- 
droit  que' l'inconnue  négligée  &  l'une  des  deux 
autres,  x  ,  par  exemple.  Par  le  moyen  de  la  pre- 
mière &  de  la  troifîéme  onparviendroit  auffi  à  une 
féconde  équation  qui  auNÉIks  mêmes  conditions  j 
l'on  auroit  donc  deux  équl^jpis  &  deux  inconnues , 
ce  qui  donne  le  cas  que  nous  venons  de  traiter.  Si 
l'on  avoit  quatre  équations  &  quatre  inconnues , 
en  négligeant  d'abord  deux  inconnues  ,  on  trou^ 
veroit ,  par  le  moyen  des  deux  prwnieres  ,  une 
équation  qui  ne  contiendroit  que  les  deux  incon- 
nues négligées  &  l'une  des  deux  autres,  x  ^  par 
exemple.  Par  le  moyen  de  la  ^emiere  &  de  la 
troifiéme  ,  l'on  trouveroit  une  autre  équation  de 
la  même  efpeCe,  &  par  le^  moyen  de  la  première  & 
de  la  quatrième ,  l'on  parviendroit  à  une  troifîé'me 
équation  qui  auroit  les  mêmes  conditions  j  on 
auroit  donc  trois  équations  &  trois  inconnues ,  ce 
qui  eft  le  cas  précédent.  Si  l'on  avoit  cinq  équa- 
tions &  cinq  inconnues  ,  en  négligeant  d'abord 
trois  de  ces  inconnues ,  on  parviendroit  à  quatre 
équations  &  quatre  incoiiques  ,  ce  qui  donne  le  cas 
que  nous  venons  de  traiter  ,  &  ainfi  des  autres. 

Des  Equations  à  deux  termes, 

70.  Soit  l'équation  a  x^  =  A,  a  laquelle  on  peut 
facilement  rapporter  toutes  les  équations  à  deux 
termes  &  à  une  feule  inconnue.  Donc  en  divi- 

{ànt,  A^'*=5--  ou  ^ç'^sis:  <r  (enu^pofant—  =t;)  j 


• 
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donc  en  prenant  la  racine  m  de  part  &  d'autre ,  x  =3 
^c.  Si  m  eft  pair ,  cette  racine  aura  le  double  fîgne 
i:  :  iî  ,  par  exemple^  m  eft  =  4  ,  x  fera=+  y  c, 

•  4 

&  fi  l'on  fuppofe  c  =  I  (> ,  on  aura  a;  =  it  \/(  i  ^) 

=  +  1.  Outre  ces  deux  racines  il  y  en  a  encore 

deux  autres  ,  mais  imaginaires.  Si  c  étoit  =  —  8 , 

4 
on  auroit  Ar=  db  \/( —  8) ,  dont  toutes  les  racines 

font  imaginaires.  Si>^M|poit  j  ,  l'on  auroit  x:=:. 

y( — 8)= — 1  ;  S^Kitre  cette  racine  il  y  en 
auroit  encore  deux  autres,  mais  imaginaires.  Tout 
cela  fe  comprendra  mieux  par  la  fuite. 

^w  général  fi  l'on  a  l'équation  a;"*  ;=^  ,  on  aura 

L*oç^:s=^l*b  *  o\xml'X  =  l'b*   o\il'X= —  :  c'eft- 

m 

à-dire ,  que  le  logarithme  de  x  eft  égal  à  celui  de  b 

divifé  par  m.  Cherchant  donc  —  dans  les  tables , 

on  connoîtra  /-je,  &  par  conféquent  on  connoîtra  x; 

il  —  i?ie  fe  trouve  pas  dans  les  tables ,  on  cherchera 

par  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  en  traitant 
des  logarithmes  ,  à  quel  nombre  il  répond ,  &  ce 
nombre  fera  =  Ar. 

Problème  I.  Je  vous  donnerai^  dit  un  père  à  fàn 
fils  j  les  éous  que  /ai  dans  ma  bourfe  ^  fi  vous  de- 
vine:[  combien  il  y  en  a  ;  le  quarré  de  ce  nombre 
multiplié  par  le  quart  du  mçme  nombre  ^  donne  45  2. 

■  ^  Eû  défigaant  le  logarithme  de^*»»  par  l-x»  ou  par 
ml'X  ;  car  le  logarithme  de  la  puliTance  m  dkin  nombre  e^ 
égal  au  produit  de^'expofant  m  par  le  logarithme  de  ce 
ÎXQfnbre*  Voye^  ce  qu  on  2^  dit  ci-dciTus  fur  les  loga^ith^nes^. 
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Soit  X  ce  nombre ,  l'on  aura ,  par  la  nature  du  Pro* 

blême  ,  ^vat  X  —  ==  431.  Ainfî  —  =  azi  ^  x^ 

4  4 

=  1728,  &  yx^  =;  jf  =  12.   Donc  le.  nombre 
des  écusétoit  II. 

Probi.£M£  il  On  demande  un  nombre  x  tel  qu'yen 
divifant  la  quatrième  puijfance  par  fa  moitié  & 
ajoutant  14  •+•  |  au  quotient  ^  le  refultat  donne  ibo, 

Divifant  x^  par  —,  j'ai  ix^  ^  &  par  la  nature  du^ 

Problême  ia:^  H- 14-h  ^=  100  }   donc  2^^=: 

,00  — i4-|  =  i±l,  Arî==lii&;c  =  v/(#) 
s=  j  ;  ainfi  le  nombre  cherché  eft  ;c  =  7. 

Problème  III.  Quelques  Négociants  ayant  formé 
un  capital  ^  pour  lequel  chacun  a  contribué  cent  fois 
autant  d^écus  qu'il  y  a  d'JlJfociés  y  envoient  un 
Facleur  à  la  Martinique  pour  faire  valoir  ce  fonds. 
Ce  Facteur  gagne  pour  chaque  centaine  d'écus  deux 
fois  autant  d' écus  qu  il  y  a  ctintéreffés  &  fon  gain 
ejl  de  x66i  écuSj  on  demande  le  nombre  x  des  Affe^ 
Clés.  Puifque  chaque  Négociant  a  fourni  1 00;^  ccus , 
le  capital  entier  çtoit  igo:k:jc;  &  parce  que  \t 
profit  étoit  de  2:!c  pour  cent ,  on  trouvera  ce  que 
tapportoit  le  capital  en  faifant  ioo:2:c;;  ioo;r;^: 

=zix^.  Mais  ce  profit  eft  =  2  66i  :  donc 

100  ^  , 

2x5  =  2iî(52  ,  a;5  =  ijji  &;t=  V(i3ji)=2i'i  j 
ainfi  le  nombre  des  Âfibciés  étoit  11. 

Problème  IV.  Un  Payfan  échange  des  lapins 
domefiiques  contre  des  poules  j  à  raifon  de  deux 
lapins  pour  trois  poules  ;  ces  poMés  pondent  cha- 
cune un  tiers  autant  d'mufs  qu'il  y  a  de  poules»  Le 
Payfan  vend  tous  fes  œufs  au  marché  j  en  don-^ 
nant  neuf  œufs  pour  autant  de  fols  que  chaque, 
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poule  a  pondu  d'œufs  j  &  il  reçoit  5  liv.  i  ifols;  com- 
bien de  lapins  a-t-il  échangé  ?  Soit  x  le  nombre 
des  lapins  cherché  j  celui  des  poules  que  le  Payfan 

a  reçues  en  échange  fera  —  ,  &  chaque  poule  pon- 

X 

dant  —  ,  Te  nombre  des  œufs  fera  ^ — •  Mais  9  œufs 
*  -         4 

X  '  XX X 

fe  vendent  pour  —  fols  j  donc  l'argent  que œufs 

2  '4 

•  produifent  eft  := — =  ;  ainfi  —  =î=  5  liv.  1 2  fols  =ï 
^  14  14  3 

*  72  f.,  :tr5  =  14  X  72  =i  8  •  8  •  27,&: :t'=\/{8  •  $  •  17) 
6=r  1  •  2  •  5  =ï5=:  12.  C'eft  pourquoi  le  Payfan  a  donné 

1 2  lapins  &  a  reçu  1 8  poules.  % 

ZJ^j  équations  plus  élevées  que  le  fécond  degré  &  qui 
peuvent  néanmoins  fe  rèfûudre  à  la  manière  de 
celles  dufecond^^  ^ 

71.  Ces  équations  ne  doivent  renfermer  que 
deux  puiflfances  de  x ,  mais  dont  Texpofant  de  Tune 
foit  double  de  celui  de  l'autre  \  ainfî  elles  peuvent 
fe  réduire  à  cette  formule  ^vT*"*  -+-  bx"^  ss=2  c  ou 

en  divifant  par  a  ,  faifalit  --  ^=^  id  &c  —=^  g  y 


à  celle-ci  Jt:*'*-+-2fifAr'"===^.  Ajoutant  de  partfc 
d'autre  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  jt'*, 
on  aura  Ar*f*-+-  idx'^^d^  =:=sg-\^d^  ,  &  prenant 
les  racines  quarrées  de  part  &  d'autre ,  ^t*  -H 
d  =  ±  Vig'^^^)y  ^  en  tranfpofant ,  x'"= — d 
i:  \^{g  '^d^)y  &  prenant  la  racine  m  de  part  & 

d'autre ,  x  =  \/(—  </  db  ^g-\-dd) .  Si  m  eft  pair ,  il 
peut  y  avoir  jufqu'd  quatre  racines  réelles  ,  &  le 
premier  radical  doit  avoir  le  figne  db }  ftv  eft  im- 
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pair ,  le  radical  y^  ne  peut  avoir  qu'un  feul  figne. 
oi  g  eft  négatif  &  plus  grand  que  dd.y  toiles  les 
racines  feront  imaginaires  ,  quelque  foit  m  ,  pair 
ou  impair. 

Pbobleme.  Trouver  la  racine  m  de  la  quantité 
a"*  •+•  b ,  b  étant  fuppofé  fort  petit  en  comparaifon 
de  a™.  Il  eft  aifé  de  voit  que  la  racine  cherchée  eft 
fl-t-  AT,  X  étant  une  quantité  qu'il  s'agit  de  trouver. 
Elevant  a^^x  kh.  puiftance  m ,  nous  avons  a*  -+- 

je  néglige  les  termes  ultérieurs ,  parce  que  fe  trou- 
vant multipliés  par  des  puiflTances  de  la  fraftion  x 
(  qui  doit  évidemment  ctre  alfez  petite  )  plus  éle- 
vées que  le  quarré  ,  ils  doivent  être  fort  petits. 
Retranchant  de  chacun  des  membres  de  l'équation , 

la  quantité  cT  &  divifant  par  m  •  — ■ •  ^  "•""  %  Ion  a 

x^  -4 =  H-  ; — r"-rrr  >  ajoutant  de 

part  &  d'autre  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient 

,  M     •  ^       lax  a^ 

at  X  y  il  vient  x^  + H- =  -*- 

•  m  —  r  (m —  i)^ 

•  Prenant  les  racine^ 


m'{m — ^i)*a"»""*  (m — ^  i)^ 

de  part  &  d'autre ,   l'on  z  x  --{^  -^  =  i: 


m 


nous  ne  nous  fervons  pas  du  figne  — •  du  radical , 
parce  qu'il  eft  inutile  ici.  Donc  y^(a"*-+-A)=a-+- 


l*»M*ifc— èfc  iMi  1 1*  1 1  II »— i^jjjia» 
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m  —  I 

2^ 


— ^ y  Si  la  quantité  3 


\^\/  ( . 1 1 \ 

&  en  réduifânt,    y(a"»-f-^)  ==  !--- — ^ — i  X^-+- 

avoit  le  figne — ,  de  manière  qu  on  eût  a*—  k,  on 
doftneroit  le  (îene  —  au  terme — ; ."'    '    Qui 

fe  trouve  fous  le  radical ,  &  l'on  auroit  \/(a'" —  i) 

(m  —  2)  //      <i*  là  \ 

CoiËLOLLAXRE.  Si «on  fuppofe  fiicceffivement 
m=3=3,4,  5,  ^,  7  &c.  on  aura  les  formules 
Suivantes  :  • 

&c. 
On  peut  voir  maintenant  pourquoi  nous  avons 
fuppofé  que  le  radical  avoit  feulement  le  figne  -+•, 
parce  que  nous  ne  cherchons  que  les  racines  pofi- 
tives  de  k  quantité  a"*  do^  3  mais  en  prenant  le 
radical  en  — ,  il  eft  vifible  que  la  première  for- 
mule deviendroit une  quantité  négative,  en  fup- 
pofant  i  pofitif.  '  Pour 
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-^ ■ — -" — ' •    ■  —      ■  ■-  -■  -^  ^ ^— rr     r       -  ^ 

Pour  faire  Tapplication  des  formules  que  nous  ve- 
nons de  trouver  ,  fuppofoiis  qu'on  demande  la  raci- 
ne cube  de  28.  Je  prends  le  plus  grand  cube  contenu 
dans  ce  nombre ,  &  je  le  fuppofe  =  a^  &  le  refte 
:=  A  ,  de  forte  que  j'ai  27  -î-  J  ==  ^^  +  ^  ,  &  la 
première  formule  devient  r  •+"  VC  4  "^"  ?  )  ^^^  (  ^^^ 
réduifant  au  même  dénominateur)  7-+-  \/(77)  y 
prenant  enfuite  la  plus  grande  racine  du  numéra- 
teur avec  une  feule  décimale  ,  &  la  divifant  par 
la  racine  ^  du  dénominateur  ,  l'on  aura  la  racine 
cherchée  =i-h^-+.^=^-l-|-+.^==3 
-4-0-03  à-peu-près.  En  général  on  peut  chercher 
par  les  logarithmes  la  racine  approchée  du  nombre 
propofé  &c  la  faire  =  a ,  élevant  enfuite  ^  â  la 
puiilance  m  Se  retranchant  a*"  de  la  quantité  pro- 
pofce ,  le  refte  donnera  b.  Subftituant  enfuite  la 
valeur  de  ^  &  de  A  dans  la  formule  générale  ,  il 
fera  aifé  d'en  déduire  la  racine  cherchée  à  peu  de 
chofe  près  ,  en  prenant  ,  par  le  moyen  des  déci- 
males ,  la  racine  quarrée  de  la  quantité  qui  fe 
trouvera  fous  le  figne  radical. 

Des  Equations  de  tous  les  degrés. 

72.  Dans  ce  que  nous  allons  dire  des  équations 
de  tous  les  degrés,  nous  fuppoferons  que  le  fécond 
membre  eft  =i=  o  ,  c'eft-à-dire  ,  qu'on  a  fait  pailer 
tous  les  termes  dans  le  premier  membre.    Cela 

{)ofé  ,  foit  propofé  de  trouver  une  équation  ,  dans 
aquelle  x  foit  indifféremment  =  2  ou=  3.  On 
aura  donc  les  deux  équations  a:  =  2  ,  a:==3  ou, 
en  faifant  paffer  tout  dans  le  premier  membre , 
X  —  2  =  0,  X  —  3=oj&  en  multipliant  ces 
équations  l'une  par  l'autre,  le  premier  membre  par 
Jomc  L  O 
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le  premier  &  le  fécond  par  le  fécond,  {x  —  2}  x 
{x  —  3)=ro,oua:^  —  ^x-^  6  z=t  o.  Dans  cette 
équation  x  eft  =  i,  &  ^  =  3.  Si  l'on  a  x  — 
a  =  o  ,  X  —  A  =  o,  X  —  t  =  o,en  multipKanc 
ces  trois  équations  Tune  par  l'autre  ,  il  viendra 
jc'  —  (^a-^-  b'+'  c)  x^  -+•  {ab-i-'  aC'T\^  ic)  X  — 
ab  c  =  o.  De  la  formation  précédente ,  il-fuit  pre- 
mièrement qu'une  équation  a  autant  de  racines  que 
le  plus  haut  expofant  de  l'inconnue  contient  d'uni- 
tés. Secondement ,  que  fi  à  la  place  de  l'inconnue 
on  fubftitue  fa  valeur  ,  la  fomme  de  tous  les  termes 
fe  réduira  à  o.  En  effet ,  puifque  l'équation  ci- 
deflTus  réfulte  de  .(at — a)x{x — b)x{x  —  c), 
fi  à  la  place  de  x  je  mets  fa  valeur  a  dans  le  pre- 
mier faékeur  x  —  a  y  pour  avoir  a  —  a=  o ,  l'on 
aura  o  x(^  —  b)  x  {x  —  c)=o,  comme  il  eft 
évident.  Troifiémement ,  que  le  coefficient  du  fé- 
cond terme  d'une  équation  eft  égal  à  la  fomme  des 
racines  de  l'équation,  prifes  avec  un  figne  contraire. 
Car  les  racines  de  l'équation  précédente  fontx=^, 
xz=zb  y  X  =  c.  En  effet  l'équation  x  —  à  =  o  y 
donne  en  tranfpofant  a;  ==  aj  de  même  les  équa- 
tions X — b=o  ,  X — cs=o  donnent  x=by  Se  Ar=c; 
or  le  coefficient  du  fécond  terme  de  notre  équa- 
tion eft  —  (^ -f-^H- c)  == — a  —  b  —  c.  Quatriè- 
mement ,  que  le  coefficient  du  troifiéme  terme 
d'une  équation  eft  égal  à  la  fomme  des  produits 
des  racines  multipliées  deux  à  deux.  Si  l'équation 
étoit  plus  élevée  ,,  on  trouveroit  que  le  coeffi- 
cient du  quatrième  terme  feroit  égal  à  la  fomme 
des  produits  des  racines  prifes  trois  à  trois  ,  .mais 
avec  un  figne  contraire  j  que  le  coefficient  du  cin- 
quième terme  feroit  égal  à  la  fomme  dès  pro- 
duits des  racines  prifes  quatre  à  quatre  ;  &c.  Mais 
le  dernier  terme  eft  le  produit  de  toutes  les  racines 


t*m 
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prifes  avec  un  fîgne  contraire.  Cinquièmement ,  fi 
le  fécond  terme  manque  ,  c'eft  une  marque  qu'il  y 
a  des  racines  négatives  &  des  racines  poutives ,  & 
que  la  fomme  de  unes  eft  égale  à  la  fomme  des  au- 
tres ^  fi  le  troifiéme  terme  manque ,  la  fomme  des 
produits  des  racines  pofitives ,  combinées  avec  les 
négatives,  fe  réduit  à  o;  &c.  Mais  fi  le  dernier  terme 
manque ,  il  y  aune  racine  =  o ,  &  Ion  peut  abaifler 
l'équation  en  divifant  les  deux  membres  par  a*  =  o* 
Ainfi  l'équation* ^H-^  x^-\-i  x^^-c  x^=  o  devient, 
en  divifant  par  jc,  x^-^ax''  »+-  Ax  -4-  c  è=o.  Sixié-* 
mement,  que  les  valeurs  de  l'inconnue  fe  trouvent 
parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  j  de  forte 
qu'en  fubftituant  dans  l'équation  ,  à  la  place  de  ;f  ^ 
chaque  divifeur  du  dernier  terme ,  d'abord  avec 
le  figne  -h ,  enfuite  avec  4e  figne  —  ,  on  fera  sût 
d'avoir  une  des  racines  lorique  la  fubftitution 
d'un  de  ces  divifeurs  rendra  la  fomme  de  tous  les 
termes  =  o.  Ainfi  fubftituant  à  à  la  place  de  iV.dans 
l'équation  x^  —  (a-^^b^c)  x""  "^  {a  b  *+-  ac-jrbc) x . 
^ — ai  c=±  o,je  trouve  b"^  —  ab^  —  i?  — ^  cb^  -+- 
ni*  -+-  ^  c  A  -f-  cb^  — •  t2ic==  o  ;  rhais  fi  j'avois 
iubftitué  —  b  au  lieti  de  +  ^  ,  la  fomme  de  tous 
les  termes  ne  fe  feioit  pas  réduite  à  o. 

En  multipliant  les  unes  par  les  autres  ,  les  trois 
équations  àt  —  i  ===  o  ,  jf  H-  3==o,A:-H5==b, 
l'on  aura  l'équation  :r'  -f-  6x'^  —  x  —  30  =  0^ 
où  l'on  peut  remarquer  qu'il  y  a  un  changement 
de  figne  du  fécond  au  troifiélue  terme  ,  &  une 
racine  pofitive  a:  î==  2 ,  deux  fucceffions  des  mêmes 
fignes ,  puifque  le  premier  &  le  fécond  terme  ont 
le  figne -+^5  le  troihcme  &  le  quatrième  le  figne  —  ; 
tnais  il  y  a  deux  racines  négatives.  En  général  il 
il  y  autant  de  racines  négatives  qu'il  y  a  de  fuccef» 
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fions  du  même  figne ,  &  autant  de  pofitives  qu'il 
y  a  de  changemens  de  figne  d'un  terme  à  l'autre. 

En  eflFet,  u  toutes  les  racines  font  pofitives,  elles 
entreront  dans  les  équations  compofantes  avec  le 
figne  — •  Si ,  par  exemple  ,  les  racines  font  -k-b  ^ 
-h  c  y  &c.  les  équations  compofantes  feront  x — b 
=  o,  AT  —  c  =  o  ,  &c.  &  dans  le  produit  de  toutes 
ces  équationSjil  ne  pourra  y  avoir  de  termes  négatifs 
que  le  fécond  &ceux  où  les  racines  fe  trouveront 
être  multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre 
impair ,  ce  qui  n'arrive  qu'aux  places  paires  ,  fé- 
lon ce  qu'on  a  dit  ci-deflus  \  ainfi  les  termes  fe- 
ront alternativement  pofitifs  &  négatifs. 

Si  toutes  les  racines  font  négatives ,  elles  entre- 
ront dans  les  équations  compofîlntes  avec  le  figne 
H-  :  or  il  eft  clair  que 4e  produit  de  ces  équations 
aura  tous  fes  termes  pofitifs. 

Enfin  foient  les  racines  les  unes  pofitives ,  les 
antres  négatives  ,  comme  -h  a ,  —  ^ ,  &c.  &  les 
équations  compofantes  x  —  t2=o,Ar-+-Â==o,  &c. 
&  fuppofons  d'abord  qu'il  n'y  en  ait  que  deux , 
l'équation  compofée  fera  xx  —  ax  —  ab^==:o  ^ 

H-  b  X 
dans  laquelle  fi  on  fuppofe  a  ^  b ,  le  premier 
terme  fera  pofitif ,  &  les  deux  autres  négatifs  , 
&  il  y  aura  un  changement  de  figne  &  une  répéti- 
tion du  même  figne  j  &  fi  on  fuppofe  a  <^  ^ ,  les 
deux  premiers  termes  feront  pofitifs  &  le  troifieme 
négatif,  &  il  y  aura  de  même  un  changement  de 
figne  Se  une  répétition  du  même  figne.  Si  ^  =5 , 
l'équation  fe  réduira  ixx  ztlO'X  —  ab  ==  o'yôc 
quelque  figne  qu'on  donne  à  zéro ,  il  y  aura  tou- 
jours un  changemenc  de  figne  &  une  répétition  du 
même  figne  ,  comme  il  y  a  une  racine  pofitive  &c 
une  négative.  - 
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Suppofoiis  maintenant  qu'il  y  ait  trois  raci- 
nes, deux  pofitives  &  une  négative,  &  quq.les 
équations  compofantes  fbient  x  — a  ==  o ,  xr — - 
^  =  6,^-+^c=bô  ,  réquàtion  conipdfce  i^tà 

x^  —  àx*  -^ aiX'+'à'liç  *" 
—  ùic^ — ac  X 
^c x^  —  b  c  X^'  '  *  '•'  i 
dans  laquelle  ,  fî  onruppôfe  12  -h^>  t:^,  ie  fécond 
terme  fera  négatif  ;  &  quelque  figne  qu'on  dôhnè 
au  troifiéme  3'  il  y  aura  deux  changemens  de  figné 
&  Une  répétition  du  même  fîgne  j  &  fi  on  fuppofe 
â-H*  <^c,  te  fécond  terme  fera  pofirif  &  le 
troiiiéme  négatif ,  &  i!y  aura  encore  deux  chàii- 
gemens  de^  ngne  &  une  répétition  du  même  fîgne. 
Enfin  &  a'-\'  b^=s^c\  \q  fécond  terme  fera Hr*  Oy 
mais^  te  troifîéme  fera  n^arif ,  &  quelque  fîgne 
qu*on  donneau  fécond ,  il  y  aura  toujours  deux  chan- 
gemens de  fi'gne  &  une  répétition  du  même  fîgne  , 
comme  il  y  a'deux-  racines  poïîtives  &  une  négative. 

On  trouveroit  par  un  raifonnement  femblaWe 
que  s'^  avoit  deux"  racines  négatives  &  une  pofî- 
tive,  "que  les  équations  compofantes.  fuflfent  x  — 
tf  a=  o  ,  .V  +  A  =  o  ,  x-^c  '=:  0  ,  le  produit  aur 
roit  un  feul  charigemeilt  de  fîgne  &  deux  répétitions 
du  même  fîghe.  Ce  qiie  nous  venons  de  dire  $l  .éga- 
lement lieu  pour  tel  équations  plus  élevées  y  dé 
forte  qu'en  général  il  y  a  autant  de  racines  pofî- 
tîves  qull  y  a  de  changemens  de  fîgnes  dans  deux 
termes  confécutifi,  &  autant  de  racines  négative^ 
qu'it  y  a  dé  répétition»  dû  même  fîgne  d^ns  deux 
termes  confécutifs.  Mais  nous  reprendrons  cette 
matière  dans  Ife  Calcul  KfFérentiel.  " 

I>*oùf  il  fuit  qu'à  là  fimple  infpeâion  d*une  équa 
lion  on  peut  juger  coml^ien  elle  a  dé  racines  néga 
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rives ,  fî  i*on  fair  4'aiUeDi;3  ^ue  tput^^  (es  racines 
font  rcellfs.      ^  .  ;      . 

^  U  eft  ai^  dç  voit  ^ue  (i  foires  lei  ^aç|nf /i  écoient 
nég^ûVes ,  |c^s  les  termes  aurpienc  Içiigii^  j^^  cair 
ils  réfulreiroiénc  du  produit:  dff  pluûeurç.  (jxuQtités 
qui  auroieue  toijfe^  le  figne  Tf*-  L©  dernier  termç 
^urpit  aufn  le  Ci^e^Cile  nombre  des  raçiaes  pofî^ 

rives  delequatio^ étpir  p^ir  ;  <:ar  un  nombre  pair 
de  fign^s  -^  muleipliés  les  ùn$  par  les  autres  donne 
arfpT  Mai^  le  dernier  renne  auroit  le  %ne  -^,  ^  le 
nombre  des  racines  poncives  étoic  impair  ^  •  pnirr 
qu'un  nombre  impair  de  itgi^e  -^  puhiplies  les 
^n^  par  les  autres  donne  nçce^airement  ^-«-v  Mail 
parce  que  ,.  aind  qu'il  fera  a^fé  de  le  conclure  de 
ce  que  nous  dirons  dans  la  fuite ,  les  ÊuSbeurs  iin^* 
j^inâires  ne  fe  trouvant  dans  les  équaripns  qu'en 
nombre  pair ,  &  que  le  produit  de  deux  4^  ces  ùlo 
teurs  a  neceilairement  le  dernier  terme  ppfitif^  d^ns 
une  équation  quelconque  dont  le  dernier  terme  eft 
négatif ,  il  y  a  au  moiqs  une  racine  po^tivQ, 

Ce  que  nous  venons  de  dire  fur  les  cnangemens  de 
figne  Se  les  fucceflîonsdes  mêmes  fignes^ne  piit  avoir 
}ieu  que  lorfqu'il  n*y  a  point  de  racines  imaginaires , 
lefquelles  fe  trouvent  toujours  en  nombre  pair  d^s 
.une  équation  délivrée  de  radicaux.  En.eiFet ,  fi  Von 
jmultiplie  Tune  par  l'autre  «  les  deux  éq^ations 

^,7^       ^ > on aiira  1  équation x*-H^*=:o, 

qui  aura  neceilairement  fes  racines  imaginaires^ 
Mais  fi  l'on  miiltipliQie  x,-^  %/  -^  «>  aas?  p  par 
jCr^\^  -yv  a^xano^  l'équatipnqui  en  réfulcerpit, 
contiendroit  nécelHiirenient  un  radic^t^ai|ifi  qu'il 
eft  aifê  4e  le  voir  en  exécuiant  ropérf^(i(>nt  II  en 
&rait  de  même  en  içijtt^ismt  l'une  par  lau^i^ 
^.es  deux  4^u|i|içns  ^^aft  y^^aawmo\xyi^\fT^aa 
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■^~^— — ^-^~— — ""— -^— '— "—       — — • —  ' '    ....    ■  ■ -       •» . 

=  o  ott^-+-tz\/  —  i=o&-v-f-  a  y^  —  I 
=  o.  De  même  fi  la  valeur  de  Areft  une  quantité 
Tcelle  —  a  jointe  à  une  imaginaire  —  b  \  —  1  , 
pour  que  l'équation  ne  ifoit  point  affeâ:ée  de  quel- 
que radical  ,  il  faut  que  1  équation  x  +  ^  -f- 
b .  y/ — 1=  o  ^  foit  multipliée  par  x  -H  a — ^  y^ — i 
=  oj  de  manière  que  la  quantité  réelle  ait  le  même 
figne  &  5  la  quantité  imaginaire  différens  ûgnes 
dans  les  deux  faâeurs.  Toutes  les  quantités 
imaginaires  peuvent  fe  réduire  à  la  forme  M  -+- 
N  \/ — 1  jén  luppofant  M  =  o,  lorfque  la  quantité 
imaginaire  fe  trouve  feule  :  ainfi  que  nous  la  dé- 
montrerons dans  la  féconde  partie  de  ce  Cours. 
Mais  nous  fuppoferons  dans  la  fuite  les  équations 
délivrées  de  radicaux. 

Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  dédire,  qu'une 
équationr  d'un  degré  impair  ,  doit  avoir  au  moin^  , 
une  raciîTfe  réelle ,  puifouer  les  racines  imaginaires 
ne  peuvent  fe  trouver  dans  une  équation  qu'en 
nombre  ^air.  Donc  une  équation  du  troifieme  de- 
gré, doit  avoir  au  moins  une  racine  réelle  j  de 
plus  dans  une  équation  du  troifieme  degré  qui  n'a 
point  de  fécond  terme ,  &  dont  le  troiiîeme  eft 
poficif  (  nous  prenons  pour  troifiçme  tetmç  celui 
qui  le  feroit  ,  fi  le  fécond  ne  manquoit  pas  )  ,  il 
7  a  nécefïàirement  deux  racines  imaginaires.  En 
effet  (bit  i 'équation  x  ^  H-  (a  b-^ac^  bc)  x  -h  abc 
==  o.  Puifque  le  fécond  terme  manque',  là  fbmme 
des  racines -+-  a  -f-i  H^c  eft  csro;  donc  en  tranfpo- 
fant5A:=— ^  ^^— c.  Subftituant  cette  valeur  de  à 
dans  le  coefficient  de  Je.,  ,  .Ion  aura+C — cl  a — a  c 
— ac^-^çc-^ac)^=[  —  a  a- —  c  c-r-  a  £^)j  or  cette 
quantité  ne  ^eut  être  pofitive  :  car  le  quarré  de  à 
-rt-  c  doit  toujours  être  une  quantité  pofitive  ,  eii 
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fuppofant  même  c  ]J>  a.  Donc  {a  rr-^  c )»  :;;=?  a^  — 
2  û  c-hc^  eft  uiie  quantité  pofitive  ,  &  par  confé- 
quent  a'^  -^c^^  x  ac  ^  donc  —  a*  —  c*  — r^ceft 
une  quantité  négative.  Donc  puifque  dans  l'équa- 
tion aont  nous  venons  de  parler,  cette  quaiatité  eft 
fuppofée  pofitive ,  il  doit  y  avoir  deux  racines  ima-i 
ginaires  ^.  Donc  c  &  a,  ne  font  pas  des  quantités- 
réeHes ,  mais  au  moins  Tune  des  deux  eft  imaginaire^ 
ôC  parmi  les  trois  a ,  ^  ,  c ,  il  y  en  a  deux  ima-» 
ginaÎTesi. 

7j.  Problème.  Délivrer  une  éïjuation  de  fcs. 
radicaux.  Pour  faire  évanouir  les  radicaux  d'une 
équation,  on  mettra  à  la  place  dé  chaque  radical  una 
inconnue ,  &  l'on  aura  preixvieremnt  une  nouvelle 
équation  qui  ne  contiendra  plus  de  radicaux,  fecon-i 
dément  de  plus  autant  d'équations  à  deux  termes 
qu'il  y  avoir- de  radicaux  dans  l'équation  propofée,& 
en  élevant  chacun  des  membres  de  ces  équations  à 
la  puiflànce  indiquée  par  l'expofant  du  radical  cor-, 
reipondant,  il  n'y  aura  plus  qu'à  chaffer  de  ces 
équations  délivrées  des  radicaux  les  inconnues^  in- 
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troduites^  Soit  ^par  exemple , l'équation  x  —  y  a — 

y  d==?  o.  Ayant  fait  y  ^  =  y  ,  y  ^  ^^P  »  <>» 
aura  Jc — y  —  p  =  oonx:=çy^p  y  a^=siy^'y 
d=.p^.  De  la  première  équation  je  tire  y  =:;  x 
—  p  ,  fubftituant  cette  valeur  de  y  dzns^a^^y^ 
il  vient  x"^  - —  ^  x^  p  -+-.  3  xp^  — /?'  =  a  ,  de  la- 
quelle il  ne  s'agit  plus  que. chaflTer/?.  Si  dans  cerre 
cquatioji,  à  la  place},  de  jp'  ,  je  fuhftitue  ià  valeur 

'  '   ■ . . .  ■>    ' 

*  Si  Ton  fàppofc  a  =  t^  s  V'-—  !,<:=*  —  5  V' —  i  , 
Fop  aura  —  a  a-*— ce  —  ac  ^=  37.  En  fuppofant  a  =  i  -}- 
f  V  —  *  &<:.=  —  4  ,  Ton  aura  — aa — ce —  ac!r=  ii* 
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d  prife  de  l  équation  c/ ===  p^  y  elle  devient  x^  — 
•5  X*  /7  +  -3  ;tf/?*  ~r-  4?  ===^ ,  de  laquelle  je  tire  p* 

== — — .  Multipuant  les  deux  mem- 

3*. - 
bres  de  celle-ci  par  p  ,  &  mettant  flf.à  la  place  de 

n3  ^  1  ai  û  = ,d  ou  je  tire  en 

en  multipliant  ,  tranfpofant  &  divifant,  p^  =a 

— ^ —  .  Egalant  ces  deux  valeurs  de 


-» — T*- 


,       .        %  *    fr  i       ûi  •  x^^idx — aX' 

p^yie  tiredureiultatl  équation ;?=== , 

4      '  ^  -«  a-^d-^i  x^ 

fubftiraant cette  valeur  de/?  dans  1  équation  x^  — • 

3^^ P  -4-  3  xp^  — p^  =±=^,  j'ai  enfin  1  équation 

x^  -— .  5  ^;i;^  H-  5  ^*  a:'  —  a^ 

r —  i  ax^  -^  z  d^  x^  —  i  a^  d  ^ 

y  %  J'y  >=0  5  equâ- 

tion  qui  ne  contient  d'autre  inconnue  que  k  pro- 
pofée.  On  fe  tireroit  de  la  même  manière  de  quelr 
que  équation  c^u  on  eût  ;  mais  il  y  a  des  cas  où  il  eft 
inutile  d'avoir  recours  à  la  méthode  précédente.* 
Si,  par  exemple  ,.  Ion  avoit  l'équation ;c-4-  a  — 

\^  {b-^  y  x)  =  Q  y  on  auroit  en  tranfpofant ,. 

x^^a^its:^  [b^^^  x)yi\Qvzntz\xc!^2Lttè  ,>ri -f- 

lasè^-  a^  :=b'+  y  X  ;  tranfpofant  b  dans  le 
premier  membre  ,  il  vient  x^  ^  z  a  x  +  a^  —  b 

=  V  :v.  On  voit  bien qù*en  élevant  l'un  & lautre 
nieinbre  à  la  troifiéme  puiffance ,  il  en  réfulteroit 
uhe  équation  fans  radicaux. 

74.  Prob^emç.  Délivrer  une  équation  de  Jpn  fe^ 


xii  Cours  de  Mathékatiques. 


cond  terme.  Soit  Téquatioa  o^-^  a  x*'^  •  •  •  •  -t-&c« 
=  o-  Suppofons  a;  =  j  -+-/7  j  fubftituant  cette  va- 
leur i  la  place  de  x  ,  on  aura 

y  +i?  n  y'^'-hp^  •  ~  •  (/z  —  I  )  •>'''-*-+-&c.) 

/  V  >=0. 

+  &C. 

Si  Ion  fuppofe  j7  «  -+-  ^  =  o  ,   ou/>  /2  =  —  a 

ou^  =: ,  ç eft-à-dire ,  fi  Ion  fuppofe  x  égal 

à  une  nouvelle  inconnue  y  jointe  à  .la  quantité 
p  y  p  étant  égal  au  coefficient  du  fécond  ternie  pris 
avec  un  figne  contraire  &  divifé  par  le  degré  de  Té- 

3 nation  ,  on  aura  une  nouvelle  équation  délivrée 
u  fécond  terme.  Si  Ton  fuppofoit  =  o  la  fomme 
de  toutes  les  quantité  qui  multiplient  y""^ ,  en 
cherchant  la  valeur  de  p  que  donneroitcette  fup- 
pofition  ,  on  auroit  une  équation  fans  troifieme 
terme.  On  peut  voir -maintenant  comment  il  fau- 
droit  s'y  prendre  pour  avoir  une  équation  fans 
quatrième  terme ,  îa»s  cinquième  terme,  &c. 

75.  Problème.   Délivrer  une  équation  des  fraC" 
tions  quelle  peut  contenir.  Il  fuflSt  de  fuppofer  Tin- 

V  •  " 

connue  a:  =  ~ ,  /2  étant  fuppofée  divifible  par  tous 

les  dénominateurs  des  fraâions  qui  fe  trouvent 
dans  l'équation.  Soit ,  p^^f  exemple ,  Téquation  ;vl. 

-+•  —  ^*  -h  —  i  -+-  -^  =s=  o.  En  fuppofant  x 


b  d     :   f 

^,on  aura  ^  +  "TT  +4^  +4 


multipliant  par  72'  ,  il  viendra  j^'  H — 7—  y^  rh 

b  . 
m^  c  n^  g 


f 


o.  Si  l'on  fuppofe  n  ==  bdfy  l'é- 


C  A    t    C   V    I..  ZI9 


mim 


quation  précédente  deviendra  j' ^  -^adfy^ 
b^  f^  dcy-^b^  d^  f^  g  =  o ,  équation  fans  frac-, 
cions.  Il  fufHt  donc  dans  tous  les  cas  de  fuppofer 
72  =rr  au  ptoduit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
fractions ,  ou  même  ^  une  quantité  divifible  par. 
tous  ces  dénominateurs ,  Torfqu'ils  ne  font  pas  pre* 
miers  entr'eux. 

j6.  Problème.  Délivrer  le  premier  terme  d'une 
équation  de  fon  coefficient.  Soit  l'équation  ^^5  -f- 
bx^'^cx-^d=iOy  en  divifant  par  le  coeffi- 

'  .  b  x"^ 

'cienc  a  du  premier  terme ,  l'on  aura  x^  -^ -^ 

—  =  o  ;  &  en  faifant  évanouir  les  frac- 


tions ,  en  fuppofant  x-=  —  ^  Ton  aura j''  -+-  by^ 

Or 

^acy'^a^d^=Oy  équation  dans  laquelle  le 
premier  terme ,  n'a  plus  de  coefficient.  Donc  pour 
délivrer  une  équation  d'un  coeflScient  qui  affede 
le  premier  terme ,  il  fuffit  de  fuppofer  l'inconnue 
égale  à  une  autre  inconnue  diviiée  par  ce  coeffi- 
cient. 

77.  Problème,  Changer  les  racines  pojitives  d*unc 
équation  en  négatives  &  réciproquement.  Pour  chan- 
ger les  racines  {X)fîtives  en  négatives  &  réciproque- 
ment 5  il  fuffit  de  changer  les  lignes  des  termes  où 
fe  trouvent  les  puifltances  impaires  de  x  :  en  effet  il 
eft  évident  que  l'on  changera  les  fîgnes  des  racines 
de  1  équation  ,  en  mettant  — x  au  lieu  de  -t-  :r  j 
or  ce  changement  ne  peut  affefter  que  les  termes 
dans  lefquels  x  a  un  exppfant  impair  ;  donc ,  &c. 

78.  Problème.  Changer  les  racines d^ une  équation- 
fans  les  connoître  j  /oit  en  les  augmentant  ou  en  les 
diminuant  d'une  quantité  donnée  j  foit  en  les  multi- 
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plianù  ou  en  les  divifant  par  un^  quantité  donnée  ^ 
foit  en  faifxint  quelles  /oient  à  ce  quelles  étoient 
dans  un  rapport  donné. 

Règle.  P.  Pour  augmenter  les  racines  d'une 
équation  d'une  quantité^  donnée,  on  fubftituera  à 
l'inconnue  une  autre  inconnue  moins  la  quantité 
donnée.  Par  exemple  j  pour  les  augmenter  de  la 
quantité  a  ,  on  mettra^  ■^—  ^  à  la  place  de  l'incon- 
nue ►v  ,  &  les  puiflànces  de  ^ —  ^  à  la  place  des 
mêmes  puiffancesde  x\  car  la  première  inconnue  x 
repréfente  les  racines  de  l'équation  propofée  ^  & 
la  féconde  inconnue  y  repréfente  celles  de  l'équa- 
tion transformée  :  or  cette  féconde  inconnue^  eft: 
égale  à  la  première  x  plus  la  quantité  a  ,  puifqu'on 
a  mis  y  — ^  a  pour  a;  ,  ce  qui  fuppbfe  yz=^-^ay 
donc  les  racines  de  la  transformée  font  celles  de 
la  propofée  ,  augmentées  de  la  quantité  a, 

11°.  Par  la  même  raifon  ,  s'il  ÊtHoir  diminuer 
les  racines  d'une  équation  d'une  quantité  donnée 
4  ,  on  n'auroitqu'à  fubftituer  à  fon  inconnue  x  une 
autre  inconnue  y  plus  la  quantité  donnée  a ,  parce 
que  j^  -h  a  niis  a  la  place  de  x  fuppofe  j'  =  :r  — a. 
:  111°.  Pour  multiplier  les  racines  d'une  équation 
par  une  quantité  a,  on  fubftituera  àfinconnueune 

^utre  inconnue  divifée  par  a  ,  comme  -^-y  pi^rexem-x 

y 
pie  y   parce  que  -^^  =  x, ,  donne  j  =.^  x^ 

IV°.   Pour  divifer  les  racines  d'une   équation 

Far  une  quantité  a ,   on  fubftituera  à  la  place  de 
inconnue  une  autre  inconnue  multipliée   par  a , 
par  exemple  y  ay  à  la  place  de  x  ,  parce  que  ay^ 

==r  a;  donne  j'  =s  — ,^ 
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V*'.  Pour  faire  que  les  racines  d  une  équation  foient 
à  ce  qu'elles  étoient  dans  un  rapport  donné  ,  par 
exemple^  dans  le  rapport  de  ^à  c: ,  on  fubftituera  à  la 
place  de  l'inconnue  une  autre  inconnue  multipliée 

par  ■—  :  ainlî  à  la  place  de  x  on  mettra  ~   ,  parce. 

que  la  proportion  b  *.  c  \\  y  \  x  donne  x  =  — ^. 

Remarques,  On  peut  dans  les  transfor- 
mations dont  on  vient  de  parler  ,  laifTer  la  même 
inconnue  ,  parce  qu'il  eft  indifférent  d'exprimer 
une  quantité  inconnue  par  une  lettre  ou  par  une 
autre  ,  &  on  ne  l'a  changée  dans  la  règle  que, 
pour  faire  mieux  comprendre  l'effet  de  la  tranf- 
formatïon  ;  il  faut  feulement  faire  fur  l'inconnue 
de  l'équation  ce  qu'on  feroit  relativement  à  une 
nouvelle  inconnue.  Par  exemple  ^  on  mettra  jc  -- 
^  à  la  place  de  Xy  lorfqu'on  voudra  augmenter  les 
racines  de  la  quantités,  on  y  mettra  x  H- û  , 
lorfqu'on  voudra  les  diminuer  de  la  quantité  a\ 
&c.  Cette  n>éthode  abrégera  même  différentes 
opérations ,  comme  celles  de  la  multiplication  & 
de  la  divifîon  des  racines  ,  lefquelles  fe  rédui- 
ront à  multiplier  ou  à  divifer  le  fécond  terme  de 
l'équation  propofée  par  la  quantité  donnée  ,  le 
troifieme  terme  par  le  quarré  de  cette  quantité  ,  le 
quatrième  terme  par  le  cube  de  la  même  quantité, 
&c.  Ce  qu'on  comprendra  mieux  par  un  exemple. 

Soit  l'équation  propofée  ^'  — p  x^  -^  qx  — 
r  =  o  ,  dont  on  veut  multiplier  les  racines  par 
a  \   \\  faudroit   en    changeant  l'inconnue  mettre 

a>  a- 


y                                     ...     y^          p y^ 
—  i  la  place  de  a;  ,  ce  qui  donneroit  — ^ 
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~ r  =  o  ;  &  comme  il  convient  d  oter  les 

a 

fractions  ,  &  fur  tout  celle  du  premier  terme ,  il 
faudroit  multiplier  tous  les  termes  de  la  transfor- 
mée par  ^5 ,  ce  qui  donneroit^  '  —  ^/ly*  -4-  ^*  qy 
—  a^  r  =  o  ;  ce  qu'on  auroit  trouvé  plus  fim- 

!>lement  en  laiflant  l'inconnue  x ,  &  multipliant 
e  fécond  terme  par  ^  ,  le  troifiéme  par  ^^  ,  &  le 
quatrième  terme  par  a^  ,  puifqu'on  auroit  x'  — 
a  px^  ^a^  q  X  —  a' r  =  o  ,  qui  eft  la  même  que 
la  précédente ,  fi  ce  n'eft  que  l'inconnue  eft  ici 
déngnée  par  la  lettre  x. 

De  même  fi  l'on  veut  divifer  les  racines  de  la 
même  équation  x^  —  p  x^  -^  q  S:  —  r  =  o 
par  a  ,  il  faudra  en  changeant  l'inconnue  mettre 
a  y  pour  :c  ,  ce  qui  donnera  a^  y"^  —  a^  p  y- 
-+'  a  q  y  —  r=o  j  mais  parce  qu'il  faut  déli- 
vrer le  premier  terme  d'un  coefficient  différent  de 
l'unité ,  il  faudra  encore  divifer  tous  les  termes 
de  la  transformée  par  a^  ,  ce  qui  donnera  y^  — 

— — h  -^  ' =  o  5    ce  qu'on  auroit  trouvé 

plus  Amplement  en  laiflant  la  même  inconnue  , 
&  divifant  le  fécond  terme  par  ^  ^  le  troifiéme 
partf*&  le  quatrième  para'  ,  puifqu'on  auroit 

eu  x^   -r-  ^^ \^A- -=50,    la  même 


a  a^  a' 


que  la  précédente. 

On  peut  auffi  démander  de  trouver  les  limites 
des  racines  d'une  équation ,  c'eft-à-dire ,  une  quan- 
tité plus  grande  qu'aucune  de  fes  racines  pofitives  , 
&  unç  autre  quantité  plus  petite  qu'aucune  de  fes 
racines  négatives. 

Pour  avoir  les  limites  d'une  équation ,  on  fera 
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l'inconnue  x^^^^-^- p y  cette  fuppofition fera  trou- 
ver deux  quantités ,  dont  l'une  fera  plus  grande 
qu'aucune  de  fes  racines  réelles ,  &  l'autre  plus 
petite.  Pour  le  faire  voir  ,  foit  l'équation  x^  - — 
x2.  —  jy  ^  -I-  105  =  o.  En  faifant  x  =1^  -4-^ 
l'on  aura 


x^  = —  ^*         —  ^  P  ^  — P^ 
57a:=  —5  7^  —57? 

105=  -h  105 


? 

>=o(A)- 

Or  il  eft  vifible  que  toutes  les  racines  de  la  tranf- 
formée  A  feront  négatives  &  que  tous  fes  termes 
auront  le  figne  -+-,  en  faifant  ^=10}  mais ,  parce 
que  Ji;  ==  ;f  -+-/? ,  on  a  :v  —  i  o  :=  {  quantité  néga- 
tive ;  donc  a:  <[  10;  c'eft-â-dire ,  que  la  plus  grande 
racine  pofitive  eft  au-deflTous  de  10.  Mais  on  peut 
referrer  davantage  cette  limite  :  car  en  faifant  p  = 
8  on  trouve  encore  que  tous  les  termes  reftent 
pofitifs.  Si  nous  voulons  referrer  encore  cette  li- 
mite; en  faifant^  =  7,  nous  aurons  i^  H-  loj *  -+- 
7(^;j^=r:  o  (  car  alors  le  dernier  membre  devient 
54J —  49  —  i99  -^r  105  =  o  ) ,  équation  qui 
étant  divifiblè  par  ;f  =  o ,  ou  par  ^  —  0  =  0,  raie 
voir  qu'urre  de  ces  racines  eft  =  o.  C'eft  pourquoi 
dans  la  propolée  la  plus  grande  racine  pontive  fera 
z=:^-{- p  t:—  ô  -+-  7  =  7.  Les  deux  autres  racines 
font  contenues  dans  l'équation  du   fécond  degré 
l"  -^  io;[-+-7^  =  o^  qui  eft  facile  à  réfoudre. 

Si  Ton  demandoit  la  limite  des  racines  négati- 
ves de  la  même  équation ,  on  là  trouveroit  tacite- 
ment,  en  fiîpppfant  /?  =  —  xodans  la  transfor- 
mée A ,  parce  que  dans  ce  cas  fes  termes  auroient 


114  Cours  de  Mathématiques. 

alternativement  les  fignes  -+-  &  -^ ,  &  par  confé- 
quent  toutes  fes  racines  feroient  pofitives.  Mais  on 
peut  encore  referrer  davantage  cette  limite  ;  car  en. 
luppofant  p  :=  —  8  ,  les  mêmes  fignes  auroienr 
lieu.  Donc  :i^=^  x — p==:  x  -{^  S  { dans  la  fuppo- 
fition  que  nous  venons  de  faire  )  eft  une  quantité 
pofitive,  &  X  =  1  -+-/',  eft  ]>  H-  8, ,  puifque  pour 
avoir  x  il  faudroit  ajouter  une  quantité  pofitive  à 
-    8  ;  donc  x  ne  peut  pas  être  au-deflbus  de  —  8 
qui  eft  par  conféquent  la  limite  des  racines  né- 
gatives ;  de  forte  que  —  8  eft  une  quantité  plus 
petite  qu  aucune  des  racines  réelles  de  réquarion.  Il 
eft  vifible  que  nous  regardons  ici  la  quantité  né- 
gative — *  8  ,  non  feulement  comme  plus  petite 
que  o  ,  mais  encore  comme  plus  petite  que  —  3  , 
— -   5  &c.  &  en  général  comme  plus  grande  que 
toutes  les  autres  quantités  qui  prifes  pofitivement 
feroient  plus  grandes  que  8. 

Soit  1  équation  -  x^  —  ^  x  -1-4  =  0,  qui  par 

i   -h  ipi-^p''=^o  {A) 

H-4 
la  fuppofition  de  A;=:|^-}-;?,devient  la  transformée  A. 
Si  dans  cette  dernière  équation  nous  faifons  ^  =.j  , 
il  eft  vifible  que  rpus  ks  termes  feront  pofitifs  : 
ainfi  3  eft  la  limite  des  racines  pofitives.  Si  je  fais 
/?  =  1 ,  la  transformée  A  devient  i  "izo  •  j  ±  o 
=  0.  Car  o  peut  toujours  être  fuppofé  avoir  le 
double  figne  HH  5  donc  ;j^  =  o,  ,  ce  qui  me  fait 
connoître  que  les  deux  racines  de  la  propofée  font 
chacune  =3  2.  Car  de  {*  i  o  •  ç  =  o  ,  on  tire  (eu 
divifant  par  7=0)  7Ifc:o  =  o,'&^  =  o. 

Si 


/ 
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Si  en  re0errant  ainfi  les  liniiceâ  5  une  mêtpe  va^ 
leur  de  p  indiquoic  en  n(ième  tem^  une  limite  poli-* 
tive  &  une  limite  négative  ^  ce  feroic  une  marque 
que  la  prôpofée  a  toutes  tes  racines  imaginaires^ 
car  entre  la  limite  ^  &  la  limite  b  il  ne  peut  y  avoir 
aucuue  racine  réelle  excepté  o.  Mais  dans  ce  cas  la 
prôpofée  feroit  divifîble  par  ac  =  o  5  &  contieri- 
droit  ^  dans  fon  dernier  terme ,  ce  que  nous  ne  fup^ 
pofon^  pâ§.  Sôitl équation  x*"' — 4  a; +10  =  0, 
£  oh  fait  Jkr  ïî=  ^  -+-/7  &  ^*  +  i^^-f-jp*==o  (A) 
^  =s  1 ,  la  transformée  A  — ■  4:^  — 4/j 
devient  {*  +  o  •  ;f  -+-  i  ^  H--  lô 

£=0  ,  &  l'on  obtient  un  ordije  de  fîgnes  qui  indi- 
que la  limite  de$  racines  Jiégatives,^  en  même  cems 
celle  des  pbfitives.  Il  n'y  a  donc  aucune  racine 
réelle  entre  les  limites  -+- 1  &  -+-  i*  Èri  effet  la 
prôpofée  contient  deu)c  racines  imaginaires  ^  défi* 
gnée^  par  l'équation  jc  =t=  r  :±:  \/ -—  i(J. 

Si  l 'on  propofoit  de  rendre  toj^tes  les  racines  d.'une 
équation  pofitives  j  voici  une  règle  qu'on  pourroit 
fmvrt*    - 

R^GLB  P;  Si  toutes  les  racines  étoient  négati- 
ves,  ce.qu  on  connoitroit  a  ce  que  tous  les  termes  le^^ 
roiei*'  pofîtifs  ,  on  cliàngeroit  les  (îgnes  des  termes 
pairs  5  lulvant  ce  qu'on  a  dit  ci-de(Ius. 

IF.  S'il  y  a  quelque  racine  pofitive,  ce  qu'on 
connoîtra  à  ce  qu'il  y  aura  quelque  terme  négatif, 
on  prendra  le  plus  gra^d  des  coemciens  négatifs  ,  y 
coiiiprénant  le  dernier  terme ,  &  ayant  rendu  ce 
coemcieiit  pofîtif ,  &  l'ayant  augmenté  de  l'unité, 
^n  mettra  à,  la  place  de  Tinconnue  ce  coeifîcient 
amiî  changé  qioins  Une  inconnue. 

£  X  £  !M  9  L  s.  Soit  l'équation  prôpofée  ir'  -+- 
3  **  — .242=30^  dont  les  racines  font  r—  z  ,  -+-3^ 

Tome  /.  ^  P 
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*—  4.  On  prendra  fbn  plus  grand  coefficient  néga- 
tif—  14 ,  &  le  rendant  poncif  &  lui  ajoutant  l'u- 
nité y  on  aura  2  5  ,  dont  on  ôtera  une  inconnue  ,  & 

*&  on  mettra  15  —  y  à  la  place  de  la  première  in- 
connue ,  ce  qui  donnera  après  les  opérations  ordi- 
naires j^^.j—  jSy^  ^ioi5  j^— •  1712(^=0, donc 

-les  racines  font  27,  22  ,  29, 

Démonstration., Soit  réquation  propofce  x^ 
r^P^^  —  Ç  ^  —  r  =  G  ,  dans  laquelle  : — p  foit 
le  plus  grand  coefficient  négatif,  fi  on  y  met/  -4- 
I  — y  à  la  place  de  :ir ,  on  aura 

—  qîp+t)  +qy 

*—  r 

-  '  '  '        * 

Et  en  changeant  tod^tes  fîgnes  pour  avoir  le  pre- 
mier terme  pofîtif, 

+  ?/  —  »/>  {p  +  »  )y+  P  (/»•+•  »  )* 

*..-+'■. 

Or  fi.  on  confiderc  chaque  terme  de  cette  tranf- 
formée ,  çn  verra  qu'en  conféquence  de  ce  que  p 
ei^  le  plus  grand  coeficient ,  fa  première  partie  eft 
plus  grande  que  toutes  les  autres  parties  enfemble  ; 
ainfi  dans  le  dernier  terme^  qui  eft  le  feul  pour  le- 
quel on  pourroit  craindre  le  contraire ,  on  verra 
que  (/-f- 1  )^  ==(jp-t-  I  )  X  (/^H-  i)*  contient 
(/>-+•!  )*  une  fois  de  plus  que/'  X  (/^  -4-  «)*>& 
que  l'excès  {p  +  i)  X  (/•+•!)  furpaHè  la  par- 


i 


>^ 


'■  «•  ffci 


•  •  I 

tie  foivâme  ^  X  (^H-'î  )>  au  moins 'de  t excès 
/;  -4-  I  j  lequel  eft  plus  grand  que  r  pàf  fa  'firppofî- 
tioH  ;  donc  la  piremièré'partîe  de  ce  dèrhfêt^rerme 
lurpaffe  tout  le  refte  .&  donne  fon  fi^ne  à  la  fom- 
me  de  toutes  fes  patries  j  &  comme  il'eh  eft  de 
même  des  autres  termes  ,  tous  les  termes  de  la 
transformée  auront  les  mêmes  (îgnes  que^  les  ter- 
mes de  la  première  ligne,  lefquels  font  alternati- 
vement pofitifs  &  négatifs  ,  &  pat  cpnféquént  fes 
racines  leront  toute*  pofîtives.    '^  '  .  i  "^ 

Il  eft  facile  dé  voirqu'il  en  feroit  de  même  fi  — • 
q  ovL-^r-  étoit  le  plus  grand  coefficient  hégatif ,  ou 
encore  s'il' y  ayoit  quelque  coefficieiit'^fitifplu^ 
grand  queles*àutres  ;  car  fuppofànt  que  1  équation 
eft  jc^— /?y*  -t-^  Ar-+-r  ::î==oid'âbord"-4^  r  né  pour- 
ra déranger  la  fucceffion  alternative  dists  fîgnes  de 
(  ^  -+•  v^-^y)  5 ,  parce  que  r  aura  le  même  ligne  que 
(^  -4-  r  p ,  &  H-  ^  rie  pourra  pas  non  plus  la  dcran- 
gjer  5ri>&rGe*qxie  multipliant  jp  -f- 1  r^y ,  ou  fa  puif- 
fence  quelconque  3  il  n*en  changera/pas  "  les  fignes. 

Gette  opérationaugmente  toutes  les  racine^  néga- 
tives de  la  quantité/?  -H- 1 ,  mais  en  même  tems  elle 
change  les  pofitives  en  négatives,  &  les,négativesen 
pofitivesj-car  /?-+-!  — —  ;yt=x  donne  y  a=i/7  -4^  i — 
pf  -y  qui  revient  à  /?  -f-  i  -h  *" ,  lorfquè  i  eft  néga- 
tif j  ainfi  Ton  voit  dans  Texernple  qu'on  a  pris  que 
la  racine ^^—1  devient  272=^25  -+-2/,  que  kr^- 
ciôe  -h  5  devient  12  i=£=i5  '—  3 ,  &  que  la  racine 
—  4  devient  2  9  =  2  5 -f- 4. 

D'OU  fuit  que  le  ^lus  grand  coefficient  ^négatif 
rendu  pofitif  &:  augmenté  de  1  unité  fùrpaffe  cha- 
cune des  racines  pofîtives  ,  puifque  diminué  de 
rhacun'e  de  ces  racines  y  il  a  encore  une  valeur 
pofitive.  '  • 


■4P< 
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79*  Parlons  maintenant  à  la  recherche  des  ra- 
cines réelles  Se  commenfutables  des  équations. 
Selon  ce  que  nous  avons  •dit  ci-dêflus  (  71  ) ,  on 
trouve  les  racines  d'une  équation  en  fubfti tuant 
fucceflîyeîpent  avec  le  fignp,  -H  &  —  chacun  des 
divifeurs  du  dernier  terme  i  la  place  de  l'inconnue  : 
ceux  de  ces  divifeurs  qui  rendent  toute  l'équation 
s=:  o  font  racines  de  l'équation.  Il  n'eft  pas  moins 
évident  qu'on  trouvera  ces  mêmes  racines  en  divi- 
fant  l'équation  par  l'inconnue  dh  un  des  divifeurs 

.  du  dernier  terme ,  &  le  divifeur  qui ,  joint  à  l'in- 
connue, divife  exaébement  l'équation ,  efl:  une  des 

•racines  de  l'équation  ,  pourvu  qu'on  prenne  ce 
divifeur  avec  un  figne  contraire.  Soit  l'équation 
x^  —  5  x-^7x  —  3  =  0,  les  divifeurs  du  der- 
nier terme  3  ,  qu'on  trouvera  par  la  méthode  ci- 
deflîis  {19)^  font  ï  &  3  qu'il  faut  joindre  a  x 
avec  le  figne  -+•  &  -—  :  ainfi  Ton  peut  tenter  la 
divifîon  par  les  quatre  faâ:eurs  X'+'  i  y  x  -4-  3  , 
X  —  I ,  .jt  —  3 .  Les  deux  premiers  faûeùrs  ne 
peuvent  divifer  exaélement  l'équation }.  mais  la 

. divifîon  réuffit  par  le  faveur  x  —  i=io,&le 
quotient  x^  —  ^x-^-  }  ^=0  eft  encore  divifible 

5ar  X — r  ,  le  dernier  quotient  donnant  x — 3=0  j 
onc  les  racines  de  réquadoii.font  x  £=  i  yXs=si^ 

On  pourroit  faire  une  obje&ion  contre  la  mé-* 
thode  précédente  ,  qu'il  ej(t.bon  de  réfoudre  :  fi 
les  racines  d'une  équation  étoient  fraébionnaires , 
comme  le  dernier  terme  peut  avoir  un  nombre 
infini  de  divifeurs  fraâionnaires ,  comment  pour- 
roit-on  s'y  prendre  pour  trouver  ceux  qui  doivent 
réuiCr  ?  Il  efl:  aifé  de  voir  qu'une  équation  telle 
que  AT^wt-^  *•"•"'  -^ix"^^^» .  --f-css  o  ,  dont 
le  premier  terme  efl:  fans  coefficient,  &  dont  aucua 
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des  autres  termes  n*eft  fraftionnaire ,  ne  fauroit 
avoir  aucune  racine  fradîionnaire.  En  effet,  fup- 

pQfon&x=5=  —  i  fradkion  irrédudiblex  c*eft-à-dire, 

telle  que  d  Se  p  n  ayent  aucun  divifeur  commun. 
Subftituant  cette  valeur  de  'x-  dans  Téquarion  ci- 

deflus  5  on  aura F- a -r^i — rT"***'-l-c 

=0.  En  multipliant  toute  Téquation  par/^'»""  & 

tranfpofant  ^  on  aura  —  == — {ad^'^^-^bpd^'^^ 

-4^&e-  •  «^ .+  c/?"*"  '  ),  nombre  entiercomme  il eft 

évident  :  donc  —  iîeroit  un  nombre  entier  ;  donc 

d^  feroit  exaftement  divifible  par  p  ^  niais  dicp 
n'ayant  aucun  divifeur  commun ,  fonupt^oiiers 
entr  jeux.  Donc  en  élevant  d  à  une  puiflance  quel- 
conque,  ce  nombre  fera  compofe  d'un  nombre 
premier  avec  p^^  pris  un  nombre  de  fois  défigné 
par  un  nombre  premier  encore  avec  p;  donc  d^ 

fera  premier  par  rapport  à  p  ;  donc  — :  ne  peut 

être  un  nombre  ehtierj  donc ,  &c.  Soit  rf  =  3  ,^  =3 

^,m=ij,  on  aura—  =  {  &  —  =  —•  Or  il  eft 

vifiWe  que  17  n'eft  pas  exaétement  divifible  par  2*.  ^ 
80.  La  méthode  précédente  a  cet  inconvénient, 
que  iorfque  le  dernier  terme  a  beaucoup  de  divi- 
ieurs,la  multiplicité  des  calculs  qu'il  ^udr-oit  faire 
pour  trouver  ceux  qui  doivent  réuffir  ^  pourroit 
décourager  le  plus  laborieux  Analyfte.  Il  eft  donc 

^  Cefl  aufE  uae  conféqueace  de  oe  qù&  nous  avons  dit  ci* 
4cilui('  38). 

Pi 
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à-  propos  de  chercher  quelque  méthode  propre  à 
diminuer  le  travail  du  Calculateur.  On  a  remarqué 
qu'en  faifajiit  dans  une  équation  dont  l'inconnue 
eft  X  Se  x'-^àwi  divifeùi^ ,  qu'en  faifant,  dis-je , 
X  égal  à  un  nombre  donné  ,  i  i ,  par-^x^mple ,  la 
quantité  dans  laquelle  Téquation  fe  change  par' 
cette  fuppofition  de  x=  i  ,  eft  divifîble  par  ce 
nombre -^^jc'eft- à-dire,  ici  par  i  -t-<2.  En  effet, 
foit  l'équation  x^  —  x  --r  6  ^=^6  ^  dont  un  des 
divifeui;s  eft  a:  -rh  i«  Si  Ton  fait  a:  =  5  ,  la  quan- 
tité 15  -^5  —  6^  =  14  ,  dans  laquelle  fe  change 
cette  équation  par  la  fuppolîtion  de  v=2=s  5 ,  eft 
divifible  par  5  -f*  1  =  7,  De  cette  obfervation  il 
fitit  qu'en  fuppofant  ;c  =  o  ,  le  dernier  terme  de 
l'équation  fera  divifible  par  a.  Si  l'on  fait  fucceflîve- 
"ment  a:=i  ,2,5,  &c.  — - 1  ^  --*•  1,  — *  j  ,  &c.  Le 
nombre  dans  lequel  fe  changera  l'équation  dans  cqs 
différenjtes  fdppofitions  ,  fera  divihblepàr  i  +^, 
1-4-  tz ,  3  -h  à  ,  &c.  —  î  -T^ra  ,  —  z  -H  ^  >  — *  J 
H-'  a  y  Sec.  Mais  les  nombres  3  -4-  ^,  ^  -h  ^>  iH-^, 
tz,  —  I  •+•  tz ,  — i-i^  a  y  —  3  -h  ^  font  en  pro- 
greffiôn  arithmétique  ,  &  celui  qui  réfulte  de  la 
fuppofition  de  ^  ==  I  furpafle  d'une  unité  celui 
qui  vient  de  la  fuppofition  de  a:  =0,  tandis  que 
celui-ci  lurpaffe  d'une  unité  celui  que  donne  la 
fuppofition  de  ,r== —  i.  Donc  on  peut  rejet- 
ter  les  divifeurs  qui  n  ont  pas  cette  condition ,  ce 
qui  épargne  beaucoup  de  tentatives  inutiles. 
♦  E^nMVLB. Soit  l'équation  x* — ix"^ -^  15:^-+-  6=0. 

A   .   •    B    ^  C  .  D  •      £ 

A?  5=  2  •  zo  •  I,  a,  5,  4,  10,  10  <  5  •  — I 
a:==i<  8*  i^X)4,g  '4^  — '^ 
^  3SS  o   %    6  i  ^      I  5  2-,  3  j  (f-      *    3    •     -—5 

r'i^         1.1.4)8,16-1  ^ 
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Ayant  écrit  dans  la  colonne  A  les  valeurs,  que  |e 
veux  donner  i  x  y  j  écris  dans  la  colonne  fi  les 
nombres  dans  lefquels  fe*\:haqge  lucceffivement 
l'équation  par  ^^es  fuppofitions  correfpondantes 
de  JT  (  ici  on  néglige  les  lignes  de  ces  nombres  ^  )  ; 
J'écris  auflî  en  Clés  divileurs  de  la  colomne  B. 
Parmi  les  divifeurs  de  6  qui  vient  par  la  fuppofi^ 
tion  de  :c=q,  je  cherche  s'il  y  en  a  quelqu'un  qui 
Toit  furpafTé  de  l'unité  par  ceux  qui  viennent  de  la 
fuppofirion  de  jf=!  i ,  &  qui  furpaflè  en  même 
tems  de  l'unité  quelqu'un  de  ceux  que  donne  la 
fuppofirion  de^  =  —  i  •  En  prenant  ces  divifeurs 
foit  en  -+-  foit  en  — ,  je  trouve  que  •+• }  &  —  3. 
ont  cette  condition  ;  car  on  trouve  4  dans  les  divi- 
leurs de  8  ,  &  2  parmi  les  divifeurs  de  1 6.  De- 
même  en  prenant  ces  divifeurs  avec  le  fîgne  — ,. 
je  trouve  — -  1  dans  les  divifeurs  de  8  ,  &  —  4 
parmi c^ux de  i(>  ;  donc -+-  j  & -r—  j  ont  les  condi- 
tions requifes*  Si  vous  voulez  vous  aflurer  fi  l'un 
des  deux  Joe  doit  pas  être  rejette ,  il  n'y  a  qu'à 
remarquer  qu'en  fuppqfant  x  =  i  ,  il  faut  trouver, 
parmi  les  divifeurs  de  20  que  donne  cette  fuppo- 
lîtion ,  le  nombre  5  ,  qui  furpaflè  de  i  le  nombre  4 
que  donne  la  fuppofirion  de  ;(;  =  i  ,  &  le  nombre 
~-  I  qui  furpaflè  auflî  de  i  le  divifeur  —  %  venu 
de  la  même  luppofition  de  a*  =  i .  Or  i  &  5  font 
des  divifeurs  de  10  >  donc  jufqu'ici  on  n'a  pas  de 
raifon  de  rejetter  -H  3  ni  —  3  ;  de  forte  que  nous 
avons  les  progreflions  arithmétiques  D  &  E  » 
dont  les  termes  correfpondans  i  jc  =  o  font 
des  divifeurs  à  eflayer.  Mais  en  fuppofant  x  3= 
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divifera — j<f,  demême  — 4  divifeia+a </&  '^ad*     ,  . 
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<--  1 ,  il  faudra  trouver  parmi  les  divîfeurs  de 
\6  que  donne  cette  fuppo(îtion  ,    à   l'égard  de 
^-  3  ,  le  divifeur  \  plus  petit  d'une  unité  que  i , 
provenant  de  la  fuppofition  de  a:  =<t  *^  i  -,  &  — r-  j 
pour  le  fécond  divifeur  —  j  ;  mais  5  n'eft  pas  un 
divifeur  de  itf  ;  donc  —  5  dpit  être  rejette.  On 
ne  peut  donc  tenter  la  divition  que  par  le  faâreur 
A?  +  ^  >  elle  réuflît  &  donne  pour  quotient  jï?*  — • 
5  *-h  2  ==  O  j   donc  Ar-4-}  a=so,  ou«r= — ^jj 
donc  —  3  eft  une  des  racines  de  l'équation.  Si  l'on 
trou  voit  un  trop  grand  nombre  de  divifeurs ,  l'on 
pourroit  elfayer  de  le  ditnînuer  par  des  nouvelles 
fîippofitions  dey=3=3,x=4,  a:  =—-3,  x' — ^4, 
&c.  fur  quoi  Ton  peut  remarquer  que  cette  mé- 
thode fait  véritablement  connoître  les  divifeurs 
qui  peuvent  réuffir ,  mais  qu'il  ne  s'enfuit  pas  que 
les  divifeurs  que  la  méthode  fait  trouver  doivent 
réuflîf ,  parce  qu'il  peut  fe  faire  qtie  l'équation  n'ait 
que  des  racines  imaginaires ,  ou  incommenfurables. 
Soit  maintenant  l'équation  jc4  -^  2  x?  -—  i  j  •  jt?* 
r—  i4^--Hi4  =  o,  on  trouvera  par  la  méthode 
précédente   que  les  divifeurs  de  cette   équation 
font  X  — -  I  ,  X  ^ — s  5  jX-Hi,  ^-h4  J   ainfi  les 
quatre  racines  de  l'équation  font  ;t:  =  i  ,  a:  =  3  , 
jt  =  — r:  1 ,  jip=:— 4.  Toutes  les  fois  que  l'équation 
fe  réduit  à  o  par  la  fuppofition  d'une  valeur  de  x^ 
comme  cela  arrive  ici  par  la  fuppofition  de  x  =»  i , 
de  xi=^^  ,  de  jç  =  —  1  ,  de  :»?  =  -r-  4 ,  on  eft 
sûr  que  ces  valeurs  de  x  font  des  racines  de  l'équa- 
tion (  71)  ;  on  peut  donc  fubftitner  fucceflSvement 
à  la  place  de  x  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
pris  en  •+.&  en  — ,  ceux  de  ces  divifeurs  qui 
rendront  t'équatio^i  =s  q-,  feront  dès  racix^es  de 
|'équano|]|.        '  " 
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P&OBLEME.  Le  nombre  de  louis  cTor  de  Tiiius  furpajfe  de 
1 8  U  nombre  des  louis  d^or  d  Alexandre  y  mais  en  multipliant  la 
fomme  de  ces  nombres  par  la  différence  de  leurs  cubes  ^  le  produit 
efi  Z7S  184  *  oh  demande  le  nombre  des  louis  de  Titius  &  d  A^ 
Uxandxe,  Soit  x  le  nombre  àes  louis  d'Alexandre ,  celui  de 
Ticius  fera  x  --f-  i8.  La  <^érence  des  cubes  de  ces  -nombres 
cft  54xx-f-^72^-f-585i=54(xa?-+-i8A;+io8).  Si  Tonmulti- 
plîe  cette  quantité  par  la  fomme  i;c-f-i8  =  i  (*-f-p),le 
produit  108 .(  j:3  -[-.  27  *  *  -f-  270  x  +  ^71  )  doit  être  =3 
275184.  Donc,  en  diviiant  par  108  ,  on  aura  x^  -f-  27 xx 

-(-  2.70  Jf  +572  ==  1548  ,    ou  JC3   -f-   17  JÇ  Af  +  270A:  — 

1576  =  o.  Les  divifeurs  de  157^  font  i ,  2  >  4,  8  ,  &c.  Si 

on  eiiàye  le  divifeur  x  —  4,  on  trouvera  pour  quotient  x  x  -f* 

31  x-f-3P4c:»o,  dont  les  racines  (ont  imaginaires  j  aini! 

Alexandre  avoit  4  louis ,  &  Titius  ii. 

Problème*  Quelques  Négocians  établijfent  un  fonds ,  pour 

lequel  chacun  fournit  dix  fois  autant  de  louis  dtor  qu'ils  font 

d^AjJoç^ésy  ils  gagnent  fur  chaque  centaine  de  louis  d* or  autant 

de  louis  if  6  de  plus  qu  ils  font  iAffociés  ,  le  profit  total  efi  dé 

^pi  louis  y  on  demande  U  nombre  des  Ajfociés*  Soit  x  le  nom-, 

bre  cherché^  cbaijue  Ailbcié  aura  donc  fourni  10  x  louis  &  tous 

enfemble  iqxat  louis.  Par  1^  nature  du  probléme,iIs  gagnentx-f-^ 

Ipuis  fur  chaque  centaine  delouis)  ainii  en  faifknt  100  :  x-^-é  :  : 

I0XÎ  +  60XX     .   *5  +  6 XX  , 

10  XX  \ ■ !—  =«te  1 3,  on  aura  le  gaia  to-» 

lOQ  10  ^ 

^^    I   t X X 

tal.  >Mais  ce  gain  eft  =  ^9\  louis;  donc — ^ >  =  3^2 , 

x'i'{'6xx^=l9zo.  En  feifânt  «  =  s:^,  divîfant  par  8  & 
trauipofànt ,  il  vient  if'  +  3  ^^  —  4Po  =  o,.  Les  divifèurs  de 
4^0  font  I ,  » ,  f ,  7  î  10 ,  &c.  Si  Toa  divife  la  dernière  équa- 
tion par  ç  —  7  ,  la  dlvi/ion  réuilît  &  donne  ç  :f  +  10  :f  -f* 
70  =3  o  ,  équation  dont  les  racines  font  imaginaires.  Donc  ç 
e=i7  ,  ^x  =  x;j^=:  14,  Ainfi  il  y  a,voit  quatorze  Aflbciés. 

Si  lé  premier  terme  de  Téqua^on  a  ua  coefficient ,  &*  qu\)n 
ne  veuille  pas  l'en  délivrer  ,  on  prendra  Içs  divifeurs  du  der- 
nier ternie",  &  encore  tous  ceux  du  premier  coefficient ,  &  on 
formera  des  f^aftions  de' chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme, 
divifé  par  chacun  des  divifeurs  dci  premier  coeifiçiem ,  aux- 

Quelles  on  donnera  fucceflîvement  les  fignes  -f-  &  — ,  &  celles 
e  ces  £raâions ,  ^ui  >  fabftituéçs  il  l'inconnue,  donneçoj^t  w 
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réfultat  égal  â  zéro ,  feront  autant  de  racines  de  Téquation, 

Exemple.  Soit  l'équation  zj^x^  —  4^x*  +  19  x  —  6 
tsK  o.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  (ont  i ,  &  >  3  >  ^  3  ceux 
du  ppemier  coefficient  font  1,1,3,  4i  ^9^>  12,  14.  di-^ 
vifant  chacun  des  divifeurs  de  6  par  ceux  de  2,4 ,  oti  a  les 
fractions  {iiivantes. 

I      2d      l'IJLJL  *'±iL      '      11      £• 

&  les  fubûituant  fuccedîvement  a  l'inconnue  avec  le  figne  ~f* 
&  — ,  on  trouvera  que  r,  t,  ^  rcduifent  tout  à  zéro;  ainil ces 
fractions  feront  les  trois  racines  de  Téquation  propofée. 

Il  eil  clair  que  le  premier  terme  aune  équation  ne  peut 
avoir  de  coefficient  dilférent  de  Tunité ,  fi  aucune  des  valeurs 
de  rinconnue  n'efl  une  fraâion,  patce  que  cette  inconnue  ii*au- 
roitque  lunîtépour  coefficient  dans  les  équations  compofantes;; 
mais  il  quelqu'une  de  ces  valeurs  eft  une  fra£Hon ,  l'équatioa 
compofante  qui  contient  cette  valeur»  étant  délivrée  de  Ion  dé- 
nominateur,rinconnue  de  cette  équation  fera  multipliée  par  un 
coefficient  différent  de  Tunité  ,  &ce  coefiicient  en  donnera  un 
au  premier  terme  de  1  équation  compofée^  ainfi  les  équations 

compo(antes  étant  A — tf==o,jc- a=  o  ,  cette  dernière 

étant  délivrée  de  fon  dénominateur ,  devient  nx  —  w  =  o  ; 
&  le  produit  des  deux  équations  eft  nxx  —  anx  —  mx-^-am 
===  o.  On  efl  donc  affuré  cjae  lorfque  le  premier  terme  d'une 
équation  a  un  coefficient  autre  que  l'unité  quelqu'une  des  va- 
leurs de  l'inconnue  efl  une  fraftion  dont  le  numérateur  efl  un 
divifeurdu  dernier  terme,  &  le  dénominateur  efl  un  divifeur 
du  premier  coefficient  y  ainfi  ayant  formé  toutes  les  fra£lion$ 
qu  on  peut  faire  dé  cette  manière  avec  les  divifems  du  dernier 
terme  &  du  premier  coefficient,  on  n'a  plus  qu'à  chercher  celles 
qui ,  mifes  à  la  place  de  l'inconnue ,  réduifent  tout  à  zéro. 

Autre  Mai^iere.  On  fuppofera  l'inconnue  fucceifivement 
égale  à  I  ,  o ,  —  i ,  oufî  l'on  veut,  àz,i,o,  —  i,  —  ij 
&  l'oiii  prendra  les  i;éfultats  &. leurs  divifeurs,  qu'on  écrira 
comme  on  a  dit  ci-delTus.  Enfuite  prenant  un  terme  dans 
chaque  fuite  ,  &  leur  donnant  l'un  ou  l'autre  figne  ,  on  y 
cherchera  des  progreffions  arithmétiques  dont  la  différence 
foit  un  divifeur  du  premier  coefficient ,  &  on  eflâyera  fi ,  en 
multipliant  l'inconnue  par.  cette  différence  ,  &  ajoutant  ai} 
produit  le  terme  de  la  progrefCon  qui  vient  de  la  fuppofîtiot^ 
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de  jif  <=  o ,  avec  l'un  ou  l'aptre  figne ,  la  foimne  éhfïCt  exaé^e- 
ment  l'équation  propofée  ;  parce  qu'alors  le  dernier  terme  de 
cette  fomme  pris  avec  un  ligne  contraire  ,  &  divifé  par  le. 
coefficient  de  l'inconnue  ,  fera  une  racine  commenfiirable  de 
réquation  propofée. 

Par  exemple.  L'équation  étant  la  même  que  deflus ,  fi  on  fait 
iùcceflivement  l'inconnue  égaleà  i ,  o, — i,  lesréddtats  feront 
— I, — 6, — 10^5  dont  les^divifeurs  font  ceux  qu'on  voit  dans 
la  table  ci'deflbus.  Et  fî  on  prend  un  de  ces  diviièurs  dans  cha->' 
que  fuite  .  leur  donnant  fuccefllvement  i'un&  l'autre  fîgne  ,  on 
trouvera  bien-tôt  les  progref&ons  — i,+î>+3> — ij+^j-f-^  ; 
— ï^+^j-f*?,  dbntles  différences  font  1,3  ^4  ,  divifeurs  du 
premier  coefËcient.  On  multipliera  donc  l'inconnue  par  chacu- 
ne de  ces  différences,  on  ajoutera  au  produit  le  terme  de  la  même 
progreffîon,  qui  répond  à  la  fuppofition  de  ji:  =^  o,  mais  avec 
un  ugne  contraire ,  ce  qui  donnera  les  trois  binômes  ixr —  i  , 
2x —  2  ,  4  x-*—  3  ,  &  on  eflâyera  fi  ces  quantités  divifènt 
également  l'équation  propofée  3  &  comme  on  trouvera  qu'elles 
la  divifent ,  on  conclura  que  7,  7,  |  font  les  racines  de  cetto 
équation. 

E   X  £   M   P   Z   £. 

Equation  propofée  ^^x^  •«—  4^  Jf *  -f-  2^  jf —  ^  =«  o, 
Suppsjiiionsm  Réfultats*  Divifeurs  des  Réfukats. 

Jfc=a  I      .  ^       l     ,  Hhl       . 

jc=     o  •       _    ^  .  Hti   •:±:2   •  ±9  •  ittf. 

±:  15  •  dz2i«di3^-  dzioj- 

Divifeurs  du  premier  Coefficient. 
|'2'3»4«^«8*i2«    24. 

Ca  raifbn  de  cette  opération  eft  facile  à  concevoir.  Soit 
—  une  racine  commenfurable  d'une  équation  dont  n  divife  le 

premier  coefficient ,  bn  aura  x  ==  -*—  ,  ^tlx  —  a^=  o  fera 

une  équation  çompofànte  de  la  propofée.  Si  donc  on  fait  x  == 
I ,  tant  dans  la  propofée  que  dans  n  x  —  <z ,  le  réfiiltat  fera  di- 
vifîbie  par  n  —  a  y  ou  par  a  —  n  ;  fi  on  fidt  a:  =  o,  le  réfultat 
qui  efl  le  dernier  terme  de  là  pf  opôfée  ,  fera  divifibîe  par  a  , 
fuîvant  ce  qu'on  a  dit  plus  haut  ^  3c  fi  où  £ait  *  =-=-  "i ,  le  ré- 
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fultat  fera  diviéble  par  —  n  —  a^ovt  par  ^  -f^  /z  :  or  les  trois  di- 
vifeors  a  —  n^aya^^n  font  une  progreâîon  arithmétique  donc 
la  différence  eà  a  divifeur  du  premier  coefficient.  Donc  fi  Té- 
quation  propoféé  a  unexacine  commenfurable ,  on  eil  aflu* 
*  ré  que  cette  racine  a  pour  numérateur  un  divifeur  du  réfdtat 
qui  vient  de  la  {Itppôfition  de  x  s»  o  ,  Sc  qui  fait  avec  un  divi- 
feur de  chacun  des  autres  réfultatsuneprogreffion  arithmétique, 
dont  la  différence  eft  un  divifeur  du  premier  coefficient  y  &  que 
cette  différence  en  efl  le  dénominateur  ;  ainfi  on  ne  doit  eflàyer 
quejes  divifèurs  du  dernier  terme  qui  ont  ces  conditions.  Il  en 
feroitde  même  fi  on  avoit  encore  fait  x  =  2,;i:  =  —  i,  parce 
que  réquation  coii()po(ante  fe  réduiroit  par  ces  fuppofitions  à  tn. 

—  a  y  —  zn  —  tf  qui  donnéroient  les  divifeurs  a  —  *«  ,  tf  -f- 
2  n  y  lefquels  feroient  avec  les  autres  une  progreffion  de  cinq 
termes  ,  dont  la  différence  feroit  toujours  n.  En  fidvant  !a  mê^ 
me  méthode  y  on  trouveroit  un  moindre  nombre  de  ces  pro- 
greifions^  &  le  choix  des  divifieurs  feroit  plus  facile. 

Autre  Manière.  Soit  l'équation  m  x^  -^ax""  -^hx^ 
c  =s  o ,  qu'on  fuppofe  contenir  une  racine  rationelte  repré- 
fentée  par  le   divifeur  /*  +  ^  =  o  ou  par  l'équation  x  -{-• 

-y-  =  o ,  q  uidivifera  la  propofée  en  délivrant  fon  premier 

terme  du  coefficient  m  ;  l'on  aura  x^  +  —  **  +  —   «  + 

m  M 

—  =  o.  Il  eft  vifible  que  jc  -f-  -^  »«  fauroit  être  un  divifèar 
m  f 

de  cette  équation,  à  moins  que ^  ne  foit  un  divifeur  ^tc  6cf 
un  divifeur  de  w. 

Si  le  premier  terme  de  la  propofée  étoit  fans  coefficient  y  on 
auroit  m  =  i  &  /=  i  ,  o*çfl-à-dire  ,  que  le  divifeur  x  + 

-^  feroit  a: -j- ^.  Cçla  pofé ,  foit  l'équation  ^x^  —  2p>:*  + 

4  je  -f-  6o  =  0.  En  cherchant  les.  limites  des  racines  de  l'é- 
quation a: 3  —  ^  **  +  X  =^  ^  >  K  trouve  —  i  &  lo  j  je  cher- 
che enfaite  les  divifeurs  du  dernier  terme  6o  de  la  propofée 
contenus  entre  ces  limitesT,  &  je  trouve  i»is3>4)5,  6  y  pour 
les  divifeurs  pofitifs ,  &  —  i  pour  les  négatifs  ;  car  —  2 ,  — 
j  &c.  font  exclus  par  les  limites  trouvées.  Je  cherche  de  mêmiB 
Jes  divifeurs  i  &  3  de  3  ,  &  divifant  ceux  de  60  par  ceux  de  3  , 
j'ai—  1,  — j,  I,  f,  2,  j,  3,4,  1  y  Uj  y  6.,Sidone  la 
propofée  a  que^ue  çaçine  rçelle  ^j  elle  doit  ft  trouvçr  parnu  Q^s 
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nombre^*  En,  tentant  la  divlfion  par  *  — 'yt=sso,  ou  par  3  x 
..— .  5  s=3  o ,  je  trouve  ,poiir  quotient  x''  —  Sjc— 11=05  ^^^ 
Tune  des  racines  de  Téquation  eft  repréfentée  par  rt  a=  j  ,  & 
les  deux  autres  fe  trouvent,  en  réiblvant  1  équation  du  fécond 
degré  x*  —  9x  —  iz  =bsro.  .  Si  on  veut  encore  diminuer  le 
nombre  6cs diviseurs ,  on  fuppofèra  x  =y  —  /? ,  il  eft  vifi- 
ble  que  chaque  racine  de  la  transformée  fera  plus  grande  quejtf 
de  la  quantité  p  ^  puisque  X'*^p''=^y»  Ainiî  fia:6cb  font  des 
limites  de  la  propofée ,  a-^pSch-^p  feront  des  limites  de  la 
transformée.  Si  dans  l'équation  ci-delliis  nous  fuppofons  x  =» 
y  ^—  I ,  I  reptéfencant  1  indéterminée  p ,  ce  qui  donnerai  -f- 
/y«=s-r-  .1  +  I  «=?  o  ,  |&^ +/>  '«s  10  -fr  I  *=*  i\i  ,  nous 
trouverons  3  xî  »»-i3,y  J-  — ?  p  y*  •+■  9y  — «3 
-— x^A?**=i  •       ; —  i^y*  +58y  —  *^ 

+    4a:  =«.     \    :  .4^—4 

+    ^o  =s  -|-  ^o  : 

La  transformée  fera  donc  3  y  î  —  3  8y*  -f-7iy-f-t4  =  oA« 
De  laquelle  fi  nous  voulons  chercher,  les  racines  par  la  métho- 
de prélente,  en  nous  conteiTClant  de  prendre  lesdivifeurs  de  24 

-qui  font  contenus  entre :o  &  1 1 ,  lavoir ,  i  ^  z  ,  .3  ,  4,  6 ,  8., 
&  les  dîyi&ntpai?  ,1  &.  3  (  Ëifleurs  de  3  ) ,  nous  aurons  les  npfti- 

.  bres  1,7 , 7,  3 ,  I  ,  4 ,  .^ ,  8.i  |,  parmi  lefquels  doivent  fe  trou- 
ver les  racines  réelles  de  l'éqûatîon  A.  Mais  fi  dans  la  propofée 
on  fuppoie  *  :==y+j',  la  transformée  deviendra  3^'  —  ^oy^ 
— Ai^yh  38  3=:H3^,[Mans  laquelle  les  limités  font  5>  &  — 2. 
Prenant  donc  les  ^dijrifeucs  de  38  qui- tombent  entre  ces 
limites  ,  (avoir  ,  —  i  ,  i  ^  ^  ,  &  les  divifint  par  i  *& 
par  3  ^  les  racines  rationelle^  de  la  dernière  réduite  fe  troU'- 
veront  parmi  les  nombres  -^7,  —  i>7>  'jf?^* 
Maintenant  f  écris  par  otdré  les  nombres  que  je  viens  de  tron^ 
ver,&*mettant  dans  la  première  féric  horifontalè  ceux  p^mi  lef- 
quels doit  (è  trouver  une  |  racine  réelle  de  i'éq.uation  dans  la- 
quelle a:  =  y  +  I,  dans  la  féconde  ceux' qui  ont  rapport  à  fé- 
quation  propo/ée ,  8c  dans  la  tfoifiemè  ceux  qu'à  donnés  la 
nippofîtion  de  *=sy — - 1  ;^'î1  eft  vifible  qu*aucun  des  nonf- 
•bres  de  la  (èconde  fuite  ne  peut  être  une  radiie^deia  propo(ee^ 
à  moins.  qu&  parmi  ceux-  de  1^  première  fë/k  ,:il  ne  s  en  trouve 
quelqu'un  qui  réfiilte  de      .  ,  ,      .  .1    •    .  1 

celui-ci  en  lui  ajoutant  ""^  T      î*  ^',*  *  J/**  4.        j  ^ 

;--i- 1  ,&  que  parmi  ceux  ~  /  '^  "^^  ^  ;  ^ '  *^V  V^  q'  V  ^  '  "^^ 
dclatwificme  ilne  s'»  î»  Ti  *  t  ï  ?  3  >  4,  7  >  9  7^>7 
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trouve  aiifli  quelqu'un  qui  enréfiihe  de  la  même  manière  en  loi 
ajoutant  -|- 1  >  parce  que  fî  cette  racine  cû  x  dans  là  féconde  , 
elle  doit  être  x-^i  dans  la  première»  &  jc-f-  i  dans  la  troifîe- 
meférie.^  Or  en  examinant  avec  un  peu  d'attention  ces  trois 
fériés ,  il  efl  vifible  que  les  feuls  nombres  ^ui  '  i 

ont  la  condition  requife  font  compris,  dans         '     '  '  V 
•  les  trois  fériés,  dont  la  première  .à  été  prifè      **    ^*   ,| 
i  parmi  les  iiombres  de  la  première  férié  ci-      ?  »  ^^*  ^ 
.  deflîiSy  la  féconde  parmi  ceux  delà  feconde,  8c  laxrorfîeme  par- 
mi ceux  de  la  troiueme.  Si  donc  la  propoféè  3*5^-  »^'»*  *^- 
4  a;  -{-  60  =^0  a  quelque  racine  rationeile,  elle  ne  peut  être 
que  2,,  ou  3, };  &:&lors  cette  équation.fera  divifible  ou  par  x — 
X  =  o ,  ou  pat  «  - —  3  =«  o ,  ou  enfin  par  3  jc  —  5  =*  o.  Ainfi 
les  divifeurs  qu'on  peut  eflayer  ont  été' réduits  par  cette  mé- 
thode a  trois  feulement ,  au  lieu  de  douze  qu  on  avoit  d'abord 
trouvés. 

8 1 .  Venons  rnaintenant  a\îk  divifeurs  du  iecomî 

degré:  Suppofons  que  a;^  4-  4«^  ^.^  ^^  Uft  divi- 

feur  du  fécond  dcfgrc  dans -une  :éc|uadcm  ^  en  (ai- 

fant  x=^  1    *   4  -4-  2  ^  -+•  <j^ ,  '  "  ce  di vifeur  devien- 

I    •-   I -h  3  -i- a  .  '  dra  fucceffiv'emerit 

.0    •  -+•  a-  .  égal  aux  qv^^titçs 

—  I  .V  I  —  ^  H-a:*  •   que  Ton  yoît>.yis- 

•— T-i  ,•   4*-*-2^-+-tf      àt-vis  des  ftrppofi^ 

&c.'  &c.  •  -  .      •  \ 

tîons  des  valeurs  de  :v,  &  la,  quantité  dans  laquelle 

jfe  changera  l'équation  par  ces  fimpofeionSjféradivi- 

fîble  par  les  diviifeuirscorrefponclants;  Donc  fi  de  ces 

divifeurs  on  ôte  les  quarrés  dèis  valeurs  coriréfjpoi^ 

dants  de  :3t: ,  il  en  réfulterades  iquanticés     z  ^,-h  a 

qui   font    éyidéiiiment    en  progréllion        iHr^ 

arithmétique  -y  donc  il  faudra  f ej«tter  les  >4^  a 

divifeurs  qui  n'auront  pas  cette  condi-' — A-p-^ 

tion.    Si  Ion  trouvoit;  un  trop  grand  — ^^-f- à 

nombre  de  progreflîons  ,  pn -tâçîierpit  de  le  dipîi- 

nuer  ,  en-  raifant  de   nouvellç^  iuppofitiohs  de 
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x-z^,  —  3  ,  AT  == — -  4  &c. ,  X  =+  3  &c,  j  &  celles 
qui  ne  feroient  pas  détruites  par  ces  nouvelles  fup- 
pofitions ,  donneroient  des  divifeurs  qu'on  poui^ 
roit  e0àyer.  'Quand  on  aura  trouvé  une  de  ces  pro- 
greffions ,  on  ôtera  du  terme  qui  répond  à  la  lup- 
pofition  de  ;ir  =  i  ,  celui  qui  répond  à  la  fuppd^ 
fition  de  AT  ==  o  ,  &  Ion  aura  Â  ,  &  par  confé- 
quent  le  divifeur  x*  -+-  A  a:  -h  ^  par  lequel  on  ten- 
tera la  divifioo.  Si  Ton  a  trouvé  plufieurs  progret- 
fions  différentes  >  on  aura  plufieurs  divifeurs  de  la 
même  forme  ,  quoique  b  ne  foit  pas  la  même 
quantité  dans  ces  divifeurs.  Soit ,  par  exemple  ^ 
l'équation  jc.^  -t-^^:'  -1-  n  a:^  -1-  iOAr-4-  5  ==o. 
■J'écris  dans  la  colonne  A  les  fuppofitions  diffé- 
rentes de  X  ,  j'écris  en  fi  les  nombres  dans  lefquels 


X 


I 

o 
I 

1 


fi 

33 

5 
I 

3 


I 
I 


7> 
3> 
5 

3 


C 

II 


133 
33 


.1 


D 

4 
I 

0 

» 

I 

e 

4 


■137, 
■H» 

•  5. 

•  1, 

•  7." 


•13. 
■I 1 , 


II. 

4» 


■5  > — 3  »-+-3î-+"i5  .+"9 
•z,   o, '-Hr,-hio,-t- jz 


i,-+-i>-4-S 


fe  change  réquation  par  ces  fuppofitions  dé  x ,  je 
mets  en  G  les  divifeurs  de  ces  nombres  ,  en  D  les 

2 narrés  des  valeurs  correfpondantes  de  x ,  en  £  les 
.  ivi^eurs  qui  font  en  C  , .  mais  pris  avec  les  fignes 
-4-  &  — ,  &  defquels  on  a  ôté  les  nombres  corref- 
pondants  de  la  colonne  D.  Après  quoi  je  cherche 
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les  progreflîons  arithmétiques  que  peuvent  donner 
les  nombres  des  colonnes  E  j  j'en  trouve  deux  que 
j'écris ,  l'une  en  F  &  l'autre  en  G.  Je  F   •     G 

«le  fais  pas  de  nouvelles  fuppofitions  15-  5 
pour  tâcher  d'exclure  l'une  des  deux ,  i  o  •  z 
parce  que  l'équation  propofée  étant  5    •      i 

du  quatrième  degré  y  elle  doit  avoir  o    •      o 

deux  divifeurs  rationels  du  fécond  — ^5  • — i 
degré  i  ou  nen  avoir  aucun.  Les  nombres  qui 
fépondent  à  la  fuppofition  de  jr  =  0  ,  font  5  &  i. 
Si  l'on  ôte  ces  nombres  de  ceux  qui  dans  leur 
colonne  répondent  à  la  fuppofition  de  j^  =  i  ,  l'on 
aura  ^  =  5  &^=ij  donc  les  divifeurs  par  lef- 
quels  on  peut  tenter  la  divifion,  font  r*-+-  5  ;r-|-5, 
AT* -+-  ^c-h  I.  Si  Ion  tente  la  divifion  par  le  pre- 
mier ,  on  trouvera  le  fécond  au  quotient.  Réfol* 
vant  maintenant  les  équations x^^+^^x^  j  =  o, 
\r  »  +  r  -+•  I  =5  o  par  la  méthode  du  fécond  degré, 
on  aura  les  quatre  racines  de  l'équation  propofée. 

Soit  maintenant  Inéquation  x^-t-j;r4-+-z;r3-f. 

8x*  —  36;i:-|-ii=o.  En  fupofant  fucceflîve- 

ment  x  =  i  ,  on  'trouvera  qu'il  n'y  a  qu'un  feul 

o     divifeur  x^ -+- }  x  —  j  , par  lequel 

—  I      on  puifle  tenter  la  diviiiôn  :  elle 

—  i     réuflît&  donne  pour  quotient  :p  5-4- 
*    — i      jx  —  7.  Il  fumt  donc  de  trouver 

les  racines  des  deux  équations  jc*  -+-  5  ;i:  -—  j  =  6 , 
j;5  -+-  5  :v  —  7=0,  pour  avoir  celles  de  Téquation 
.propofée. 

82.    Si  l'équation  étoit  affedée  de  frayions, 

comme  l'équation  x^-^  ^  —  7  s=  o ,  on  l'en  dé- 

livreroit  en  faifant  l'inconnue  x  égale  â  une  autre 

inconnue 
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inconnue  y ,  divifée  par  un  nombre  divifible  par 
cous  \qs  dénominateurs  de  i'éijuation  ^  ainû  que 

nous  l'avons  dit  çi^deflus.  Suppofant  donc  a?  =5p:  — 


6"" 


l'aurai  en  iubftituant ,  mulripiiant  &  réduifant , 
y^'i^y —  iz==  o.Lesdivifeurs  de  cette  équation 
font,  par  la  méthodç  ci-defliis  (79)i/-^3,y-t^ 
4,    &  partant   U$  racines  font  j  ^  — 4»  Mais 

;if  =-~  j  donc  les  racines  de  la  première  équa- 
tion fe  trouveront:  en  divifant  celles  de  la  féconde 
par  le  divifeur  ^  de  j^ ,  ce  qui  donnera  je  =  ^  &: 
:r  =«=  — «■  7 ,  ou  A?  =  7  &  «:  =  -^  j.  Si  l'équation 
propofée  avoir  un  coefficient  au  premier  terme  ^  on 
fuppoferoit  x  égal  à  une  nouvelle  inconnue  divi^» 
fée  par  ce  coefficient  ^  &  l'équation  qui  en*réful- 
ceroit  n'ayant  pas  de  coefficient  au  premier  terme , 
on  en  chetcKeroit  les  racines  ,  9c  divifant  ces  t2Lcif 
nés  par  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion propofée  ,  on  aurpit  les  racines  cherchées. 
Ainfi  fi  j*avois  Téquation  d4r*-+^;p-^*=:o, 

Fàifant  ;r  =3^  ^  ,  on  trouveroit  Tcquarion^*  ^y 

-^  1 1  =?  a  t  &  divifant  les  racines  de  cette  dernier^ 

f>ar<3,ronauroit  toutes  les  racines  cherchées.  Mais  (5 
'équation  que  l'on  trouve  en  faifant  difparpûre  le 
coefficient  du  premier  terme,  ou  les  dénominateurs 
des  équations  qui  contiennent  des  coefficients  frac- 
tionnaires ,  n'a  voit  point  de  racines  commenfura-> 
•  blés,  on  feroit  sur  que  l'équation  propofée  n'en  a  pas 
hon  plus,  puifqu'une  racine  cpmmenfurable  étant  di^ 
vifée  ou  niultipliée  par  une  quantité  commepfurable, 
ne  fauroit  devenir  incenimenfurable.  Si  les  coe£^ 
Tom  /,  Q 
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cients  de  l'cquation  propofée  croient  algébr  iques^tels 
que  ceux  de  l'équation  x^^ax  — t  =  o  * ,  il  feu- 
droit,  puifque  a&cb  font  cenfés  connus ,  exprimer 
ces  coefficients  en  nombres  ;  ainfi  fuppofant  tf=  i 
&  ^  =  I  z  ,  on  auroit  l'équation  x^  -+-^ — 1 2.  =0, 
dont  les  racines  font  x^=  }  y  x=i —  4. 

De  la  réfolution  des  Equations  par  le  moyen  des 
divifeurs  d^un  ordre  quelconque.^ 

$3,  Soit  réquation  x^^ax^'\-{aa  —  ab)x^  —  a^x — a^b 
B«=3  o,  qu'on  veut  divlfer  en  deux  fa£teurs  du  fécond  degré.  Je 
prends  deux  équations  quarrées  x;c+yji:  +  tt  =  o ,  j:;c  •+■  /:c 
-^  ;^  =as  o  y  de  la  multiplication  defquelles  je  {ùppofe  que  ré- 
fuite  la  propofée  >  y  >  <^  >  /!»  ^  ëtanc  des  quantités  indecermi- 
nées  qu'on  déterminera  dans  la  fuite  du  calcul.  Les  ayant  mul* 
tipliées  [We  par  Fautre ,  il  vient 

*4-4-yafî  +  «jc^  '^ufx'^:i^u^'sszo 

+  A^  +^«*+{y*  (A) 

+  î^* 

On  comparera  l'équation  A  avec  la  propofée  en  éga- 
lant tous  les  termes  de  celle-ci  avec  leurs  corre(pondaus 
d^ans  la  propofée  ^  la  comparaifon  des  deux  féconds  ter- 
mes donne  /  +  y  =tf ,  ouy  =»  a  —  y  ;  la  comparaifon  des 

derniers  termes  fait  voir  que  {;«=«= j  celle  des  quatriè- 
mes termes  fournit  réquationy^-f-/tt= — a*"  b.  SubfUtuez 
dans  celle-ci  les  valeurs  trouvées  àefSc  de  {,  &  vous  aurez 

tftt*-|-tf   bu .       .    -,.        .                      a^ b  ^ . 
y  = j — —-— j  mais  I  équauon  r  «=« tait  con- 

noître  que  u  eft  un  divi£euc  du  dernier  terme  —  a^  b.  Comme 
les  équations  fuppofées  font  du  fécond  degré,  je  cherche  tous 


^' .     ^  A  cau£e  de  £  <»  x^  j,  ^  eft le  coefficient  de  x^ 


->•* 


Calcul.  141 


Jcs  divifeors  du  fécond  ordre  de  a^  h  y  (avoir  ±ahf±aa  ^± 
a  ^ aB^Sc  cotmnençam  par  le  premier ,  je  fuppofe  u^=»a6,Cc 

qui  donne  y  «=>■•  ■  >Ainfi  Tune  des  équations  fiipporées  de- 
viendra XX  4-  — —  +  rti  =  o  ;  mais  parce  qu'elle  ne  peut 

pas  divifer  exaâement  la  propofee,  je  conclus  que  le  dlvifeut 
a6  e(t  inutile.  Ceft  pourquoi  prenant  le  divifeur —  a& ,  Se  fup- 
pofànt  u=s —  ab  yCt  qui  donne  y  ==  o  ,  la  première  équation 
iùppofée  devient  xx  —  «3  «s  o ,  qui  divife  exaûement  la  pro- 
poiee  9  6c  donne  pour  quotient  x"  '\^ax'\-aa^=o.  Si  aucun 
des  divifeurs  ne  pouvôit  réuâir ,  la  propofée  (eroitirréduûible 
àst  moins  par  cette  méthode. 

Si  on  veut  éviter  les  divifions ,  onfubftituera  une  des  valeurs 
de  u  (pri(è  parmi  les  divi&urs  du  dernier  terme)  dains  v,/,  ^^  & 
ces  vdeurs  étant  mifes  dans  les  trinômes  quadratiques  , 
fi  leur  produit  repd  la  propofée,  le  problême  fera  téfolu;  fi  cela 
n'arrive  pas ,  il  faut  employer  une  autre  valeur  de  u.  Soit  ^  par 
exemple  ,  l'équation  x^'-\~  xbx^  -^bbx*"  —  a^b  =  o^  Corn-' 
panunt  cette  équation  avec  la  transformée  A.,  on  trouve /-f- y 
«=  x^ ,  «  4-yy  +  ç  =  ^^  ,  ^y  +  /«  =  o  (  parce  que  le 
quatrième  terme  manque  dans  la  propofée ),  ^^  =3 —  a^b.hîi 
première  donne /=«  zb  —  yyh  dernière  fait  voir  que  {  «= — 

«     I»  Ces  valeurs  fùbilituées  dans  la  troifieme  donnent  — 
u 

— 2-  +  tbu — .i/y  ==0  ,  ou  y  =  — tt""; ^»  Comme  a  doit 

u  "^  ^      j       ai  b-^  uu 

être  un  divifeur  de  —  ii)  ^ ,  fi  on  prend  les  divifeuts  du  fécond 
degré  ±:  û*  ,  ±ab  ^  dtza  ^  ab  y  on  voit  facilement  que  les 
deux  premiers  font  inutiles ,  parce  qu  étant  fubftitués  dans  la 
féconde  équation  «  +/y  -+-  ç  =  ^^,  elle  ne  devient paâ iden- 
tique* Mais  en  examinant  a  y  ab  que  je  fais  •=  u  ,  je  trou- 
ve y=^,  r=a  —  a  ^  ab  i  /=  b.  Ces  Valeurs  étant  fubfli-* 
tuées  dans  la  féconde  équation  la  rendent  identique»  puif- 
qa'elltf  devient  a  ^  ab -^  bb  —  a  yf  ab  ^=^  bb  ,  ou  bb  ^=  bb^ 
Ainfi  les  trinômes  xx -^  bx -{- a  ^  ab  =^  ù  j  xx-^-bx  — 
a-  y^ab  =  défont  les  divifeurs  clijerchcs  (on  auroit  trouvé  les 
mêmes  trinômes  en  fuppofànt  u.=^  —  a  }/  ab')^<pl  millcir* 
plies  l'un  par  l'antxe  rendront  la  propofée* 
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1  I  ■        ■    ■ 

Soit  maintenant  l'équation  du  cinquième  degré  x5  -^ 
4a'X+  +  6iï*  *5 — 8a3\r*  '■\^^a^x-^a^  ==  o, qu'on  propofe 
de  divifer  en  deux  fà£teurs  l'un  du  fécond ,  l'autre  du  troifîeme 
degré.  Je  prends  les  deux  équations  auxiliaires  *x+yjc  +*« 
=  0,  *5  4-  fxx-f-yx  +  i-  =i=o,dont  le  produit 

doit  rendre  la  propofée.  La  comparaifon  des  termes  donne 
les  cinq  équations  fuivantes  y  +  f=«  —  4tf,«  +  ry  +/-=" 
éa"-  ytu  H-/y  +  î-=— 8fl3,/tf  +  ;jy=  5û4,:ftf  =,— 
a5.  Par  la  première  on  a^  s=s  —  /^a  — y;  par  la  dernière^ 

«s j  par  la  quatrième /=-i — 2^   =«»  -^ — ^   -f. 

^  y,  Subftituant  ces  valeurs  dans  lafecondc'il  vient  :£ —  /^y 


uu 


eaa+u  A-  -^  .  Parce  quei/  doit  être  un  divifeur  du  fécond 
u 

ordre  de  aï  ,prenons  pour  u  le  divifeur  ±i  tftf.  Si  nous  fuppo^ 
fons  u  =aa^  la  dernière  équation  devient  yy  +  3^y  =*o, 
d  où  Ton  tire  y  =  o  ,  &  y  =  —  3  tf .  Si  nous  fuppofons  y  =*:  a, 
nous  aurons  r  =  —  43  »/=  5*^^  >  T  =  —  'ï^-  Ces  valeurs 
étant  fubilituées  dans  la  troifîeme équation  dont  on  n'afiêutaucun 
ufage,  ilvient  —  4<i3  — a3==. — ^8^23^  éauationquin'eftpas 
identique,  donc  on  ne  peut  pas  faire  y  =^  o.  Mais  en  Eiîfanty  «=» 
-^3^2,  on  trouver  = — ^^  <»,/=  *«<*>  ?:'=='—  <»^«  Cesvalems 
fubftituées  dans  la  troifiéme  donnent  —  8tf  3  «=» —  8tf  3 ,  équa- 
tion identique,  Ceft  pourquoi  fubftituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  auxiliaires  ,  on  trouvera  xx  —  3^^*  +  ^^  =0  >  *' 
.^  tfx'  +  i^<2x  —  a^  «=  o  ,  qui  multipliées  Tune  par  l'autre 
^gndeht  la  propofée. 

Soit  encore  l'équation  x^  — 13  a*5  -f-  450*  x4 — jia^x^ 
-|"  57  d4  x^  —  i6tf  5  X  -f-  la*  ==  o ,  qu'on  propofe  de  ré*- 
foudre  en  deux,  l'une  du  ftcond ,  l'autre  du  quatrième  degré» 


/" 
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My.mi»!      Il  ■■ M       II  I      m     I.I..I      I       I  ■■  \      i     ,    I  II  'i         I, 

Je  preiiiis  les  <Ieux  équations  auxiliaires  A;;c-f-yx-f-x<=âOy 

x^  +  pj»f '+'**•+■  /*  +  î  ==  o  >  qui  étant  multipliées 
l'uiiepar  l'autre  donnent  * 

Comparant  celle-ci  avec  la  propofée  y  j*ai  les  fit  équations 

Y«  =w  i4*.  Par  la  première  on  a p  = —  15  tf  —y ,  par  la 
Jerniere  z  «= La  valeur  de  p  étant  fubftituée  dans  la 

'  u 

fécondé , il  vient  t  ==^^aa-j-  i^^y^yy  —  «•  Mettant 
la  valetir  de  r  dans  la  cinquième,  on  trouve /•=s ^ 

•  En  fubftituant  ces  valeurs  trouvées  dans  la  qùa- 


u 
triéme  y  on  aura 


•^  «3  — 2ii<5 

«=;=  o(B).  Puifquc  tt  doit  divifer  i^^  ,  &  que  les  divifeurs 
quarrés  les  plus  (impies  de  cette  quantité  lont  ±  aa^  ± 
%aa  <^:±L  aa^  %  ,  on  peut  fuppolêx  u  égal  à  quelqu'une 
de  ces  quantités.  Or  en  prenant  aa  ou  —  aa  pour  // ,  on 
ne  réui&t  pas;  mais  en  faiGmt  u  t=3  %aa  ,  Téquatiôn  B  devient 
y*  +  I  ^ay  \-  izaa  ==  o;  d'où  Ton  tire  y  =*=:  — 10  a  ôcy  =« 
—  la  :  la  première  racine  efl  inutile  ,  mais  la  féconde  dorme 
p=i —  I la,  t  =  iia^  ,  /*=  —  7tf '  y  l  =*  ^4.  Ces  valeurs 
étant  fubflituées  dans  la  troîfieme  équation ,  dont  nous  n'avons 
pas  encore  fait  uiâge,  la  rendent  identique,  &^ donnent  7— 
yiyz'  =  — 7ia\  Ainfi  les  équations  auxiliaires  dans  lef- 
quelles  la  propofée  peut  fe  réciuire,  Conixx —  tax  -^  lad 
•fi=s  o  ,  8cx^  — "iiaxl  -f-  lia'-  x""  — 7^'  jf-(-û*  =  o. 

On  peut  remarquer  que  fi  Ton  (é  fdt  (érvi  de  la  troifieme 
équation, au  lieu  d employer  la  quatrième,  on  auroit  trouvé 
Féquation  cubique.  iy'.+  zéay"^  -f-  Sitf'y  -I-7  4^'  =0  ,  au 
lieu  d'une  équation  du  (écond  degré  qui^eft  bien  plus  aifêe  1 
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réfoudre;  ainfî  le  choix  dés  équations  qu on  emploie,  peut  di* 
minuer  ladiffiçuhé  du  calcuU  Les  racines  de  cette  ^quatioa  cu- 
bique ibnc  y  =e»  —  itf ,  y  «1^  —  — *-  it  —  v^  47  ,  donc  la 

première  réuffiroit  ;  car  elle  donnfcroit  des  valeurs  dcp^  t  ^ 
&c.  qui  tendroient  la  quatrième  équation  identique. 

Si  on  avoit  à  refondre  une  équation  du  (èptieme  degré  en 
deux  autres^  lune  du  troifieme  ,  l'autre  du  quatrième  degrày.ileil 
vi(îble  qu'il  (audroit  employer  deux  équations  auxiliaires  ,  Tune 
du  troiiieme  ,  Tautre  du  quatHeme  degré,  &  en  général  pour 
réduire  une  équation  de  Tordre  m  en  deux  aacr^>  l'une  de  l'or- 
dre m  —  n ,  &  l'autre  de  Tordre  n ,  il  faut  fe  femr  de  deux 
équations  auxiliaires ,  dont  Tune  foit  du  degré  m  —  n  ,  &  Tau* 
tre  du  degré  n  ^  it^s  il  eft  aifé  de  (èntir  que  la  difficulté  aug- 
mente a,  proportion  que  m  eft  plus  grand,  puifqu'on  a  toujours 
un  nombre  m  d'indéterminées»  dont  on  ne  peutfouvem  trou-r 
rcr  ta  valeur  que  par  le  moyen  de  plufieurs  équations  crçs- 
compliquées; 

Mats  quoiqu'il  y  ait  plufieurs  équations  Irrédu^bles  par 
les  méthodes  connues  ,  néanmoins  toutes  les  fois  que  la 
propofée  eft  convertible  ,  elle  pem  fe  décompofer  en  plu-  « 
fîeursdu  (ècond  degré.  J'appelle  équation  convertible  une  équa* 
tion  de  degré  pÛF,  dont  Texpofant  foit  m  (  nombre  J>air  )  dans 
le  premier  terme  qui  doit  ôrre  x^  fans  autre  coefficient  que  l'u- 
nité ,  le  dernier  terme  étant  une  confiante  que  je  nomme 
a^.  Chaque  terme  placé  entre  le  dernier  fif  celui  du  inî- 
IJeu ,  &  divifé  par  un  fedteur  convenable  de  a» ,  doit  avoir 
le  même  fîgne  &  le  même  coefficient  que  le  terme  correspon- 
dant placé  entre  celui  du  milieu  8c  le  premier  Ainfî  les  é<par 
tiens  Ar4  -j-^jt'  -f-ccx*  + ^'^^  +<ï^=^o, -«^ — ^«5-f- 
c^  x'  —  a^  y^  -^^  a^  r=  o  font  convertibles.  Car  en  divifànt 
l'avant-dernier  terme  de  lapremierepar  le  faéleur  /i *  de  4^  ,  il 
vient -f-  i^x  qui  a  le  même  figne  &  le  même  coelficicnt  que  le 
(econd  terme,  &  en  divîfant  f  dans  la  féconde  équation)  le  terr 
me —  a*  ^  Arpar^^^  fe^^eur  de  </'',il  vient — hx^  qui  a  le  même 
fîgne  &  le  même  coefficient  que  le  terme  corréfpondant — èx^^ 

Pour  réfoudre  ces  fortes  d'équations,  on  prendra  une  formule 
du  (econd  degré  xx-^nx-^u^^^Oy  dans  laquelle  n  efl  une 
quantité  qu'on  doit  déterminer;  on  formera  enfuîte  une  équa- 
tion convertible  d'un  degré  inférieur  de  deux  unités^  de  soi^^ 


Calcul. 


^47 


«tiere  qoe^on  premier  terme  foit  *"*~~^  &  fon  dernier  terme 
""    *  ,'  &  dpnt  les  coeificiens  des  autres  termes  foient  in- 


cléterminés.  Après  avoir  multiplié  ces  deux  équations  l'une  par 
l'autre  y  on  comparera  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la 
propofée  jufqu'au  terme  du  milieu  inclufivemeiitî  car  la  corn- 
paraifon  des  autres  donne  les  mêmes  équations  que  les  pre- 
miers. Ayant  chaffé  toutes  les  indéterminées,  excepté  /n ,  il  en 
réfultera  une  équation  entre  m  6c  des  confiantes,^  ic  les  va- 
leurs dé  m  quon  en  tirera,  étant  lubllituées  dans  le  trinôme  x  x 
H-  mx-\^aa^=o  ,  donneront  les  équations  du  fécond  de- 
gré ,  dans  leiqmeïles  Ki  propofée  pourra  fe  réfoudre*  ' 

Exemple  L  Soit  Téq'uation  convertible  x^  ^zhx^  ^ 
^  II  a  A  «  -rf-  tf4  =s=  o ,  je  forme  1  équation  convertible  inférieure 
de  deux  degrés ,  ceft-àdire  ,  x  x-^  hx-^an^^^Ky^  que  je 
multiplie  par  le  trinôme  xX'\'mx-\-  a.a^=^o^  afin  d avoir 
l'équation  convertible 

< 

La  comparaison  des  termes  donne  les  deux  équations  nf^^k 
«=«'xi  ,  1  iitf  -f-  m  A  =  .0.  Subftituant  dai^la  féconde  la  va- 
leur de  h  prlfê  dans  la  prêiiiiere ,  il  vient  %aa-\-%htn  —  m/te 
ses  o ,  ou  mm  —  x^/«==id4t,  dont  les  racines  font  m^==»h 
Hh:V'(2,tftf-+-A^).  Subftituant  ces  valeurs  dans  le  trinomef , 
9n  trouve  les  équations  xx-^-  h  X'\'X  y^  {-Laa  '■\-bb  \'\r 
aa  =  Oy  xx-{--i  X  —  x  ^  (^ad•^6ù)'^^aa^=Oy  qui 
font  les  faveurs  de  la  propofée. 

V  ExBM?LE  n.  Soit  réquation  a:^  -|-<2^  =  o.  Je  forme  l'équa- 
tion convertible  du  quatrième  degré  x^  -^px^  -}- 1  x'"  -|- 
*  a*"  p  X  ~\- a^  =^=  o  y  qui  étant  multipliée  par  le  trinôme  ;if  je  -f- 
mx'^aa=^  o  y  donne 

Ayant  comparé  le  (ècond  ,  le  troîlîemc  Bc  le  quatrième  tep> 
mes  de  cetle<i  avec  les  correfpondans  de  la  propofée ,  je  troo« 
xe  les  trois  équations.  OT-+-p=  a  >  r  -|-  mp  -f-tf^=  o ,  %.a^j^ 

Q4 
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^.fnpr=:à  Par  là  première  p  == —  m,  cette  valeur  é»nt  fiibf- 
tituée  «iani  les  deux  àuttes ,  il  vient  t  -^  mm  -j-aa  =ô ,  — 
i  tf  t«  +  m  /=  o.  Par  la  première  «le  celles-ci ,  t^=^mm  — 
aa'x  donc ,  en  fubftitaant dans  la  dernière  m^  —  J  a^  Mt!i=6 
qui  donne  trois  valeurs  de  m , (avoir  ^m^^o, irs»^  ^  3^  m 
«te=  -«-  42  \/  3 .  Ces  valeurs  mifes  dans  le  trinôme  général  xx^ 
fn)i'\'  a  a=^ôy  donnent  les  équations  du  TeCond degré dan$ 
lefquelles  dh  peut  rélbudfe  lapropofécy  c'eft-â-dire»  Jtx-f' 
aa^^^o^xx^ax^'^  -^  da^^=o,xx  —  ax^^^aa^^  ôé 

84.  Lorfqùé  les  facineS  de  T^quation  hê  font  pas 
comtnenfurables  ,  on  ne  peut  pas  les  trouver  par 
la  méthode  des  divifeurs  y  mais  on  peut  au  moins 
les  avoiir  par  approximation.  Pour  cela  nous  fuppo- 
fetons  qu'on  ait  déjà  Une  valeur  de  la  racine  ap- 
prochée feulement  jufqu'à  fa  dixième  partie  pfes. 
Voyons  donc  comment,  on  peut  parvenir  à  cette 
première  approximation.  Soit  l'équation  at* — io:icf 
-+-  22  ==  o  j  je  fubftitue  dans  cette  équation  à  la 
place  de  x  pilleurs  nombres  tant  pofîtifs  que  né- 
gatif^ ,  jufqu  a  ce  que  deux  Tubftitutions  confécu-*- 
tives  me  donnent  deiix  réfultat^  de  figne  contraire. 
Lorfque  j'en  ai  f encontre  deux  de  cette  nature,  j*eil 
conclus  que  la  valeur  de  x  eft  entre  les  deux  nom- 
bres qui  oiit  donné  ces  réfultats.  Si  dans  Inéquation 
propofée  je  fubftitue  -— i,  —  1,  — ^5,  &cc.  à  la 
placé  de  ^ ,  je  trouve  toujours  des  réfultats  podtifs» 
De  même  les  réfultats  .que  donnent  les  nombres 
i  ,  2 ,  ;  ,  font  encore  pofitifs;  mai$  en  fubftituant  4 
à  là  place  de  x  ,  j'ai  un  réfultat  négatif.  AinH  une 
dés  racines  eft  entré  les  nombres 3  &4,  qui  différent 
de  plus  de  là  dixième  partie  de  l'un  d*entré  eut.  Je 
prends  la  moitié  dé  letîr  fortime ,  &  fuppofant 
«r  ==  j  r+i  7  j  je  trouve  pour  réfultat  une  quantité 
négative  ^  donc  là  racine  eft  entre  3  &  }  -4*  t* 
Prenant  la  moitié  de  leur  fomme  j  -4^  5  pour  y  ^ 
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Tcquation  fe  réduit  à  -^ ,  quantité  pofiti ve  ;  donc 
jcette  racine  eft  entre  j-H^&j-H^j.&ces  deux 
nombres  différant  de  ^  »  quantité  plus  petite  que 
la  dixième  partie  de  l'un  d  entre  eux ,  je  prends  la 
moitié  de  leur  fomme  5  -h  7  >  &  je  fuppofe  x  s=3 
3  -Hj-l-rfjOUArœj*}  -+-i  (  en  prenant  en  dé* 
cimales  approchées  la  valeur  de  la  fraâiion).  Subfti^ 
ruant  cette  valeur  de  x  dans  1  équation  ,  &  négli- 
geant le  quatre  de  d  (parce  que  d  étant  fort  petit  ^ 
.Ion quarré doit  Tctre  davantage)  ,  j'ai — o«n — 
j*  4^2365  o,ou  ^==0*^7^= — o«oji,enne  pout 
fant  la  divifion.que  jufqu'à  deux  chiffres  fignifi- 
catifs  feulement.  En  général  on  ne  la.,. pouffe  que 
jùfqu'à  autant  de  chitfres  (ignificacifs  ^  y  compris  le 
premier  qu'on  trouve^  qu'il  y  :a  4e  places  entre 
^lui-ci  &  le  premier  chiffre  de  la  valeur  af  proche^ 
3e  X.  Ici  il  y  a  deux  places  enrr^  f ,  qui  eft  le  pre- 
mier chiffre  fignificatif  du  quotient,  &  j ,  premier 
chiffre  de  la  valeur  approchée  de  jc  ;  donc  on  a  la 
valeur  approchée  de  ;if  en  faifant  ;c=2}.j  —  o«0}i 
=5- 268.   Si  l'on  vouloit  approcher    davant^e 
de  la  véritab^Q  valeur  de  ;^r ,  on  fuppoferoir  x  =» 
3  •  1^8  -H  (f,  &  en  s'y  prenant  comme  nous  venons 
de  le  faire ,  on  auroit  une  valeur  bieïi  plus  appro- 
chée de  AT»  &  âinii  de  fuite.  Si  l'on  veut  avoir 
1  autre  racine  de  l'équation ,  on  diyifera  cette  équa-  ' 
tiôn  par  x —  3  «^1^8  ,  le  quotient  fera  connoître 
l'autre  racine.  Si  le  quotient  étoit  du  fec(md  degré  « 
on  pourroit  trouver  les  racines  jéfultantes  par  la 
méthode  du  fécond  degré.  Mais  on  s'y  prendroit 
comme  nous  venons  de  Te  faire ,  fi  le  quotient  étoit 
d'un  degré  plus  élevé  ,  en  négligeant  toujours  lei 
j)uiffances  de  </  au  -  deffus  du  premier  degré. 
Si  l'on  avoir  l'équation  x^  —  i%x  —  1493 o^ 


\ 
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dont  uite  des  racines  approchées  eft  j  ^  91 5  ,  on  la 
diviferoit  par  x  —  3*925=±=o,le  quocierit  x*-4^ 
5  •925X-+-  3  -405^  =3  o  (il  y-aun  refte  0-6^) 
qu'on  peut  négIiger),contiendroit  lés  autres  racines 

3ui  font,  riine^— 'i«<Jii5  ,  &  rautre — 1*5025. 
te  les  auroit  auffi  trouvées  en  cherchant  dans^  la 
propofée  les  liihîtés  entré  lôiquelles  ces  racines 
étoieAt  contenues,  comme  on  a* fait  pour  la  pre- 
mière racine. 

;  Remarque.  Là  méthode' «que' nous  venons 
d'éxpofer ,  fiippofe  qu'on  paiflTè  trouver  deux  nom- 
bres qui ,  fubftitués  à  la  place  de  x^'^'  donnent  deux 
Jréfultats  de  figfte  contraire,  &  que  la  racine  fe 
trouve  entré  ces  deux  rcfiilta«.  Or  il  eft  facile  de 
voir  que  cela  eft  poflîble*  Car  foit  la  plus  petite 
valeur  de  ir  =  ttj  celle  qui  eft  immédiatement 
plus  grande  »=  rf.  Dans  ce  cas  ic  -^—  ^ *  &  a:  —  d  font 
des  faâreuts  de  l'équation  propofée.  Si  au  liéti  de  ir 
on  ifubftitue  un  nombre  plus  petit  que  ^  ,  le  fafteur 
Jc' —  a  deviendra  négatif,  &  pofirif,  fi  on  fubftituë 
tm  nombre  plus  grand  que  ^(  en  fuppofant  ce 
nombre  plus  petit  cependant  que^).  te  produit  des 
autres  fàâreuts  ne  changeant  point  de  ngne,  il  eft 
clair  que  lé  changement  de  figne  du  fadkeur  x — a^ 
occafionnera  un  changement  de  fighe  dans  le  pro^ 
rfuit  total.  On  démontreroit  la  même  chofe  fi  le 
plus  petit  fafteùr  étoit  je  -H^  ,  en  fobftituant  dei 
nombres  négatifs  à  la  place  de  x. 

Autre  Méthode.  Apnt  troutrë  parla  méthode  précé- 
dente ,  on  de  queiqii^urre  manière  ,  deux  limites  qui  ne  dif^ 
ferem  entt'elles  que  de  l'unité,  on  fuppofejni  que  la  racine 
cherchée  eft  égale  à  la  plus  grande  limite  moins  une  quantité 
indéterminée  ,  oua  la  moindre  liinite  plus  une  quantité  indé- 
terminée. On  fubftiniera  cette  valeur  dans  l'équation  donnée, 
^  néj^igeant  les  teùnes;  du  réfukat ,  oti  rindéterminée  eft  dor 
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deflùs  du  premier  degr^ ,  oa  tirera  de  la  comparaifen  des  au-* 
très  termes  la  valeur  de  Pindëterminée  y  ce  qu'on  réitérera  ^ 
jtifqu'à  ce  qu'on  siic  trouvé  une  racine  aflèz  approchée. 
'  5oit,  far  exempte  ,  l'équation  x^  . —  t^x  -^  io«=«  o. 
Suppofant  X  fucceiUv^inent  égal  à  i ,  i ,  î.  >  ^^  trouve  des* 
xi^fultats  négatifs  dont  lé  dernier  ^ft  —  8  \  mais  eu  fuppofanr 
jr  ===  4y  on  trouve  lé  réfultat  pofitif  +  ï4»  Àînfi  il  cft  évi- 
dent qu'une  des  racines  de  la  propofee  eft  entre  3  &  4*  Je 
fuppoib  donc  «  =5"  3  +  <£,  pour  avoir 

x\  *»  :r7.  -f-  xfd  +^^*.  +  d* 

—  M*— -45— î5^ 
+  10.  «»    .      +  10 

Ceft  pourquoi  en  écrivant  l'équation  dans  ud  ordre  ren^ 
irerféy  il  viendra  o«b —  8.«-f-ji  <£+:?^^*+-^  (Ai)5aaaîs 
d  étant  moindre  que  l'uiilté,  d^  ^  d^  fopt  «ncbre' beaucoup 
moindces  ;  négligeant  donc  les  deaxiâecaie&  «termes  de  cette 
équation  ,  il  vient  o  ««  — »-  8  ^xxdy.ovL  fiii^<nss  8  ,  ècd\ 
=  -^  =  y  =  o  •  6  à-pcu-près ,  &  par  conféquent  x=i*6* 
Pour  avoir  une  valetu:  plus  ezàâie  ;  on  (bppdfera  x^=^i*  6 
-f-  ;>  9  ce  qui  donnera^  la  transforn^ée' .0  ,»»  1  •  ^5^*4* 
13  •  88  ;>  +  iiO  •  S-/7  '^  P^*  P*o^  en  négligeant  les  deux  der- 
niers termes  pour  la  radme  raifon  que'  ci  deflùs  ,  on  tirera 
aj  »  «8/7«= —  1  '  6^6y  ou  ;>  -8=  "/^  '. V/  =^ --^  o  •  tiiV' 
&.  ajoutât  cette. fradtion  a  la  première  yateur  trouvée  ,  on 
aura  jc=^3»  6  —  o^  iii=»3  •  48^  ,  racine  plus  appro* 
çhée  que  la  premieire. 

On  peut  encore  felre  ces  approximations  d'utie  autre  ma- 
nière, en  fe  contentant  dé  corriger  la  valeur  de  la  première 
indéterminée  ,  fans  remonter  à  Ta  propolëe.  Par  extmf^le  ,. 
dans  Péquàtion  ci  àttRis ,  après  avoir  trouvé  </  =»  o  *  6  y\c 
çocdçe  cette  valeur  de  </  en  fuppofant  <f  «ro  •.  6  -{->  ,  &  Je 
Tubditue  o  •  ^  +  /;  à  la  place  de  d  dans  l'équation  A  ,  d'oiH' 
f  attiré  cette  valeur  d«<f ,  pour  avoir  o  =-f.x  •  6^6  '•\" 
ij-SS/H-io  •  8/>'-f-p'  (B)  ;  d'où  en  négligeant  les  deur 
derniers  termes,  5c  opérant  comme  ci-devant  ,on  tire  p  —  — 
«  •  III ,  &  par  conféquent  *  =  3  •  48p.  Pour  approcher 
davantage  ,  on  fiippbferolt  p^=*=*  —  o.*ixi-f-f;  &  fubfti- 
tu^nt  cette  valeur  dans  réquation  B,,  on  auroit  là  valeur  de  r  | 
aç'  ainfi  de  fuitç. 
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,  Si  l'^uation  itoit  littorale ,  on  ert  noaveroit  les  racines 
appiocbees  pai  la  mSme  m^ihode  ,  pôottu  ijaon  pûc  ùû>K-. 
mer  des  nombres  môs  ,  ou  approcbés  à  la  place  des  lettres. 
Si,  f  par  exemple  ,  dans  l'équation  *'  — af  x  -\-a  b  =  o  ^  oa' 
Ûit  que  les  trois  quapiicés  u,f,b  foat.  entc'ellcs  comme  Ici 
nombres  j,  j,'»,  on  pourra  leur  fujtlïitue!:  ces  nombres, 
&  changer  la  propofée  cm'  —  i  î  x  r^,  lo  ^=  o  ;  &  ayan: 
trouvé  ,  conime  on  vient  de  le  faire  ,  qu'une  des  valeurs  ap> 
procbées  de  x  êft  j  ■  489  ,  on  ditoit  qu'une  racine  appro- 
chée de  la  propose  cÀ  égale  à  cette  quantiré,  l'unité  étant 
la  cinquième  partie  de  u  ,  ou  le  tîeis  Atf\  ou  la  moitié 
ic  k.  ■■-.■:. 

Autre  Méthode,  Fotir  faire  comprendre  cette  autre  mé- 
thode très-élégante,  foit  l'équation  o  =A  +  By.  +  Cy' 
+  D  y'  +  E  y*-  Sec.  1!  cft  vifiblc  que  &  y  c&.  une  (raftion' 
ion  petite  ,  H  que  D  &  E  ne  furpadent  pas  de  beaucoup  les 
quantités  A  «  B ,  C  ,  les  deux  derniers  termes  feronc  euri- 
fflement  petits  par  rapport  aux  premiers ,  &  l'on  pounaxlum- 
ger  réqnatton  en  qoclqu'une  des  fuiv^cs 

.-    o  =  A  +  By      ,      '  . 
o-A  +  By+Cy' 
o  =  A  +  B  y  +  C  y' -j- D  y' 
-Pans  leCquelIes  la  valeur  de  y  diff'éreia  fort  peu  de  la  vérita- 
ble. La  première  équation  donne  y  ^  ''~  's   >    '^   féconde 

peut  Ce  réfoudre  facilement  par  la  méitoie  du  fécond  degré. 
Mais  elle  peut  iàns  erranr  [en£ble  htifi'  abbailTée  au  premier 
degré  ,  en  iTubflimani  dans  Ton  dernier  terme  la  valeur  de  y, 

(&non  pas  de  y'  )  prifede  l'équation  y  =  •*-'  ^  ,  ce  qui 

donnera  o  =* A+  By =-Cy,  ouo=AB+BBy 

—  A.Cy ,  d'oil  l'otj  tircy  =  "^^'^bT 

Four  ^re  conomtre  l'utilité  &  ruCige  de  cette  formule  , 
foit  l'équation  a:'  —  10*'  —  iîo*  +  8jo-=o  ,  dont  on 
u-ouveta  facilement  qu'une  des  racines  approchées  eft  î  ■  î- 
Suppofons  que  la  véritable  racine  eft  j  ■  j  H'^i  ^  ÀiblÛ- 
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tuons  cette  valeur  au  lieu  de  x  dans  la  propofëe  ,  elle  devîeii- 
dca  y  en  négligeant  les  termes  dans  le{<]uels  y  efl  au-deflùs 
du  fécond  degré  ,  o»a=  —  iiiç  —  15.0  •75^  +  6-  jy  *. 
Comparant  cette  équation  avec  Téquacion  o  =  A  --|-  B  y  -f* 
Cy* ,  il  vient  A  =  —  i  •  1x5,  B  «= —  15075^  ,€«-• 

AB 

5    .    ^-  &y  =«8— —->—:=  ^;^;^//T^^^    «r:^0»  00071^. 

Ainfi  «  =«  5  •  J  "H  y  fera  =   5*5  —  o  •  000713  a* 

5  •  4^^187  â  trés'peù  près.  Si  on  vouloit  une  racine  plus 
exadle  ,  on  la  trouveroit  facilement  ,  en  fuppo&nt  x  »•« 
5 -4^^x87  +y,  &  répétant  le  même  calcul. 

Cette  méthode  eft  très-utile  poiu  trouver  la  racine  3* ,  4* , 
5« ,  &c  d'un  nombre  qui  n'en  a  pas  d'exade.  Soit ,  par  exeinr 
pU  y  le  nombre  30  dont  on  demande  la  racine  cubique*  J^a 
plus  grande  racine  cubique  de  30  en  nombres  entiers  étant 
KB  3  ,  je  fuppofe  la  véritable  sacine^»  3  +y*  Donc  30  »^ 
x7  -f-  z7  y  -|-  :?  y  *  ,  en  négligeant  le  dernier  terme  y'  j 
donc  o  «==  —  3  -f-  ?.7y  +  py* ,  ce  qui  donne  A«««  —  3  , 

B=i7,  C!;  =  5>,&y="^^^-— -gg«. ^1^=0.1071  i 

6  la  racine  approchée  de  30  fera=»  3  •  1 071.  Si  on  vouloir 
avoir  la  racine  quarrée  de  »,  il  feroit  bonde  chercher  une  rà-»- 
cine  approchée,  en  prenant ,  par  exemple ,  |  pour  cette  ra- 
cine j  liippofant  enfuite  que  la. véritable  racine  eft  y  +  y ,  lo^ 
aura  %  ou^  =  ^  +-Ty+y%  ou  o  =  —  i +  7oy4; 
if  y*  'y  d'où  l'on  tire  A  «=^ —  i,B  =  7o,  C»>i5,y«n 

A  B 
ACirB%""^=^^^  ^""°  •  ^M^n  à-pcu-prè$; 

donc  (à  caufc  de  7  =1  '  4)  y^  1  »=«  l  •  414113  à  très- 
peu  près. 

85.  Si  l'équation  avoit  toutes  fes  racines  égales 
deux  à  deux ,  comme  iî  les  faveurs  d'une  équaoioa 
étoient  x — d^x — d^x — ■/?,  x — Pyàe  manière  qu'on 
eut  (a: — dy  X  [x — -/7)*=:o,  elle  ne  pourroit  changer 
de  figne  quelque  valeur  qu'on  mît  pour^A?  :  car 
que  x  — ^  foit  pofitif  ou  négatif,  fon  quarté  fera 
nécedairement  pofîtif.  De  même  fi  les  racines 
d'ime  équation  font  imaginaires  deux  à  deux^  queU 
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ques  nombres  qu'on  fubfticue  à  la  place  de  x,  on  ne 
trouvera  jamais  deux  réfulcats  de  figne  contraire , 
autrement  la  valeur  de  x  fe  trouveroit  entre  ces 
deux  nombres ,  &  par  conféquent  ne  feroit  pas 
imaginaire.  11  en  feroit  de  même  fî  les  racines 
écoient  en  partie  égales  deux  â  deux  &:  en  partie 
imaginaires. 

Il  nous  refte  dont  à  donner  la  méthode  d'avoir 
les  racines  imaginaires  &:  les  racines  égales  d  une 
équation.  A  Tegard  des  premières  nous  avons  déjà 
dit  (71)  qu'elles  fe  trouvent  toujours  en  nombre 
pair ,  &  que  fu  Tune  eft  repréfentée  par   a  -H 
b  \/( — i) ,  l'autre  fera  =a — b^ — i,  &  par  confé- 
quent les  deux  faéleurs  correfpondants  feront  x  — 
u — b^i^ — i),jk^ — ar\*b^{ — i) ,  dont  le  produit  x^ 
— iûA:-+-<z*-+-i*  fera  un  fadeur  rationel  du  fécond 
degré  ,  qu'on  trouvera  par  la  méthode  déjà  expli- 
quée (8 1)^  aprèsquoi,  par  la  méthode  du  fécond  de- 
gré ,  on  trouvera  les  racines  de  ce  faâeur  ou  de  ces 
laâeurs  s'il  y  en  a  pludeurs.  Par  exempUy  étant  don- 
née l'équation  jr^-|-jr*  —  Zx — i  o  =  o ,  je  trouve 
3u'elle  a  un  fa£teur  ji;»H-2a;-|-iodu  fécond 
egré  &  un  fadeur  x  — - 1  du  premier  ,  lequel 
donne  une  des  racines  =  1 .  Réfolvant  l'équation 
jr*  -H  *  a:  -4-  I  o  =5  o  ,  on  trouve  x  ^=^  —  i  it 
V^( — 9)  »  donc  les  deux, racines  que  donnent  le 
fadeur  du  fécond  degré  font  imaginaires. 

Pour  avoir  les  racines  égales  d'une  équation , 
multipliez  chaque  terme  par  l'expofant  de  x  dans 
ce  même  terme  &  diminuez  cet  expofant  d'une 
unité  »  vous  aurez  une  nouvelle  équation  ,  dont  le 
plus  grand  commun  divifeur ,  avec  la  propofée^coni' 
tiendra  les  racines  égales  de  celle-ci ,  mais  élevées 
4  une  pui(Iànce  moindre  d'une  unité  :  c'eft-à-diie , 
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par  exemple  ,  que  s'il  y  avoit  trois  racines  égales 
dans  la  propofée ,  il  n'y  eh  aura  que  deux  dans  le 
commun  divifeur.  En  effet  (:rH-a)'*  =  x"*-t- 
mx"^"^  a+  &:c,  •  •  •+û"*.  Donc  multipliant 
chaque  terme  du  fécond  membre  de  cette  équation 
par  l'expofant  correfpondant  de  jc  (  en  faifant  atten- 
tion que  le  dernier  terme  eft  cenfé  niultiplié  par 
jKT®  =  1  ,  &  qu  ainfi  on  doit  multiplier  ce  terme 
par  o  ) ,  &  diminuant  Texpofant  de  x  d'une  unité  , 
on  aura  m ;!;"••*  -h /w  X  {m — i  )  x'*~*  ^z,  &c. 
c'eft-à-dire ,  /tz  ( ;!i; "* "  " -4-  (m  —  i^x^" ^a-^{m —  r) 

X a;"*'^  a*),  ou  m  (jc+û)'*"'\  Mais  le  plus 

grand  commun  divifeur  de  cette  quantité  &  de 
(jc-f-a)  *,eft  (;ir+fl)'*  "  '  qui  contient  une  des  racines 
égales  de  moins  que  (a:-1-û)"*=o.  Si. l'on  avoit 
1  équation  (^  -H  ^  )**  X  {x-^dy  =  o  ,  en  déve- 
loppant les  deux  fadeurs  (x  -4-  iz  )  "* ,  [x-^iy  ^ 
multipliant  les  deux  réfultats  l'un  par  l'autre  ,  on 
trouveroit  qu'en  multipliant  chaque  terme  duréful- 
tat  par  l'expofant  de  x  ,  &  diminuant  cet  expofant 
d'une  unité ,  on  trouveroit ,  dis-je  ,  la  quantité 
m{x  ->raY"  X  (^r+rf)^  -^  p^x-^arx 
i^x.-^-  d)^'^  y  dont  le  commun  diyifeur ,  avec 
le  premier  membre  de  l'équation  propofée ,  eft 
(jtr+a)"»""' X  (jc-J-rf)^"'  ,  &  ainlî  de  fuite 
quel  que  foit  le  nombre  des  facteurs» 

Soit,  par  exemple  y  l'équation  x^ — 6x^  H- 
1 1  a:  —  8  ==  oj  pour  en  trouver  les  racines  égales  ^ 
je  multiplie  le  premier  terme  par  j  ,  le  feconiî 
par  2  ,  le  troifiéme  par  i  &  le  dernier  par  o  ,  parce 
que  celui-ci  eft  cenfé  multiplié  par  x^  =  i,  &  j'ai 
en  diminuant  l'expofant  de  x  d'une  unité  y  ix^  ^ — 
1 1  ;i:  + 1 2  3=  o.  Le  plus  grand  commun  divifeur  de 
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ces  deux  quantités  eft,par  la  méthode  ci-defTus  (;  i  )> 
x^ — ^4  jc-+-4=  o ,  qui  doit  contenir  une  d^s  racines 
égales  de  moins  que  la  propofée.  Pour  trouver 
cette  racint  égale ,  |e  multiplie  les  termes  de  cette 
dernière  équation  par  les  expofants  correfpondants 
de  JkT ,  ayant  foin  de  diminuer  d'une  unité  les 
mêmes  expofants  ;  ce  qui  me  donne  ix  —  4  =  0, 
dont  le  divifeur  commuiL  avec  x*  — ^  4^-1-  4  eft 
X  —  i  y  qui  contient  encore  une  des  racines  égales 
de  moins  j  donc  divifant  le  quotient  par  x  —  2  , 
le  réfultat  x  —  1  fait  voir  gue  l'équation  a  deux 
racines  chacune  =  ^.    Divifant  l'équation   par 
{x  —  lY  yle  quotient  x-^i  indique  que  les  trois 
racines  de  l'équation  font  chacune  =bz  1.  On  auroit 
trouvé  de  même  ces  racines  en  cherchant  les  di^. 
vifeurs  ratiouels  du  premier  degré  de  Téquation 
propofée. 

Autre  Méthode.  Soit  l'équation  «'•  -j-  5  x'  —  9x  +  ^ 
•Bs  o.  Pour  favoir  fi  elle  a  deux  racines  égales ,  &  quelles 
font  ces  racines  ,  je  fuppofe  un  divifeur  du'fècond  degré 
x^  —  ifx  +/*  =  o  qui  contienne  ces  racines.  Multipliant 
cette  équation  générale  du  fécond  degré  par  une  autre  x  — 
|r  =a  o  qui  puiiie  donper  un  produit  du  m^me  degré  que  U 
propofée ,  je  trouve    *'  —  zfx''  +/*  jc  — ffg'^  o 

Comparant  celle-ci  avec  la  propofôe  »  je  vois  que  ces  équa- 
tions ne  peuvent  être  égales  comme  elles  doivent  Têtre ,  i 
moins  que  les  mêmes  puinances  de  Tinconnue  n'aient  les  mêmes 
coef&ciens  ,  ôc  que  le  dernier  terme  ne  foit  le  même  dans . 
les  deux  équations.  Donc  je  dois  avoir  —  x  f —  i?  =■  3* 
Maintenant  ,  fî  par  le  moyen  de  ces  /i-(-i/^r=a— p.. 
équations  je  puis  trouver  la  valeur  de/,  — f^  ^  =  î» 

elle  fera  une  des  racines  éeales  de  la  propofée,  fi  je  ne  trou-? 
ve  aucune  valeur  pour/,  la  propofée  ne  peut  avoir  des  ra- 
cines  égales. 

La  première  de  ces  équations  donne  g  a*  —  tf —  j. 
Subftituant  cette. valeur  dans  la  fi^conde ,  j'ai  /^  «-^  4/^  -^  6/ 
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^«1  — P  ,  ôu  }  /*  4-  6f^  9  I  ou/*  -4-  %f  —  î.  Mais 
la  troiâeme  équation  devient  (  par  la  fubflittttion  de  la  valeur 
4e  g)  »/'  -f-  j/*  «=■  5  (B.J  Si  on  multiplie  réquation  /* 
-f- 1/=  j  par  x/,  pour  avoir  xf*  -^  4/  ^  «■  ^/,  &  qu'on 
en  retranche  Tëquation  B  le  premier  membre  du  premier  mem- 
bre ,  le  (ècond  du  fécond,  il  viendra/*  =»  6  / —  5.  Rc- 
traodianc  celle-ci  de/*  +  *y  ■"  5  j  où  trouvera  »  /^=«»  — 
6f  -f-  S ,  ou  8/e=  8 ,  K>u/«=»  I.  Il  y  a  donc  dans  la  pro- 
pofée  deux  racines  égales  à  l'unité ,  &  défignées  par  les  équa* 
dons  £mples  x  —  i«»OyX  —  i  oso.  La  troifîeme  racine 
eil  jK  a»  —  ^^  elle  réfiilte  de  l'équation  fimple  x  -f-  J  **  o* 

Soit  encore  l'équation  x*  —  4*-|-j  =  o,  dont  on  de- 
mande les  racines  égales  »  en  fuppofant  qu'elle  en  ait  de 
telles*  Je  prends  l'équation  xx  —  %fx  -^f/mmi  o  ,  qui  doit 
renfermer  les  racines  cherchées.  Je  la  multiplie  par  une  autre 
équation  générale  du  fécond  degré  xx  — p X'-^q^^o^  afia 
d'avoir  réquaticm  A ,  du  même  degré  que  la  propofée 

4-  g  X*  — i/î« 

Si  l'on  fuppcCe  maintenant  que  Péqaatîon  A  eft  la  même 
^tte  la  propose  dans  laquelle  le  fécond  &  le  troifieme  ter« 
mes  manquent ,  nous  aurons  les  équations  qu'on  voit  ici. 

I.    »/-»-    p   ^o  m.  f\P'+'tfq'^é^ 

n. /*+i/i>+î— 0   iv./'î— j. 

Lapremiere  de  ces  équations  donne  ;;  =»  —  tf.  Cette  valeur 
de  p  étant  fubfUtuée  dans  la  féconde,  on  trouve  a  «»  j/^«  De 
ces  valeurs  de  p  Se  icq  fubiUtuées  dans  la  troiueme ,  on  tire 
—  xP  -H  6/' «-4,  ou  4/»  «a  4,  ou/»  —  I.  Si  la  qua- 
trième équation  ne  s'accordoit  pas  avec  celle-ci ,  on  conclu- 
roit  que  la  propofée  n'a  pas  des  racines  égales  y  mais  en  CvhC- 
tituant  la  valeur  de  ^ ,  la  quatrième  devient  3  ^  «»  3  ^  ou  /4 
■»  1 1  qui  donne /«=»!)  tandis  que  l'équation/'  ■»  i  donne 
aiiffi/ess  I.  La  propofée  a  donc  dent  racines  égales  à  Tunît^ 

8^.  Avant  de  palier   plus  loin,   nous  allons 

donner  la  méthode  de  trouver  les   racines  des 

quantités  de  cette  forme  A-+-  V®>  A  défîgnant 

une  quantité  rationelle.'  Soit/^  +  q  la  racine  quai'» 

Toml.  K 
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rée  de  la  quantité  propofée  ;  donc  le  quarré  de 
cette  quantité  fera  p^  -^  ipq-^q^  =  A-+-y^B. 
Il  eft  évident  que  foit  qu'on  fuppofe  p  uti  radical  ^ 
auflî-bien  que  q  ,  foit  qu'on  fuppofe  que  q  eft  feu- 
lement  radical ,  il  eft,  dis- je,  évident  que/?*  -+- 
q^  fera  une,  quanti  té  rationelle  =  A ,  &que  ipq 
fera  un  radical  quarré  =:  \/B  ,  quantité  que  nous 

ferons  ==  b ,  pour  plus  <le  (implicite  j  donc  ps=s  —  j 

mais  à  câufe  de/?*-hj*=A,  onaen  fubftituanc 

dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de/r. 


^2  =  A ,  ou  en  multipliant  par  q^  Se  tranfpofant , 

^* 

^4  —  Aq^  = •   Enfin  réfolvant  cette  der- 

4 

niete  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  , 
il  vient  q^  =  i  A±  r  V^(A* — **);  donc  q=± 
V^[  î  A  ±:  7  \/(A»  —  y)  ].  Subftituant  cette  valeur 
de  q  dans  l'équation  /?»  -f-^*  =  A  ou  /?*  =A 
—  q^  ^  on  a  /?  =  ih  V^(A  —  q^) ,  ou  p  =  i: 
V^[7  Aip  \/(A» — 3»)].  Donc  la  racine  cher- 
chéep^q  =  ±\^[{A±{\/iA-—b^)]'± 
V[iA+^{A*— 0],ou±V[^A+V(A^-*^)] 
db  \/[  T  A — f  V(A»  — **)]  :  car  cette  expreffion 
revient  au  même  que  celle  qu  on  trouveroit  en 
prenant  le  figne  fuperieur  de  l'un  &  de  l'autre  radi- 
cal \/(A*  —  i») ,  feulement  zlots^p  fe  changeroit 
en  q  ôc  réciproquement.  Quant  aux  fîgnes  de  q  6c 
dcp  y  il  eft  aife  de  voir  que  Ci  A  Se  b  ont  le  figne 
^^  p  Se  q  doivent  itre  où  tous  les  deux  pofîtiâ 
ou  tous  les  deux  négatifs  *.  Mais  ils  doivent  avoir 

■  ■■!        I  I  I      — — — Il        II  — w^—M—^i— i^a^ 

*  A  5e  ^  ne  peuvent  être  à  la  fols  négatiâ  ,  parce  que  la 
ncine  cherchée  ieroit  imaginaire* 
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des  fignes  contraires  fi  ^efl:  négatif  j  czxp  -H  j  >  ou 
' — p  — ^  font  les  racines  de  p^  -+-  tp  q  -^^  q^  ^ 
tandis  que  p  —  q  y  ou^  —  p  font  celles  de  A  — 
t  i=^p^  —  xpq  -{^  q^.  Et  de*là  il  fuit  que  toutes 
les  rois  que  la  quantité  A  -h  ^  aura  une  racine 
quârrée,  V^(A  — A)x  V(A-+-*)=y(A*— 3») 
s=i^i  — q^  fera  une  Quantité  commenfurable  ,  & 

u'ainfi  p  Se  q  feront  tout  au  plus  des  radicaux 

impies. 

Soit  la  quantité  rf*  -+- 1  — ^id  y^c  dont  on  de- 
mande la  racine.  Faifant  A  =  rf*  H*-  t ,  ^  =3 
^  id  \^c  ,  on  a   V'(A*  —  *")  =  </^  —  c  , 

V[TA-hiV^(A^-^^)]^^&VpA-^V^(A^^30] 

ïî=  \/c.  Donc/;  —  q=^d —  y  c,  racine  cherchée* 
On  donne  le  figne  — •  à  la  quantité  q  ,  à  caufe  du 
figne  — *  du  radical  de  la  quantité  propofée. 

Soit  maintenant  propolé  de  trouver  la  racine  de 
la  quantité  5  -H  1  y  6.  Puifque  A==  5,  ^s:±iytf. 
Ton  aura  V(  -A*  —  i  *  )  =  i  ,  &  la  première  partie 
de  4a  formule  devisindta  y^j  ,  &  la  féconde  \/i  ; 
donc  la  racine  cherchée  eft  it  V^3  zfc  V^i.  On 
trouvera  par  la  mègie  >méthode  que  la  racine  de 
II  —  6  yz  =  j  —  \/i.  Mais  fi  Ion  vouloir  avoir 
U  racine  de  i  -+-  y'j  ,  on  trouveroit  \/(A^---**) 
^=  V— ^^,  quantité  imaginaire.  Alors  prenahr  la 
racine  approchée  de  ;  ,  &  lui  ajoutant  t  ,  je  pten- 
drois  enfuite  la  racine  de  cette  fomme ,  que  j'aurois 
du  moins  par  approximation. 

Cherchons  maintenant  la  racine  cubique  dé  là 
quantité  a  -+-  ^d ,  ondea-^b  ^  h  étant  un  radi- 
cal quatre  &  a  une  quantité  rationeile  5  mais  atipar 
ravant  écabliilbns  le  Lemme  fuivant. 

L  £  M  M  %.  Dxms  un  Binôme  quelconque  û^h 
élevé  à  la  puljfancc  fn  ^  la  différence  du  quatre  dt. 
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la  fomme  dés  tçrmts  qui  occupent  des  rangs  im^ 

pairs  au  quarré  de  la  fomme  des  termes  des  rangs 

pairs  ejl  =(a* — **)"*.  On  peut  le  vérifier  aifémenc 

Soit  maintenant  la  racine  cherchée  =:  (/^  +9)  X 

\x^  p  étant  rationel ,  q  un  radical  quarré ,  &  x  un 
radical  cube  \  car  il  eft  aifé  de  voir  que  p  ne  peut 
être^un  radical ,  parce  que  le  cube  d!e  cette  racine 
contiendroic  plus  d'un  radical.  Mais  auflî  on  voit 
que  la  racine  peut  contenir  un  radical  cube  qui  afTec- 
teroit  fes  deux  termes.  En  élevant  au  cube  la  racine 
propofée  »  on  trouvera  que  la  fomme  des  termes 
de  rang  impair  eft  rationelle ,  &  par  conféquenc 
^ssa»  &  celle  des  termes  de  rang  pair  irrationelle  ^ 
ic  par  conféquent  =:  ^  ;  donc  retranchant  le  quarré 
de  la  féconde  fomme  de  celui  de  là  première  ^  on 
auratf*— -i*»/^  jf* —  ip^x^  q^^ip^  x^q^ — 
x^  q^  9  ou  en  multipliant  le  tout  par  x  prenant  la 
racine  cube  des  deux  membres  »  8c  divifant  enfuite 

I .—H-: 

par  X,  /?*  — ^*  == >  donc  pour  que 

p^'—q^  foit  i^ationely  &  par  conféquent  poiu:  que 
€t  *H*  ^d  ait  une  racine  cubique  »  il  raut  que 


V(tf*  —  b^)x  foit  un  cube  lexaâ,  çç  que  Ton 
peut  obtenir  en  prenant  pour  x  ime  quantité  con- 
venable j  mais  fi  a*— 3*  le  trouve  un  cube  partit , 

?■    ■    ' 

on.  fera  ^,8=3  1.  Suppofbns ==/>  nous 

aurons  p^  —  q^  ^^^4 ^  ^  ^*  s=^*  — yi  Subfti- 
tualit  cette  valeur  dans  Téquation  a=^p^  jf-f- 
jpq^x  (qu'on  trouve  en  égalant  la  fomme  des 
terhies  impairs  du  cubç  de  la  racine  cherchée  à  la 
quantité  rationelle  it  )  >  il  viendra  en  réduifant 


f 
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&  tranfpofant ,  4/'  x  —  jjTp  x  —  ^  s=s  o.  Afîa 
donc  que  p  6c  q^'  (oient  rationels ,  il  faut  que  la 
valeur  de  p  tirée  de  cette  équation  (  en  regardant 
p  comme  l'inconnue  ) ,  foit  rationelle }  on  cher« 
chera  donc  les  divifeurs  commenfurables  de  cette 
équation ,  qui  ne  peut  manquer  d'en  avoir  û  p  6c 
q*  peuvent  être  rationels  ,  c'eflràrdire  ^  (i  la  quan^ 
cite  propofée  a  une  racine  cubique. 

Soit  la  quantité  ao  -4*  i  r  ^3  ,  dont  on  demande 
la  racine  cubique.  Épiant  xo  àa^  Ôc  12.^}  à  ^^ 
nous  aurons  ^i*  s=ss4oo  ^  i*  =  4}i ,  a*  —  b^ — i  ■ 
3 1  qui  n'eft  pas  un  cube  ;  mai»  fi  je  multiplie  cette 
quantité  par  2  sss  x ,  il  viendra  —  ^4  »  '  cube  de 

—  4.  J  aurai  donc  — ^^ L^«=-^-^ — ^s=3— • 

^  sa: —  2l  =3/,  &  Téquation  4^'  x  —  ifp^^'^ <t 
«==0  devtenr  8/>'-4-  iip  — 10=30,  ou  en  divi» 
iant  par  8  &  réduifant ,  p'  -t-  7/  —  7  =  0.  Otant 

les  fraâions  en  fuppofant  /^  =  —    &  réduiiànt  > 

l'on  'a  y'  4-  tfjy  -^  ao  sss  o  ,  dont  le  feul  divi- 
feur  rationel  eft  y  —  a  &  le  quotient  y*  4-  ajr 
•4*  1  o  Gss  o^  dont  les  racines  font  imaginaires.  Le 
divifeur  rationel  donne  yssaz  Sc  par  conféquent 

psssiksss  i  y  Qc  parce  que /=«—  1  ,  l'équation 
q^sssp^  — fy devient ^sss i^tsssf  6c  y=s y j , 

&puifque xssii^(p^q)  \x fera  =  (i -4- Vî) 

Soit  ^ropofée  maintenant  ta  quantité  2  -4-  V5^  » 
dont  on  aemande  la  racine  cube.  Nous  aurons 
«cai^^csy^^tf*—- ^««BS4.~jsas — i  jcube 


•■ 
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de  —  I  j  donc  x  s=s  i  Se  f±=:  —  i  j  donc  notre 
équation  devient  4/?''+'}^ — x  =k=o,  &en  fup* 

y 

pofant  /?  =  —  ,  on  trouve  cette  autre  équa- 
tion y^  -^  iiy  "-r^  }i  ^Bs±  o  ^  qui  n*a  qu'un  feul 
divifeur  rationei  y  — ^2=0,  les  racines  du  quo- 
tient ^*  -H  ly  H-  itf  =  o  étant  imaginaires  j 

donc^Œsi  &cp7=^  i=aiï=|  j  donc  j*5=:/;»-^ 

4 
/=  î  -^^  I  ==  ;  ;  donc  ç  ==i  y  5  j  donc  (p-f-?; 

^  y  a:  =  f  r+r  i  \/^.   On  trouvera  de  même  que 
|a  racine  cube  de  jo  -ti-^  14  \/i  eft  2  -4-  \/2, 
Si  Ton  demandoit  la  racine  cinquième  de  la  quan« 

tité  a"\^  y/d^=s  a-r^^b,  je<fuppoferois  v(tf -+-*)  =5 

(pA^qy  y^  y  p  étant  rationei  8c  q  ixn  radical  du 
fécond  degré  j  car  il  eft  évident  que  p  ne  peut  être 
un  radical  ,  autrement  la  cinquième  puiilance  de 

(p  +  q)  y  AT,  contiendroit  phis  d'un  radical;  mais 
on  voit  auffi  que  les  deux  parties  de  la  racine*  peu- 
vent être  multipliées  par  un  radical  du  cinquième 
degré  qui  ne  doit  plus  fe  trouver  dans  a  -4?  t»  Éle- 
vant à  la  nuiflance  cinquième,  la  racine  fuppofée; 
la  fomme  des  termes  de  rang  impair  fera«=saj|  celle 
des  termes  de  rang  pair  étant  2=  i  ,  la  dincreiice 
des  quarrès*de  la  première  8c  de  la  féconde  fomme 
fera  û»  —  *^  =  (^  r+r  ii)x{a  —b)  a=  {p^  —  ^*)«. 
X  x\  Multipliant  par  x  '  l'on  ^  (/?*  -—  ç*)  ^  x  jc  ^  =» 
x^  (tf*  — -  A*) ,  ou  en  prenant  la  raciiiè  cinquième» 

{p>^^  q^)x  =*  \/(x5  a^^x n^),8ç  wfin/^-- 

i^^^ .  •■  A.  ■      Vii^j.  «pr  fi  l:orf(|qe  iz*  ^^  é^  ^* 
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une  cinquième  puiffance  parfaite  ,  Ton  ftippofera 
X  s  I.  Dans  le  cas  contraire  on  multipliera  a^ — 
i*  par  un  multiplicateur  propre  à  rendre  cette  quan- 
tité une  cinquième  puiflance  parfaite ,  &  Ton  aura 

/en  divifant  y  (^"^  —  A*j  at^  par  la  racine  cube  du 
.  multiplicateur  a:  5  .  De  l'équation^*  —  q^z=;f^  on 
tire  ç»  =  p"-  — /  &  q==^{p^  — /).  On  con- 
noîtra  donc  j,  auflî-tot  qu'on  connoîtra/&^.  Al  e- 
gard  de  cette  dernière  quantité  ,  on  la  trouvera  en 
égalant  à  ^  la  fomme  des  termes  rationels  de  la 
cinquième  puiflance  de  la  racine  fuppofée.  De  cette 
égalité  y  en  fubftituant  la  valeur  de  q*  prife  dans 
l'équation  ,  q^s=zp^ — /,  on  déduira  l'équation 


i6p^  X — lop^  fx'+'  $pf^x  —  a  =  o.  Cette 
équation ,  après  les  fubftitutions  des  valeurs  de  x 
Se  de/,  étant  changée  en  une  autre ,  dont  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  foit  i ,  fera  connoître  p  en 
s'y  prenant  à-peu-près  de  la  même  manière  que 
nous  vehons  de  le  voir  pour  les  racines  cubiques. 

Pour  avoir  la  racine  feptiéme  de  la  quantité  Vz  H- 
^d  =  tf  •+•  ^ j  fuppofant  cette  racine  =  (p  -+-^  ) 

7  * 

X  yxy  élevant  cette  racine  à  la  feptiéme  puif- 
fance 3  égalant  la  fomme  des  termes  de  rang  im« 
pair  à  la  quantité  a ,  Se  celle  des  termes  dé  rang 
pair  à  la  quantité  i ,  ôtant  le  quarré  de  Ix  dernière 
fomme  de  celui  de  la  première  ,  nous  aurons 
{/*  —  î*  )^  ^  x^  =2  û»  ; —  A* ,  multipliant  pJt  x^ 
prenant  les  racines  feptiémes  Se  divifant  enf^ite 

7       I  II  I  I     '  I  ■ 

par*.  Ion  af»-r^»s=! =/j 

donc  p^  —  q^ssfy  ou  j*  ^=^p^  — /  Il  eft  évi- 
dent que  cette  équation  fera  connoître  q^  auffi 

R4 
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tôt  qu'on  connoîtra  fie  p.  On  connoîtra/en  cher- 
chant la  valeur  4e  :r,  ce  qu'on  fera  à-peu-près 
comme  nous  l'avons  explique  pour  les  racines 
troificme  &  cinquième.  A  Tcgard  de  /? ,  fi  l'on 
égale  la  fomme  ats  termes  de  rang  impair  de  la 


pui(ïance  fçpticme  de  (p  -4-?)  ^x  i  la  quan- 
tité a ,  en  fe  fouvenant  de  fubftituer  /i*  — -/i  1% 
place  de  q^ ,  on  en  déduira  l'équation  S^p'^  x  -^ 
iiip^  fx'+' s^p^f^ x-^ypP  x-^a=s  o,quî 
fera  connoître  la  valeur  de  p  en  cherchant  les  divi- 
feurs  tationels  de  l'équation  qu'on  trouvera  en 
tt^nsformant  celle-ci  en  une  autre ,  dont  le  premier 
terme  foit  fans  coeflScient^  On  trouvera  de  même 
pour  la  racine  onzième  de  a  *+-  \/rf  =s  a  +  i  , 

l'équation  î^iHf^nillss;,*  — ç»=/,  &  l'oa 

connoîtra  p  par  le  moyen  de  l'équation  lot^p^^x 
—  i8 1(^/79  fx  +  zii6p7f'x--^  11)1  p^  f^  X 
•4-  iiop^  f^x  —  ^^pf^  X  —  a=:o.  On  peut 
voir  maintenant  comment  il  faut  s'y  prendre  pour 
avoir  les  racines  ij*,  17*^  &c.  dont  les  expolants 
font  des  nombres  premiers.  Mais  fî  l'expolant  de 
la  racine  n'étoit  pas  un  nombre  premier ,  qu'il 
fut  I  5  ,  par  exemple  ,  ou  9  ,  on  prendrait  d'abord 
la  racine  cube ,  &  enfuite  la  racine  cinquième , 
s'il  s'agiflbit  de  la  racine  15*,  ou  feulement  la  ra- 
cine cube  du  réfultat ,  s'il  n'étoit  queftion  que  de 
la  racine  9',  Si  le  premier  réfultat  n'avoit  point  de 
racine  5*,  on  feroit  sûr  que  la  quantité  propofée  n'a 
point  de  racine  1 5^  De  même  fi  le  fécond  réfultat 
n'avoit  point  de  racine  cubique*,  la  quantité  pro* 
pofée  ne  peut  avoir  de  racine  9^ 
Si  la  quantité  propofée  eft  de  cette  fotm^  \/a 
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%/rf ,  on  la  miiltipliera  par  ^a ,  le  produit  fera 
aô  la  forme  ci-deiTus  \  mais  il  faudra  divifer  la 
racine  du  produit  par  la  racine  du  'multiplicateur. 

Pom*  avoir  la  racine  m  de  (  \/a  -{-  \/rf  )  \/c ,  on' 
multipliera  cette  qiuntité  par  ^a ,  &  on  la  divi- 


fera  par  \/c  ,  &  Ton  aura  la  quantité  a^b  ^ont 
on  prendra  la  racine  m  \  mais  on  divifera  le  ré- 

fultac  par  ^a  te  on  le  multipliera  par  ^c.  A  Té* 

gard  de  /?,  il  doit  avoir  le  figne  de  tf ,  &  ç  celui  de  b. 
87.  Qu'il  s's^iilè  d'extraire  la  racine  quartés  de  la  quan* 
tité  A-f-^B-f"^C-f-^Dqui  renferme  une  panie 
racionelle  &  trois  radicaux  dft  fécond  degré.  Je  fiippofe 
que  la  racine  cherchée  cft^^+ VH"  V'"»  Elevant  cette  quan- 

ifi  en  égalant  la  partie  rationelle  i  . 

lux^arties  radicales  de  la  quantité  ^     ^ 
pourrons  former  les  quatre  équations  (uivantes  :  p+^-f-r  =«  A  , 
X  V'/?^=aV8>  1  ^/Jf'^vC,  i^^r=VD.  Par  la  féconde 

B  •       C 

^  == ,  ûar  la  troificmc  r-= ,  &  par  la  quatrième  r  »« 

AP  AP  ^ 
•  Subftituant  dans  la  première  les  valeurs  de  ^  &  de  r 

B 

données  par  la  féconde  &  la  troifieme ,  il  viendra^  ■{  -f* 

^P 
— — A,ou/i^4.  j  +  — =pA,ou/7F— ^A— ^ — , 

.    .  AA        AA  — B  — C                 A 
ou/;p  — pA  +  -^  — ^^ »  f ^  «- 

-f-^B-f-yC+^Deftun  quarté  parfait ,  la  quantité 
V(A  A — B — C)  deviendra  rationelle,  parce  que  A  A — B  — 

C«=  (;^  + ^ "+•'•)*—  ^pq  —  ^pr^  {p—q  —  ^Y  , 

'ce  qui  donne  V(  A  A — B  —  C)  — p  — ^— -r.  Des  qu'on 
aut»  tronvé  />j|  on  srati^  ^  par  l'équ^ûm  j  «^  — -,&rpa« 


iMMBVtMirikMta 
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C        .  *         D 

r^quation  r  =  —  j  mais,  parce  que  r  cft  auf&  «=1  —  3  il  eft 

néceflaire  qu*après*àvoir  iéttttmnip  ^q  yr^  on  ait  l'équation 

C        D 

"ic  condition  —  «»  —  «  2^  que  Textraélion  de  la  tacine 

{oit  poffîbler 

Qu'on  fe  propofe  d'extraire  s*il  eft  pofEble  la  racine  quar> 
rée  dl  la  quotité  10  -f-  ^  14  -f-  y  40  -f-  V  60.  Faifant 
A  =ï  10 ,  B  ^=5 14 ,  C  <=■  40»,  D  =  éo  ,  nous  trouverons 

B  C 

g.^sa  —  =— i,  r=-  —  «s-J.  D'un  autre  côté  l'équation 

C         D 

- — '•  =^  — .donne  <=8oxequi  étant  abfurde,ondoit  conclure 
4^        4?  ^ 

que  les  nombres  trouvés  p^q^mt  (ont  pas  les  véritables.  Fai- 
sons UQe  autre  hypothèfe  en  fuppo&it Aa=aio,  B  =  40| 
D  «=  Z4  &  C  8»  éo  y  nous  aurons  A  A  —  B-kC=»o,  p 

4P  4î 

donc  la  racine  quarrée  de  la  quantité  propose  ^  p  +  V  f  4* 

On  opérera  femblablement  pour  les  quantités  de  pareille  na^ 
ture  ,  lorfque  les  racines  quarrées  devront  contenir  4 ,  J  ,  tf 
ou  un  plus  grand  nombre  de  termes* 

Des  Equations  du  troijîémc  &  du  quati^icme  degrés 

88.  Soit  une  équation  du  troifiéme  degré  at '— 
I  ==  o  ,  cette  écjuation  étant  divi£ble  gar  x  —  i 
c=o ,  &  le  quotient  étant  x*  -i-  at -+*  i^  o ,  donc 


quotient 
les   racines    font  — -^^ ,  Ton  aura  pour  les 

trois  racines  cubiques  de  lunîtié,  i  ^      ■      , 

-^ —-•  On  trouvera  facilement  que  les  quatre 
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racines  de /l'unité  que  fournit  Téquation  x^ — i==o, 
font  i^  —  I ,  +  V —  I ,  —  V  —  ï  :  car  l'équa- 
tion x^  -^  I  =  G  eft  divifible  par  x^ — i  =  o  & 
donne  pour  quotient  ^*  -f-  i  =  o  j  or  les  racines 
de  ces  deux  dernières  équations  donnent  les  quatre 
racines  ci-deflTus. 

Cela  pofé.  Soit  une  équation  du  troifiéme  degré 
délivrée  du  fécond  terme»  (  ce  qu'on  peut  toujours 
obtenir  (74)  )  x^  —  jax  —  3  =  o.  Suppofons 
Ar=/i2-+-/ii  donc  x^:=m^'+'}mn{m-^n)  ^n^^ 
ou  en  fubftituant  à  la  place  de  m  -^n  Ùl  valeur  x 
&  tranfpofant  tout  daas  le  premier  membre,  a? ^ — . 

^  j  =3  o.    Comparant   cette   équation 

avec  la  propofée  terme  à  terme  l  l'on  a  /12/2  =s  ^ , 
jn%  -4^72?  =:^.  Mais  l'équation  mn:s=:^a^  donne 

7x3  s=3  — --  r  donc  en  fubftituant  cette  valeur  dan? 

k  dernière  équation ,  m'  -+•  —  îf=*.  Multipliant 

par  m^  &  tranfpofant ,  m^  —  hm"^  srs^ —  ^3,  Cette 
équation  étant  réfolue  par  la  méthode  du  fécond 

degré ,  donne  m»  =5  —  ±:  %/(— —  tf M  ,   & 

enfin  m  s'a/T  — r  :£  %/ à^y  Si  dans 

réquAtion  m^  4- /z' s=a?:  A  au  lieu  de  la  valeur 
de  n  y  on  fubftîtue  celle  4^  m  prife  de  l'équation 

3  il ,  on  trouvera  n  =cs  %/  (y±  y ^^  i 


4onc  xssam^n  =  V^Ct  "^  X/""^  —  *'/ 


m 
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•t-  Y  (7  —  y -  — tf ')  *.  De  l'équation  ci- 
deffus  /a'  çs«— i:%/f ^'}*  ^^  tire/n^ 

«XX  f  —  db  \/—  "^  ^' } >  donc  en  prenant  les 

racines  cubiques  de  l'unité ,  6c  les  multipliant  par 
la  valeur  de  m  on  aura 


m 


VirW'i-") 


m 


m 


Multipliant  dé  même  les  valeurs  de  n  par  les 
cacines  cubiques  de  l'imité  ;  l'on  aura  les  quan** 
tirés  qu'on  voit  *ici  :  • 


-i-V(-j) 


«h 


*  On  donne  le  figne  -|-  ^  l'un  des  radicaux  qvànrét ,  &  le 
£gne  —  à  Tautre  y  afin  que  le  produit  mn  Coït  oa  4  ou  qu» 
m"  xn*  =  a*  »  ce  qui  n'arriveroit  pas  fi  les  deux  radicau;^ 
qaarrés  avoicat le mâacfigne. 


4iÉk 
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m+/ï=5X! 


</iT-\/'-;-"h 


t~i+V^(-5)l 


On  n*a  pas  combiné  d^autres  valeurs  de  m  8c  de  n, 
parce  que  leur  produit  mn  nauroic  pas  donné  a  ^ 
nim^  n^  la  quantité  a'. 

• 

De  ces  trois  valeurs  de  x  la  première  eft  toujours 
réelle  9  mais  les  deux  autres  font  imaginaires  H 

—  ]>  tf ' ;  elles  font  réelles  fi— s=a',oufî  —  ^tf'l 

4  4  4 

c*eft-à-dire ,  fi  la  quantité  %/  f a^jtSi  ouo ,  ou 

h  h* 

imaginaire.  Pour  le  démontrer  foit  —sssp ,  ^  <— ^f 

•  4  - 

SI  i^^quantité  négative  toutes  les  foi;  que  a'  ^  — • 


•M 
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par  la  formule  générale  du  binôme  de  Newton  *  , 
m  ==^v^(;>  -t-V^  fera/'  -^if*  y/'i—\P^^ 

j  p~  ^*  —  j  p~  q  £cc.  j  donc  *  «ss  m  -4-  rt 

1-5 

tp^  -*-  7  /^  '  &c. ,  quantité  qui  ne  contient  aucun 
radical.  Donc  la  première  racine  efttpu jours  réelle. 
La  féconde  racine  peut  être  repréfentée  par  m  X 


~  X  \/(-^3  )•  La  première  partie  eft  évi- 
demment rationelie  ^  qutoc  à  la  féconde ,  en  retran- 
chant la  féconde  férié  de  la  première  >  vous  trou* 

verez =  j  /?  »  ^q^±p  >  q^qicc.  dont 

tous  les  termes  font  affeârés  -de  \^^'i  Mais  ^q  x 
V( — 3)  ^^  ^'^^  quantité  réelle  fi  ^  eft  une  quantité 
négative  ,.  &  imaginaire  iî  j  eft  une  quantité  pofî-T 
tive  ;  donc  la  féconde  racine  eft  réelle  dans  le 
premier  cas ,  &  imaginaire  dans  le  fécond.  La 

troificme  racine  peut  êtr,e  repréfentée  par r-^ 

-+• ^X  V^(— '3)^  dont  la  première  partie  eft 

réelle.  A  l'égard  de  la  féconde,  en  otant  la  première 
férié  trouvée  ci-deffis  de  la  féconde ,  divifant  le  ré- 
fultat  par  i/c  le  rtiïlifipliant  par  \/(-— 3),on  verra 
'de  même  quç  la  qaantité  réfuf  tante  fera  réelle  lorf- 
que  q  fera  négatif ,  &  imaginaire  fi  j  eft  pofitif. 

*  La  forrtiulc  (  tf  -f-  ^  )»  «=  tf*  +  m  û"^'  ^  -f-  &Cè 
s^pelle  le  binôme  deNewtoft^  parce ^ue  Ce  grand  Géoioé^re 
cor  eu  rinventctfr. 


■   Kl  j  I       m  "^'i 
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Si  i^  eft  o  y  alors  la  féconde  racine  &  la  troifiéme 

font  repréfentces  Tune  &1  autre  par  — ^ —  ;  elles 

font  donc  réelles  dans  ce  cas. 

Soit  maintenant  l'équation  du  troifiénie  degré  ^' 

.  2  y* j^  -f- 1  j  s=s  Q.  Faifant  évanouir  le  fécond 

terme,ehfuppofantjr=:Ar — i  (74),  l'équation  ré- 
fultante  x^  —  tf  jf-h30=o  ,  étant  comparée  avec 
l'équatian  générale;r5— j  jjt — ^i=o , donne  ^=5^ 
&i=2i2,i  =  —  30.  Ces  valeurs  fubftituces  dans 

\/(- ^d M,  cette  quantité  devient  VCn/) , 

qui  eft  une  quantité  réelle  ,  donc  il  n'y  a  que  la 
première  valeur  de  x  qui  foit  réelle,  8c  elle  donne 


jr  =  V(— 1  s  H- V*^?)  +  y(^ï  5  —  V^ï^Vî 
mais  parce  que  y  =  *  —  i ,  il  faut ,  pour  avoir 
les  racines  de  la  propofée  ,  diminuer  la  valeur  de 

xdei,  ficronaura^^ss  V(  — i5-+-V^i7;H-' 
y( — 15 —  \/ai  7)  —  I  pour  la  feule  valeur  réelle 
de  l'équation  propofée. 

Probliçme  I.  QudeflU  nombre  dont  le  etAc 
f/Z  égal  à  fix  fois  ce  nombre  plus  9  ?  Soit  x  ce 
nombre  ;  pat  la  namre  du  Problème  j;  5  ==  <f  j?  +  9. 
Comparant  cette  équation  avec  l'équation  x^  — 
^ax  —  i  =  o,  ou  3t5  sas  ^ax'^rb ^  on  a  3.tf=« 
6 ^  6tt  a^s^  X  Se  boa ^.  Subftituant  ces  valeurs 

dans  la  formule  x  r=\/  \~""^  V ^  / 

-l-%/( \/ 'a^J,  on  trouve 

Tel  eft  le  nombre  chefclié. 


^ , . . _^ 
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Problème  IL  Quel  ejl  le  nombfe  x  dont  la^diffé'- 
rence  entre  le  cube  &  le  triple  de  ce  nombre  cji  z  ? 
Par  la  nature  du  Problème  x^  —  ^x  =  1  ,  ou 
xî=s  jJC-4-  X.  Comparant  cette  équation  avec 
l'équation  x  '  ==  j  a  at  -+-  ^ ,  on  trouve  j  a  =  3  , 
a  i=:  i  y    ic  b  ==  t.    Donc  la  formule  x  =s 

^(f--v/p)-v^C-v^P) 

donnera  ;c  =  v'(^)  H-  V^(^)  =  i  +  i  ==:  i. 

Problème  III.   Quel  eji  le  nombre  x  dont  le  cube 
eji  égal  à  Jix  fois  ce  nombre  plus  40  ?  Nous  aurons 

4zc=sz,^  =  4o,  jc=:  y (20 -H  IJ^y t)  -1- 

Problème  IV.  Trouver  trois  nombres  en  pro-". 
fortion  arithmétique  càruinue  y  dont  la  différence  d 
foit  =  j  6^  /c  produit  0  =  28.  Soit  y  le  nombre  du 
milieu  ;  le  plus  grand  nombre  fera  y  '\'  d  y  &  le 
plus  petit  y  —  «.  Le  produit  de  ces  trois  nombres 
donne  y^  —  d^ y  ==^  p  y  donc  y^  —  d^  y  — /^ 
c=  o.  Cette  équation  étant  fans  fécond  terme  , 
donne  par  fa  comparaifon  avec  l'équation  générale  , 

d^  =3^,  ou<2=— ,&/?  =  A. Subftituant jes va- 
leurs numériques  de  ces  quantités  dans  la  première 
valeur  de  x  trouvée  ci-deflus  ,  on  ajtou  x  (  car 
ici  Tim  peut  être  mis  i  la  place  de  l'autre  )  =: 

V[i4-+- V(ï9tf  —  ^7)]-+-  V^[h— V[(i9^— 17)1 

—  v^C^+ 13)^-^^(14  — 13)  =  v'17  H- y^i 

==B  3  -«Ip  =4.  Donc^  ==^4>  1g  plus  grand  nombrô 
j^  -h/=  4  4^  3  =  7  ,  &  le  plus  petity — d=ii. 
Si  Ion  avoit  une  équation  d!e  cette  forme  y^ 


^y»» 


ww 
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^y  *  *H-  ^y'^'^d  =  e ,  on  htiéàmroit  k  \m9  édiui^ 
non  du  traiiîéme  degréiôns  i^onà  terme  ,  en itip^ 

pofantj'**=sssA:-^—.j  Çc  ayant  trouvé  les  racincts 

de,  la  réduite  ^  on  en  réttanchemit  '^  ^  ics  réïtdtats 

donneroiènt  les  valçurs  de-^*^^  ^  les  racines  m  d^ 
fces  réfultats  donneroiènt  lès  valeurs  de  y.  Si  cette 
équation  n^avoit  |ioint  de  fécond  terme  ,  on  fupjKv 
feroit  feulement ^^=3 AT,  &  Ton  prendfoit  la  racme 
tn  de  chaqitt  Valeur  de  x.  On  peut  d<inc  téfoudre 
toutes  les  équations  4(jiiii  n'ayant  cjue  auatte  termes^ 
ne  contiânnent  que  crois  puiflances  aé  l'inconnue  » 
<lont  Les  Qxpoiàns  £>rniem  la  pcogreffion  arithniéei-* 
que  7^m^%m\m^  D^mème  Ton  peilt  réfôudre  coûtai 
les  équations  à  tfois  termes  qui  ne  contiennent  que 
deux  piiifTances  de  l'inconnue ,-  mais  dont  l'expo** 
iant  de  l'unô  eft  triple  de  cel^ii  de  l'autre. 

89*  Soit  maintenant  une  équation  du  quatrième 
xlegjré  délivrée  de  ion  fécond  terme  [  ce  qui  eft  tou- 
jours poffible  (74)]^^  ■+»  ^y^  ^  byr^^cisssiOi. 
^uppofbns  que  cette  équation  foit  le  produit  des 
deux  fàAeurs  du  fécond  degré  j^*  A^^y  ■+•/> 
VB35  o ,  ^*  — *  xy  -+•  j  =  o  *  ,  leur  produit  don» 
nera  l'équation  y^  '-j-  qy^  ^*qxy  -^  pqssa  o  , 
qui  étant  com-  V'—  ^*  "^Z?  ^ 
"parée  avec  la        *^p** 

*  Le  fkcwi  tl^me^  4»  ifecood  i&âeiir  a  le  iigne  —  ,  afin 

.quç^  U  produit  des  lîcux  ^âews  àoBop  won  ^uation  &as  fo- 

cond  terme ,  ce  oui  n'arrivcroit  paf  (i  le  feicpQd  tergif  des 

deux  ^€i;eu¥s^qul  Q*ai|le\irs  doit  étçe  Te  paême ,  âvoit  les  mêmes 

'fignes,  "      \ 

**  Le» qoantités  ^ ^r  f  -^  3P^  +/>.)  -fimt tchfces  mtddpScf 
.y\  PpmêttiycftmuttipQéjKMr-hjx-^f «. 


mimmim 
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p^  s^c,  Mulâpliant  la  première  par  x  &  1  a;ou* 
tant  enfuite  à  la  féconde  ,  l'on  a  zq^x  —  x^  = 
ax  -^  b  ,'ou  iqx  ^=z  àx  ^r  x^  ^b y   &  ^=. 

r— : — : r»  Cette. vâleot  de  aétaat  fubftituée  dans 

I  équation pq=3c  ^'n  Vient ^  X ■ =  ^  -» 

'  *  I 

te  p  î=ït — : — p— -•  Subftituant  les  Valeurs  de  ^  & 
de  /7  que  nous .  venons  de  trouver  dans  réquation 
qx —  PAr:^^,il  vient  — — ; — -rr-z 

7  -     •  1    .  ax-^-x'--^ 

sss  by  ou  en  faifaut  évanouir  les  fraâdons  ,  cranfpo^ 
iknt  &  téduifant^  x^  ^lax^.-^h^.x^  '-^h^^^=^cx^ 

équation  qui  peut,  fe  réfoiidrb  parla  méthode-  da 
troificme.aegré  {88).  Cette  équation  (quonap^ 
pelle  la  rcduke  ).ét^nt  réiblue,  oa  n'aura  qu'à 
fubftituer  la  valeur  de. a:  qu'elle  donnera  dans  les 
équations  y ^r^xy^ p'ssx^o^ y  ^^  --r-xy  +  çs=  a, 
où  bien  en  fubftituant  les  valeurs  de  p  £Scde^> 

dans  lés  équation?  y^  -^  xy  -4- ^  =  p  , 

ficxéfoudre  enfuite  ces  équations  ;  ou ,  ce  qui  revient 
,au  même  »  -fubftituer  la  valeur  de  x  dans  les  racines 
que  donnent  ces  équations  réfolués ,  en  confidé^ 
ranty  feul  coname  1  inconnue  ;  c'éft-à-dire  ,  d^ns 


iç5  racines  y  =5sw.|  x  .±  V^l 


WW       1    »i   •    •  • 


»      * 


i9fè 
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Se  y  = 

=  {x±\/-ix^- 

t 

îx* 

&  Ton  aura  les  valeurs  cherchées  de  y.  Comme  x 
eft  venu  d'une  équation  dans  laquelle  il  avoit  un 
expi^fafit  pair  >  il  eft  évident  que  x  eft  un  radical 
quarré  &  qu'il  peut  aVoir  le  double  figne  Hh  (  car 

La  premierè^xpreffion  dey  peut  donc  fe  changer 


en  celle-ci  y=^  r  ^dt  V^i  ^^ 


%c 


%X 


&  la  féconde  devient  ^^  =  ifc:  ^  **  ±  \/(—  |  **  — 
V  Ainfi  j^  a  quatre  valeur^  exprimées  par 


Tune  ou  l'autre  formule  j  mais  iî  n'y  a  pas  pour 
pek  8  racines  ,  |>arce  que  les  deux  formules  don- 
nent les  mêmes  racines.  En  effet ,  les  quantités  qui 
font  devant  les  fîgnès  de  ces  formule^  étant  les 
mêmes ,  il  fufïît  de  faire  voir  qne  les  quantités 
fous  les  fignes  font  les'mêmes ,  c'eft-à-dire  ,  que 

X  a  b  X  xc 

;  or  en 


X  -f-û  ZSZ  — • 
.    ^^ 

faifant  difpàçoître  les  dénominateurs ,  tAnfpofant 
&  téduifant ,  on  tire  de  cette  équation  ,  celle  que 
nous  avons  appelle  la  réduite  ;  donc  cette  équation 
eft  vraie.  Gôrtiftiê  ^  féconde  formule  eft  la  plùS 
commode ,  c^eft  de  celle-là,  que  nous  nous  fer- 
yirons-.,.  &  les  valeurs  <Ie  y  qu'elle  donne-,  jfbnc 


^(  _  j ,._.._  A) 


Sx 


^ 
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7->/( 


4    ^X 


J'+n) 


Si 


i  Ton  fait  ^  =/,  Y/(— I  *^  —  r  ^~ ^) 

=A,&\/ r —  ;^:c —  7 tf H j  =  /,  les  quatre 

fafteurs  de  réquation  y^  +  ay^  +  3 j'  +  c  =  o  , 
pourront  être  reprcfentés  par  les  formules  fui- 
vantes  y  —  / —  A  ==  o  "^ 

y-\-j —  l  =  oÇ^     ' 
Le  produit  de  ces  faâeurs  donnera  l'cquacioii 

-//  Jf^l^    J-  =  o.(S). 

En  comparant  les  termes  de  cette  dernière  éqaa- 
cion  avec  ceox  de  l'équation  propofée ,  l'on  aura 
a  >=—  i/*  -^h^  —  l'.b^ifl^  —  xfh\  c  =/* 
-(-A»/»—/» A»—/»/*.  Subftituant  ces  valeurs 
dans  la  réduite ,  nous  aurons  l'équation 

AT*^—  4  /*  Ar4  H-  8  /»  A»  x' —  i/*  A4 

—  ii*         -hA4  —  4/^i4    \  =30(P). 

lA»/» 
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dont  les  racines  font  A:=i:2/;  x  — +  A  '4*/; 
X  ==4i  hlÇLl.  Mais  fi  dans  la  formuIe^=^i:  t  a: 


\/\ —  ï  ^*  • —  *  ^  "P  ~  /  ^^  fubftitue  les  va- 
leurs de  a'  &  de  ^  que  nous  venons  de  trouver ,  & 
enfuite  celle  qu'on  voudra  des  valeurs  de  a: ,  il  en 
viendra  également  les  valeurs  de  y  que  donnent 
les  équations  D  ;  donc  les  racines  de  la  réduite  don- 
nent le  même  réfultat  par  leur  fubftitution. 

La  formule  générale  de  la  valeur  de  y  fait  voir 
que  les  4  racines  que  donnent  cette  formule ,  font 
ou  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires  ,  ou  deux 
réelles  ou  deux  imaginaires  ;    mais  parce  que  le 
dernier  terme  de  la  réduite  a  le  fîgne  —  ,  il  eft 
évident  qu'elle  doit  avoir  une  valeur  de  x*  pofî- 
tive  *  ,  &  par  conféquent  une  des  valeurs  de  x 
eft  pofitive  ;  mais  nous  venons  de  voir  que  toutes 
les  valeurs  de  x  donnent  la  même  valeur  pour  y» 
Donc  quand  la  valeur  de^  fera  imaginaire  ,  ce  ne 
fera  qu'une  quantité  réelle  jointe  à  la  racine  d'une 
quantité  réelle  &  négative  ,  c'eft-à-dire ,  une  quan- 
tité imaginaire  de  la  ferme  M-+-N\/( — i).  Erpuif- 
queles  racines  imagmaires  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation  y  &  que  l'une  étant  a  — • 
b  y( — i) ,  Tautre  doit  être  a^b  \/( — 1)  (voyez 
le  n*^  72),  les  fadteursdu  fécond  degré  qui  réfulte- 
ront  des  deux  racines  imaginaires  multipliées  l'une 
par  l'autre,  &  de  deux  fadeurs  réels  multipliés  au(C 

*^^— — — — —  <        I       ■   ■       w— *— —  — — —  r 

*  Car  le  produit  des  deux  Tableurs  imaginaires  x±  a^ 
h^{  —  i)^x'àza  —  b  v^( —  i) ,  donnant  un  réfultat ,  dont 
le  dernier  terme  efl  pofitif ,  il  eft  néceflàire  qtie  toute  équation , 
dont  le  dernier  terme  eft  négatif,  ait  au  moins  une  racine 
réelle. 
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par  l'autre ,  ou  les  fadeurs  du  fécond  degré  qui  rc— 
tultero;ic  des  auacre  racines  imaginaires  mulcipliees 
deux  à  deux  feront  ré^s.  Donc  dans  ce  cas  metxie 
l*iéquacion  aura  deux  fa£fceurs  réels  du  fécond  degré* 

La  réduite  P  étant  le  produit  des  trois  faâeurs 
f'— 4/^  =  o,;r*  — A'— r  — zA/=o,jr* — 
A*  H-  3.  A  /  —  /'  =  6  j  fi  A  &ç  l  font  tous  deux 
réels  ou  tous  deux  imaginaires  ^  les  trois  fac- 
teurs feront  tous  réels  ,  &  la  formule  du  trpifiéroe 
degré  (88)  ne  pourra  donner  les  racines  de  la  ré- 
duite. *  Si  Tune  des  deux  quantités  A  ou  /  feulement 
eft  imaginaire ,  les  deux  derniers  faâ:eur$  feront 
imaginaires  ,  &  la  réduite,  fera  alors  réfoluble  par 
la  formule  du  troifiéme  degré  ;  donc  alors  la  for- 
mule du  quatrième  degré  réuflîra. 

En  examinant  attentivemenç  la  réduite  P  >  on 
verra  quç  le  coefficient  de  fon  fécond  terniç  eft 
péceflairement  négatif  lorfqu,e/,  ft  &  /font  rçels  , 
&  que  dans  le  même  cas  le  coefficient  de  fon  troi- 
fiéme terme  eft  pofitif  &  plus  grand  que  q  y  mais 
fi  A^  &  /^font  des  quantités  négatives  ,  ou,  ce- qui 
revient  au  même  ,  fi  les  4^  racines  de  Téquation 
font  imaginaires  ,  h  réduite  P  ge.feuroit  avoir  en 
même  tems  le  fécond  terme  négatif  &  le  troifiéme 
pofitif  j  C4r  fi  (A*  -h/^)  <^  1/%  ce  qui  rend  dans  ce 

•  r- r-i-T— ^ 

*  On  dit  que  la  formule  du  troifiéme  degré  ne  peut  alors 
4onnçr  les«racines ,  parce  que  ces  racines  .{but  fous  une  for- 
me imaginaire ,  quoiqu'elles  foient  réelles ,  8c  c*eft-U  ce  qu'on 
appelle  ie  cas  irréduhibU  du  troifiéme  degré:  Lorfque  la  ré- 
duite efl  dans  ce  cas ,  ûoç^  f^bi^ituoit  la  ya]6ui>de  «:^u'elle 
donne  dans  la  formule  du  quatrième  degré  ,on  auroit  wk 
e^preflion  qui  conti^^ndrolt  4esi  radicaux  i^iiagipgiires,>  c'ef 

Sour^uoi  l'on  dit  quedan^^çe  ç.V  ,.  Kfe|9ivii[e  4ii.qW^«li 
egre  ne  réui&t  po^rit^ 


*»,  —  ^^ 
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cas  le  fécond  terme  négatif,  le  coefficientdu  eroi- 
fiéme  terme ,  qui  dans  ce  même  cas  eft  =  (A^-4-  /*) 
X (A^-4- /"-—  8 /^)  —  4  A^  /' ,  fera  néceffairement 
négatif;  donc  lorfque  la  réduite  échappera  à  la  for- 
mule du  n®  8  8  ,  l'on  verra  par-li  fi  l'équation  doit 
avoir  fes  4  racines  réelles  ou  imaginaires. 

En  examinant  Téquation  S  ,  il  eft  aifé  de  voir 
qu'une  équation  du  quatrième  degré ,  fans  fécond 
terme  &  dont  le  troifiéme  eft  pofitif  (  orf  compte 
comme  fi  le  fécond  y  étoit) ,  doit  avoir  des  racines 
imaginaires;  car — 2/*— A' — V  fera toujoùri  une 
quantité  négative ,  lorfque/,  h  ^  l  feront  réels ,  & 
pat  conféqiient  tant  que  les  racines  feront  réelles  ; 
donc  dans  le  ca^  contraire  l'équation  a  des  racines 
imaginaires. 

Soit  maintenant  l'équation  î^  Hh  4?'  -4-  9?*-+* 
1 2:{  -h  5  =  G.  Faifant  •[  =  j^  — r  i  &  fubftituant , 
Ton  aura  j^4--4-  ^j^* -h  i^' —  j  =  o,  équation  fans 
fécond  terme.  On  a  donc  ici  <?  =  j  ,  A  =  2  , 
c  =  —  }  ,  &  la  réduite  devient  x^  -^  6  x^  -^ 
•  ai or* — 4  =  0.  Faifant  difparoître  le  fécond  terme, 
en  fuppofant  a^* =«  —  2  (on  regarde  ici  x^  comme 
l'inconnue  )  ,  l'on  a«5  -^r  9^1  —  jo  =  o,  équa- 
tion qui  n'a  qu'une  racine  réelle ,  &  par  conféquent 
l'équation  du  quatrième  degré  ne  doit  z^rnit  (  félon 
ce  que  nous  avons  dit  ci-deflus  )  que  deux  racines 
réelles.  Appliquant  la  formule  du  n°  8  8  à  la  dernière 
équation  que  nous  venons  de  trouver ,  nous  aurons 


*  Car  en  comparant  cette  équation  avec  celte  du  troifiéiiie 
degré  (n^  88),  rona^-3^=p,  — <i*  ==i  1,7  , — b=^ 

—  JQ ,  —  =■  If  ^  &  X  as  V,  Biais  làcàleur  de  a  ,  il  en  eft 

S4 


■Wi^»*"«^i"(w^»Wi— ^•■p"iWi"^i«""*«w 
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*<m  '    •^'^^•mi^^ 


.Mats  palpe  que  x*  zj=eu  —  i,  il  faut  diminaec 
cet;e  racine  de  la  quantité  t ,  Se  l'on  aura  jf  ssc-h" 

y [—  I  -h  \/(  I  j  +  \^i  j  i)  +  V'C  I  j  —  Vi  5 1)  J. 
Subftituant  çettç  valeur  dans  l'équation  y 


:±:Y/ C-^^x»^ja^:  —\  ,  l'on  aura  Içs  va- 
leurs d^y  renfermées  dans  la  formule  fuivante  iy=^=» 

^/[-i  [- vH-V^(iî+v'»5»)4-v'(iJ-V'»;»)]-r=P 

Et  pour  avoir  les  valeurs  de  :[  ,  il  faudra  dimi- 
nuer ces  racines  de  la  quantité  i .  Deux  des  racines 
de  j'  font  réelles  &  les  deux  wtres  imaginaires  *• 

Dans  le  cas  où  Tcquation  du  quatrième  degré 
n*a  point  de  divifeur  comnienfurable  d  unç  ou  de 
«  deux  dimenGons ,  après  avoir  connu,  par  le  moyen 
de  la  réduite ,  fi  elle  a  des  racines  réelles  ,  on  • 
pourra  les  chercher  par  la  méthode  précédente  y 
mais  fi  elle  a  des  racines  commenfurables  ,  on  les  •• 
trouvera  aifçnient  çn  cherchant  les  divifeurs  com» 
pienfurables  de  cette  équation. 

Si  l'oft  avoit  une  équation  de  cette  forme  x^^^ 
tfJT^"*  •+•  ffx^*»  -f-c^^^-H  rf=  o  ,  il  eft  aifé  de 
voir  qu'en  fàifant  y'^^ss  x  ^  elle  feroit  réfoluble 


(de  morne  de  celle  de  ^^  efl  dlIBfrente  dans  la  formulç  du  qua-» 
iriéipe  degré ,  puif^ue  d^s  cette  formule  tf  "»  5  »  qomQie 
flous  l'avons  die  ci  deifus.' 

*  Cp  foqt  çellqf  qu'on  trouvie  çn  prenant  le  figne  —  dan) 
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par  la  méthode  du  (|uàtriéme  degré,  q\dand  même 
on  fuppoferoit  ^  ou^  ou  c=o ,  c'eft-à-dixe ,  quand 
xnême  un  ou  plufîeurs  rérmçs  manqueroient. 

Remarque.  Il  y  a  encore  une  autre,  méthode  pour  ré-> 
foudre  les  équations  du  quatrième  degré  ,  dont  il  eft  â^propos 
de  donner  une  idée  aux  Commen^ans  *•    \     '  .. 

Suppofons   que  la  racine  x  d'une  équation,  du  quatrième. 

'  degré  ci^X'=  V  P'h  V  ^+  V  ''»P>^^''  étant  des  quann 

tites  qui  défignent  les  racines  de  Téquation  du  troifiéme  aegré 

t^  —  ft^  -\^gt  —  A  =  o  j  de  manière  que  /?  +  j  +  r  =  /, 

pq-\-pr-\-qr=^gy  .^pqr=^li.  Gela' pofé ,  quarrons  la 

formule  x  =  "^  p  +  y  ^  •+-  V  '">  P^^*^  avoir  «^  =*=  ^  -f-  ^ 

+  r  +  i}/  pq  +  zypr'^'i\(\qr.Uùs.p  +  q'\-r=fi 

donc  en  fiibflltuarit^  trânfpofant  cnfiiite,  on  trouvera**  — 

/"=  7(  ^p  ^  + 1  y  /?  r  -f-  i  y  ^  r.  Et^n  quarrant  encore ,  x^ 

—  X  a:*/+//=  4PJ  +  4pr+4çr  ^"^^  ppqr-^r 

%y/  pqrr  +  ^"^  Pqqr.  Or  g  =  p  q   +  p r  +  q r-y 

donc  *4  _  xfx  X  +//—  4  g^  8  ^P  qr    (Vp+V^ 

-f- V''  )  >  équation  qu^  je  défignerai  par  (À  )^  Mais  pqr=*h, 

^ p q  r=^  ^  hy  &  y  P.'-h  V  ^  +  V  '*  =  *  5  donc  nous 

aurons  Téquation  dû  quatrième  degré  x^  —  zfx  x  —  S  x  X 

V^^jhff —  ^g  =  Û.V  ^^^^  y^^  ^65  racines  eïk  x^^\f  p-^ 

V  ^  ^  V  ''9  P  y  q  ^  r  étant  les  racines  de  l'équation  du 

croifîéme  degré  tî'  ^—  ft^  -r^- g  t  —  h  =yi  o*^ 

L'équation  du  quatrjlémç  degré  à  laquelle  nous  fommes  par* 
venus ,  peut  être  regardée  comme  générale ,  parce  qu'il  eft 
toujours  podlble  dc'changèi:  une  équation  du  quatrième  degré  , 
qui  a  le  fécond  terme  en  une  autre ,  dans  laquelle  ce  fécond 
terme  manque.  Voyons  donc  comment  on  peut  trouver.  Its 
racines  de  1  équation  ci-deilus« 

Soit  propofèe  l¥quation  x^t^  ax^--^èx~c=^'^  ^  que  J^ 
défignerai  par  (B) ,  dont  oh '^demande  les  rac^nè!^.  Comparant 
cette èquatioil avec TéquationA, je  trouve  i"i  2 /^^<»x©û/=» 

^y  2^  8VA=ijdonç^4A=-=i^,&i4=4^}  l^^^ffs 
7»  04 

4f=*-^c,ou---— 4f-f.<;=»o,  ouc-t-  -^  =  4i' »  &? 

4  „4  - 

*=^  —  -| 7-.  On  Ihbftituefa  leç  valeurs  iç  f,  ^  ^  g  que 

4  .       I9  ^  . 

»  Kous  ]/i  devons  à  M.  £ulçr«  * 
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V  I 

SOUS  Tenons 4e  ;rou?çr  dans  r^a|(ien  da  troifi^me  écpé  t^ 
-^/f  ^  +  ^r  —  ^«5=s  o.  On  cherchera  les  trois  raciaes  de 
celle-ci  par  la  méthode  ci-deflus ,  &  fuppofkot  qu'une  de  ces 
racines  c^  py^  <}ue  les  deux  autres  fout  défignées  Tune  par  q 
&  l'autre  par  r,  une  des  racines  de  notre  équation  du  quatrième 
degré  fera  x=s=  V f'  +  V  ^+  V^  ''• 

Cçtte  foniiule  renferme  ncceflàirement  les  quatre  racines 
de  réouation  propofée  du  quatrième  degré  »  i  caufe  des  dilfé« 
tens  fignes  ou  on  peutdonner  aux  radicaux ,  bien  plus  il  fem- 
bl«  même  qu  elle  peut  donner  huit  valeurs  de  x^  mais  on  doit 

Ivre  Atlentionipte  ^pq.rioïtitt^^*^  y^Aca—;  donc  fi —-  eft 

une  quantité  pofitiyc.  le  produit  des  quantités  ^  p^^  q^  ^r 
doit  être  pofitif.  II  eu  donc  néceflàire  dans  ce  cas  de  prendre 
les  trois  radicaux  avec  le  figne  -f- ,  ou  bien  deux  avec  le  (ignc 
—r ,  &  un  avec  le  figne  +i  de  forte  que  dans  ce  cas  les  va- 
leurs de  x  font    X  =     \  p  +  ^  q'\r  ^  r 

*  =»— V?  +  Vf-*- V^    . 

Si  Y  e»il  une  quantité  négative ,  lés  valeurs  de  x  feront  les 

fuivantes  y  ==»     Vp  *+"  Vf"^  V^'' 

ar  ==.       y/p  —yq^^/r 
"x  ^-T-^p  ^^  q^^  r 

_■  X  =— Vi»  ~\^q—Vr 

Soit  maintenant  1  équation  du  qaa![riça^  deeré  uns  lè- 
^nd  tern?ke  x^  —  %%  xx-^  io^x  — .  i^  «?  q^  En  &  comparant 
^vec  réquaiion  B  je  trouve  a  ««  i^  »  J^  «*■  —  ^o  ^  4: «»>  3e. 
Subi^icut^nt  ces  valeurs  ^^a^b  |c  c  dauas  celles àt/y  gSck  , 
rona/=V,>  =  ^  +  P-.2^,«cA=.i|iiainfinotr#- 
équation  du  trpifiéme  degré  devient  f  '  — i^^^r^  "^^  W'^  ~ 

iii  r=»  o.  Afin  dVliminer  Icsi  fi»j(lion$^  ie  jEiis  t  =  i^,  pom^ 

.4         • 

^''«Î^T-  S+^^  i  ~  ^  « <V  »u!tiplmt  ica-. 
fi^tç  par  le  plus  grand  dèiominateut  ^4^  je  tiosye  £'  — .iO££ 


r 
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769 1  —  3  660  —  o.  Il  (àot  maincenant  trouver  les  racines 
de  cette  dernière  é<|aation  ^  Tune  d'elles  eft  ^  sei  p  ,  &  en  d^ 
vifànt  réquation  par  ç  —  p  =  o  ,  il  vient  ^r  —  41  {;  +  400 
■sa  o,  ovL  i^^^  4iz^^  —  400*  Cette  oemiere  équation 
étant  réfohie  par  h  méthode  du  fécond  degré ,  dontfe  1^=^  16 
.&  ^  =f=  »ç.  Ainfi  les  trois  racines  font  ressac,  ^s=s:t^&ç 
■=  z{i  doiic  f=J,f  =  4&/  =  ~'.  Ainfi  nous  avons  p  »-= 

-î.^=4&r-oi5f-5  maîsVfî'-— V^— ¥=-g-  > 

donc,  pour  nous  confermer  i  en  yie  nous  avons  die  ci-deflûs 
regard  des  figues  des  radicaux  V^^»  ^  q^y/r^'ù  £ittt  preot* 
dre  ces  trois  radicaux  avec  le  figne  — ,  ou  n'en  prendr<^qtt'im 
siveclefigne  —  j  &parce^ue  V;?«5»f ,  y^^=B»,  V''^=*=i> 
les  quatre  racines  de  l'éijHaaon  propofée  fei ont 

Dts  Mquations  des  Degrés  fuperieurs.  • 

po.  Nous  nous  contenterons  d'ezpoferl'a  méthode  par  laquelle 
on  détermine  Us  équations ,  doni'  une  des  radnes  au  moins 
peut  s'exprimer  par  une  formule  Semblable  i  la  formule  de 
Cardan  ,  qui  efl  celle  que  nous  avons  donné  pour  le  troifié- 
me  degré  (  88  )  :  car  il  n'y  a  aucune  méthode  connue  ,  du 
moins  praticable ,  pat  laquelle  on  puifle  réfoudre  dans  tous  les 
cas^  les  équations  des  degrés  fupérieucs.  Voyons  d'abord  qu'elle;; 
tont  les  équations  du  quatrième  d^ré  qui  (bnc  dans  ce  Cas.' 

Soit  ^  =  m  -f-  n  y  donc  **  =*  «*  ■+•  4/?î'  «  +  ^/»*  n* 
-f-4m;z'  +«^>  ou  x^=/»4  -J-.  4OT/I  x(m-|-«)*  +  «^t 

—  %m^  n^ 
A  la^ place  de  [m-^nY ,  jeCibAitue  x^  y  &  en.tt^(po&nt  toile 
.  danç^  le  premier:  membre  ,  il  vient  x^  — '  ^,m.n$s^  -+•  am*  it*" 
—  a}.4=o  ^,  éqi^cion  dont  une  des  racines  eft  *«-=i»+/f .  jE^S 


*  Ccctç  équation  eft  réfoluble  par  la  méthode  4u  itcond*(kgr^<f  i }« 
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cette  équation  il  y  a  une  condition  néceflaire^c'eft  qu'il  ne  doit  y 
avoir  aucune  puiilànce  impaire  de  x.  Suppofant  de  même  x 
•a»  m  +  « ,  nous  aurons  x^  ^^m^  -f-  ^  .'*2+  /i  -j~  -  o  m^  n'  -f- 
lo/w'  «'  +  ^/nn4  +  n* ,  équation  que  j'écris  ainfi  x^  =  otS 
^f;»  «  (m  +  xi)'  +  n*.  A  la  place  de  /n  +  '^  fiibftituant 
—  5m*/i\(m  +  /2)  > 

x,&  tranfpo(ant, il  vient  «5 — $  mn^'-f-ç/Tz*  «*  x — /»5 — «' 
e=a  o  »  équation  qui  a  une  racine  jc  =  m  -f-  /2.  Il  y  ardeux  con- 
ditions dans  cette  équation ,  la  première  qu  il  n'y  ait  aucune 
Euiflànce  paire  de  x  ,  la  (j^conde  que  le  coefHcient  de  x  foit 
i  cinquième  partie  du  quarré  du  coefficient  de  x'* 
FaSlant  toujours  x  =  771+  n ,  nous  aurons  x ^==  m^ -^  6m^  n 
+iç/n^n*  -f-io/n'  /i'  +  1%  m*  «4-f-  ^m;?5  +  /?^.  Je  dif- 
pofe  ainfî  cette  équation  :  x^^^^^^m^  "^^mn  im-^nY  -f-/*^» 

En  fubflitoant  x  a  la  place  de  m  -f-  'z  9  &  tranfpofant  tout  dans 
le  premier  membre  ,  il  vient  x^  —  6  m  «  x-^  +  ^  m**  «*  x* 
— •  1  m'  «'  —  m^  =  6 ,  équation  dont  une  racine  x  =  w  +'»• 
—  «^ 

Dans  cette  équation  il  ne  doit  point  y  avoir  de  puiflance  im- 
paire de  X ,  &  de  plus  le  coefficient  de  x^  doit  être  le  quart 
du  quarré  de  celui  de  x^. 

S'il  s*agît  de  l'équation  du  (éptiéme  degré ,  l'on  trouvera 
^    jc7ssiin7 -4-  7m  »  (m-|-n)5 -f*n7, 

— l4m'n*(/»-J-  rt)' 

fubflituant  x  i\A  place  d%7f;  -f-  /z  »  &  tranfpofknt  ,  il  vien? 
xT  —  jmnx^  ^  i4^m^  n^  x'  — jm^  n^  x  —  m7  =  0  , 

équation  dont  une  des  racines  x  ==»  m  -f-  «.  Dans  cette  équa- 
tion il  ne  doit  y  avoir  aucune  puiflànce  paire  de  x ,  &  de  plus 
lefepciéme  du  coef&ient de  x^  élevé  au  quarré,  &  multiplié 
par  14  y  doit  donner  le  coefficient  de  x' ,  &  ce  même  feptié- 
jne  élevé  au  cube  ^  multiplié  par  7 ,  doit  donner  le  coeffi- 
.çi^ntdç4:«  ..        .         • 


Calcul.  2S5 

Apiès  avoir  élevé^m-f-n  à  la  huitième  puiiTance,  6c  dif^ 
pofé  l'équation  comme  on  le  voit  ici 

—  lO  m^«*  (  lllr+-  «  )♦  '     ' 

—  im^n^ 

{ttbftituez  X  à  la  place  de  m  -(-*  ^  >  &  tran(po£int  tout  dans  le 
premier  membre ,  vous  aurez  l'équation 

—  f/i« 
•  —  «» 
Dans  cette  équation  toutes  l«r  puîllàncés  impures  de  x  doi- 
vent manquer  j  &  il  eft  vifible  que  le  \  du  coefficient  de  x* 
élevé  au  quarré  &  multiplié  par  lo ,  doit  donner  le  coefficient 
de  x4  'y  le  cube  de  la  même  quantité ,  multiplié  par  16^  don* 
ne  le  coefficient  de  x*". 

La  même  méthode  donnera  pour  l'équation  du  neuvième 
degré  ,  dont  une  des  racines  eil  x  «=  771  -f<  /t ,  l'équation  qœ 
l'on  voit  ici  :  ^ 

x^  — ^m/fjc7+i7m*/ï**5— 30f»'«'*'  '^-'^m^n^x — in9a=»Q» 

—  n> 
Toutes  les  équations  dont  nous  venons  de  parler^  ont  une 
racine  «  5=s  m  "4- /!• 

On  voit  clairement  que  dans  les  équations>d'un  degrî  im- 
pair, toutes  les  puiiEmces  paires  de  x  manquent;  au  contraire 
toutes  les  puifiànces  impaires  de  x  doivent  s'évanouir  dans  les 
équations  des  degrés  pairs.  Si  p  défigne  le  degré  de  l'équa-' 
tion  ,  —  mf  —  nP  fera  le  dernier  terme  commun  à  toutes  ces' 
équations.  De  plus  dans  les  équations  paires  ce  dernier  terme 

doit  contenir  encore  la  quantité  zm'-n*.  hci  termes  de  cet 
équations ,  (î  on  en  excepte  mf  êcn^  qui  ont  toujbnrs  le  fîgfie 
— ,  ont  alternativement  les  fignes-f-  &  moins  ;  c'efb  pourquoi 

PI 
dans  les  équations  paires  zm"^  n'-  doit  avoir  le  f!gne-f*(  nous 

regardons  cette  quantité  comme  le  coefficient  dé  x^  ) ,  fi  ^  efl 

un  nombre  pairement  pair,  c'eft-â-dire ,  de  cette  férié  4, 8  , 

lZyi6  &C.  y&  le  figne-r—  fi  / eft^impairemeat  pair ,  c'efl-à-»^ 

dire,  de  cette  férié  x,  ^  s  jo,  14  &c.  Dans  les , coefficiens 

on  trouve  fiicceffivement  m  «,'ot*  «*>.'»*  «S  &c.,  mndk  tou'n 

jours  multiplié  pv rczpofiuit p'y^ pour  trouver  les  noml^et 
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qui  malûplient  m*  «',  m'  «'  y  &c. ,  je  (bppofe  x  »=*  m  +  «,  & 
]  ai  «^  —  A  m  A  — m*  SB  o  9  dont  une  des  racines^^s  ut  -}-/>, 

r 

&  l'autre  <>=>  —  m  —  n^  &  joignant  ici  IVquation  du  troifiéme 
degré  (  88  ) ,  je  forme  la  table  fuivante. 


Dans  le  premiief  rang  horizontal  je  place  m  « ,  m*'»*,  &c, 
La  première  colonne  verticale  en  chifinres  romains  défigne  le 
dejjjrë  de  1  equatiam ,  &-  les  nombres  Stais  f6us  mn^m''  n''  y  &c. 
fom  les  non^bres  cherçlîes ,  (ans  otnettre  r ,  qui ,  dans  les 

équations  paire»,  doit  être  multiplié  par  m'-  n^  x^«  On  voiiP 
que  la  colonne  qui  répond  à  m  a  efl  une  progrefllon  arithmé- 
tique ,  dont  la.mffërence  =  i  >  ainfî  on  pourra  la  continuera 
volonté»  Chaque  nombre  de  la  colonne  m^  n*  eft  la  fomme 
i^  ceW  ifd  eft  aù^-deiTus  de  lui  dans  cletce  mém6f  colbinne ,  SC 
de  celui  qui  lui  efi?  Supérieur  de  deur  places  dans  là  cblonne 
4e  la  gauche  ;  ôc  il  en  eft  de  m^tue  pour  les  autres  colonnes. 
Far  cette  table  prolongée  autant  qu'on  le  voudra  ^  on  trouvera 
Féquatlon  de  .chaque  degré  qui  contient  une  racine  x==m4-^* 
it  rappellerai  la  réfôlubU  *. 


*t*t 


^ÉMlfeMh 


y 

'  «  Par  c^  terme  on  n^entend  pas  qu^on  pbîflè  trouver  toutes  les  »• 
citliBS  de  l'équatiott  propof^e/  nous  prétendons  feulement  qu'on  peut 
ta  trousct  vi  iio&iM.  une  paf^.U-métbode  pzéicfite«  , 


m  /i 

m^n" 

mV 

mV 

m'«* 

mV       m^/i^ 

n 

X 

• 

• 

m 

5 

• 

• 

IV 

4 

» 

• 

> 

V 

î 

5 

• 

'# 

*_ 

VI 

6 

9 

% 

^ 

vn 

7 

ï4 

7 

VUl 

8 

lO 

i6 

% 

9 

IX 

9 

27 

30 

9 

X 

lO 

35 

50 

»5 

jk 

XI 

II 

44 

77 

55 

II 

xn 

12 

54 

112 

lOf 

3^ 

» 

Xffl 

ïî 

^5 

156 

18& 

5>t 

13 

XIV 

14 

77 

210 

iP4 

ip^ 

4P            ï 

Calcul,  187 

Toute  éaoation  ,  donc  les  termes  de  rang  pak  manqueront, 
excepté  le  aernîer ,  Se  dont  les  coefiiciens  des  termes  exlftans 
feront  proportionnels  aux  quantités  mn^rn^  n^  ,&c.  multipliées 
par  les  nombres  de  la  tabl^ci-deiïùs ,  auta  une  racine  fembia- 
ble  â  la  formule  d^  Cardan, 

Soit  réquation  du  quatrième  degré  x^  ±:  4  a  jf  *  -|-  i  a*  -— 
^=0.  \A  comparant  â  la  réfotuble ,  je  trouve  m  i?  =  z+i  tf , 
014  -^  A  4  s»  ^.  SubilitQiuit:  dans  lav  féconde  équation  la  valeur 

de  n  prifc  de  la  première^  il  vient  m\  '\ ==»  ^  ,  ou  en 

multipliant  par  m4  &  tranlpofànt ,  m?  —  i  w4  r=. —  ^4  ^  équa- 

riotk  qui ,  par  la  métlio4e  du  ftcond  degré,  donne,  m4:«s  — 1.«. 


Si  au  lieu  de  fubftituer  la  valeiùr  de  n.,  on  eût  fubftitùé  celle  de 

m ,  on  aurolt  trouva  n  «=  %/  f ^.  V/  —  —  ^^  i   * 

Si  Ton  multiplie-  les-valçprs  de  m  &  de  n  par  les  racines 
qttatrién}es^dç,  ïéx^xi  trouvée  ci-deffiis  (8€),  &  qu'on  joigne 
'  etifuite  lies  réful^ts  dont,  les  produits  peuvent  donner  —  a^ 
on  aur^  celles  qui  convieiUiem,lo<i:fquele  £gne  fuperieur  alleu, 
&  celles  dont  le  p^Qdui&^es  réfultats  donne  -|"  <<  >  ont  lieu  dans 
le  cas  que  Téquanon  cpntient.: —  4^.  Ceft  pourquoi  les  ra- 
cines de  réquation  x  4  —  /^nx^  J^  2a*  — ^=s=  o ,  font  «=«  -|- 


;  + 


V(;  +  \/^^"0'<'^-"- 


*.  On  doit  filtre  ici  U  m|h[\e  lemarc^ueMqufj^  nops^avOfis  d^  fait<g 
k  l'occalion  du  figne  datacbcâr  quarr^  de  i]^^uâHonrdu^roiUine  ^e^* 
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'Ç/'Q-V^l  -  tf4^  X  v^(-  0  î  &  les  rad- 
nés  de  réquation  «4  .^  4aA:x-4"  »  tf *  ~  i  =«o  feront 


*M*i 


Soit  maintenam  réquation  du  cinq^^me  degré  «5  -—  ^ax^ 
•J-  î  ^i*  *  "-^  i  *=  o»  Jà  coinpsurant  avec  h- rëfoluble ,  on  a  m  n 
■»tf  ,mî  -}"  '^^  "^h  Subftiiuant  fucceffîvcment  dans  la  tcf 
cdndo  équation  la  valeur  de  /n  &  de  xr  prife  dans  la  pre* 

miere.  Ton  trouvera  i««=\/  f  — 4-  \/ s-  a4  j 


a4l,& 


■^  \/  f  —  ^—  ^/  — -  — .  iî4  j .  Mais  les  racines  cin- 
quièmes 


I 


"  '  '  '  •  ■    I  ■    Il 


C   A    L   C   U    L.  289 

■   """"  ■'  ■"■■      ' -  -   -  •    -    T 

guicmcs  de  l'unité    qu'on  trouve  en  téfolvani  tette  équa^ 

4  * 
^ ■■ -^^-i^  ;  aîn^  tû  multipiîanc 

la  valeur  de  m  &  celle  Aé.fi  pzi  chacune  de  ces  racines  . 
&  prenant  enfùue  celles  dont  le  produit  donne  +a,  Ton  aura 
les  racinef  cherchées  j  &  fkifaht  la  valeur  de  m  que  nous  vè- 
nons  de  trouver  =  A,  celle  de  «  ««B^  nous  trouverons  les 
éqiiauons  Imvantcst 

«  =  A  +  B 

^_AiV5-i4-V(,t6+tvr^)j^BtV^MVMo4-tv^<)1 

4 


4 

^_^Atv^5^t-v/(-to-2V^OT^Ei/ç-.t+V^(-io-iV^f)r. 

4     ' 
Par  ces  exemples  on  peut  voir  comment  il  faut  sy  prendre 
pour  les  degrés  fupérieurs.  Dans  les  équations  impaires  xP — 
£  a  xP'^  &c.  —  ^  >te  ô)  nous  trouVerohs  toujours  une  racine  x  »* 

dans  laquelle  les  fignes  radicaux  expriment  les  racines  qui  répon-^ 
dentâlaracifie  i  de  l'unité  *•  Dans  les  équations  de  degré  pair  qui 

«  Cette  équacibn  a  une  racine  «■*  i;cat  elleeft  divinbk  t>ar  «  •«  i  »  « , 
fc  le  quocicnc  donne  une  ^i]uation  du  quatiiéiiie  degré  qui  fait  trouver 
les  autres  racines^ 

*  DanîunC  équâtioii  împaîrc  Jifip  -  t  «^  ,  îly  a  toujours  une  rAcî- 
ileir=J  ;  car  en  fuppotanc  ««  i ,  elle  dcvienc  »  04  Mais  é  p  ctï  pair  i*i» 
quariort  cft  diWfiblfc  par  (*-  *).(«+  1)  «=q  ,  ou  par  **-  i  «Oidooc 
Alors  onax«»^i4  * 

Tùmtlé  T 
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■kMMMfa 


ont  le  fécond  wriiié  néffûffiomm^xp  -^pa  xP"^*  &c. 

P 


on  a  deux  racines  à:  =3  ±:  \/  (  —  +  \/ ^^  | 

Si  le  fi:cond  terme  a  le  figne  -f^  ,  on  a  ces  deux  racines 

-\/(f-v/^4, 

Dans  ces  formules  les  fignes  fupërieurs  répondent  à  Tune  des 
cacines ,  Se  le^  inférieurs  à  l'aùcre. 

'  On  peut  remarquer  que  p  étant  pair ,  — aP  eft  toujours  une 
Quantité  négative;  mais /7  étant  impair,  cette  quantité  fera  néga- 
uve  ûdcà  pofitif ,  &  pofitiye  ûad^  négatif.  Pour  connoître  les 
autres  racines ,  il  faut  trouver  les  racines  du  degré  p  de  TuÉté, 
c*eft-à-dire ,  réjjbiidtc  l'équaâon  xP  —  i  =  o,  multiplier  par 

chacune  de  ces  tacines  ,  foit %/  f  —  +  %/  —  -—  «^  1 , 

ftit  %/  f  ' ^  %/ ^ *''')>  ^  joindre  cnfuite  celles 

dont  le  produit  ■=  +  a  .  fi  p  çfl  impair  ;  mais;?  étant  pair ,  on 
{oindra  Celles  qui  donnent — a ,  fi  le  fécond  terme  a  le  ugne-^-j 
êc  celles  qoi  donnent -4- ^  »  fi  le  fécond  terme  a  le  figne  — • 

Dm    l' i  n  F  I  n I. 

r 

.  91  •  Une  quantité  infime  eft  une  quantité  plus 
grande  qu'aucune  quantité  donnée  ,  c'eft-i-dire  , 
Une  quantité  qii  on  conçoit  être  augmenrée  au*delâ 


\ 
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de  tottte  Imiite  affignable  (en  nombire^).  XJne  quaiï- 
tité  infiniment  petite  ,  eft  Une  quantité  plus  petite 
qu'ailcune  quantité  donnée  ;  ou  une  quantité  qii'ori 
conçoit  diminuée  aù-delâ  de  toute  limite  àiUgnable.' 
La  première  eft  défîgnée  par  00  ,  la  fécondé  par  ^, 
Si  ion  multiplie  e»  par  00  ;  l'on  aura  oé»  j  inhnî 
dii  fécond  ordre ,  &  multipliant  celui-ci  pat  00  ; 
Ton  a  00  5 ,  infini  du  troinéitie  ordre  ;  en  général 
^  *  eft  un  infini  de  Tordre  m.  De  même  tr  X  -55* 
à=îs  ô^  eft  un  inÇnimerit  petit  du  fécond  ordre  ,♦ 
èc  -^îï-  eft  un  infiniment  petif  dé  Tordre  m.  L'in- 
fini du  preniiér  ordre  00  contient  le  fini  ùhe  infi- 
nité de  fois^  mai^  il  eft  lui-mcmé  contenu  ùné 
infinité  de  fois  dans  Tin  fini  du  fécond  ordre  ,  & 
celui-ci  Téft  ime  infinité  dé,fdis  dans  Tinfini  du 
troifiéme  :  en  général ,  Triïfini  de  Tordre  m  con- 
tient tine  infinité  de  fois  Tînfini  dé  Tprdre  rh — i  ^ 
éc  eft  contenu  autant  de  fois  dans  Tinfini  de  Tordre 
m  +  1 ,  &:  Tinfini  oo*****  contient  Tinfini  ttt  a;utanc 
de  fois  qu'il  eft  défigné  par  00" ,  comme  cela  eft  évi- 
dent en  divifant  co"***  par  ob**,  èe  qui  fè  fait  eri 
ôtant  Téxpofant  du  dîvifeu?r  de  celui  du  dividende; 
Le  fini  contient  Tinfittimerit  petit  du  premier  ordre 
une  infinité  dé  fois ,  &  celui-ci  Contient  Tinfini- 
mént  petit  du  fécond  ordre  aaflî  une  infiriitc  dé 
fois.  Eri  général ,  Tinânimeht  petit  dé  Tordre  ni 
contient  Tinfininiient  petit  de  Tordté  m-^h  ufi 
iiombfé  de  fois  défigné  par  00"  :  car  en  divifànt 
-^  par  -^^n  y  l'on  aur^  (par  la  tegle  de  la  divr-' 

fioffdés  fradiioiis  )  — t~==  ^  *• 


L'infini  a  00'»  eft  à  i  ^"^  coriimé  a  :  b  ^  cVff- 
à-dire  »  que  deux  infinis  àà  riicmé  o'f dire  peaventlf 
être  entr'eux  comme  deux  (juantités  fijiiies:  a  fit  6.^ 


\ 
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De  même :  ilali  i  c  eft-à-dire  ,   que  la 

même  chofe  a  lieu  pour  les  infiniment  petits  da 
même  ordre.  Deu3^  quantités  finies  ,  qui  ne  dif- 
férent que  d'un  infiniment  petit ,  font  cenfées  cga* 
les  :  car  leur  différence  étant  inaffignable  &  plus 
petite  qu'aucune  quantité  donnée ,  doit  être  ceniee 
nulle  j  donc  a:^  -^  \  a  \\  a  \  a  y  c'etf-à-dire ,  en 
raifon  d'égalité.  De  même  un  infiniment  petit  du 
fécond  ordre  étant  infiniment  plus  petit  que  celui 
<du  premiec,  deux  infiniment  petits  du  premier 
ordre  ,  qui  ne  dificrent  entr'eux  que  d'un  infini- 
ment petit  du  fécond  ordre  ou  du  troifiéme  ,  &c 
font  ccnfés  être  en  raifon  d'égalité.  De  même  ^  00  • 

•  00  "•  zt  i  :  :  ^  :  I  ± (  en  divifant  par  00  •  )  ; 

or eft  un  infiniment  petit  de  Tordre  m  ;  donc. 


00  ^ 


félon  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  l'on  a  iz  :  i  + 
û  :  I  ,   c'eft-à-dire,  qu'un  infini  eft  à  un 


M    » 


autre  infini  du  même  ordre  (  &  c'eft  la  même  chofe 
fi  les  ordres  des  infiniment  grands  font  difiTérents) 
plus  ou  moins  une  quantité  finie  ,  dans  le  même 
rapport  que  fi  cette  quantité  finie  ne  s'y  trouvoic 
pas.  Mais  cela  n'a  pas  lieu  dans  le  rapport  arithmé- 
tique y  car  le  rapport  arithmétique  de  ©s  ■+•  5  •  00  eft 
=a=  00  ■+•  3  —  00  =  j  ,  ce  qu'il  eft  bon  de  remar- 

3uer  j  donc  on  ne  doit  négliger  les  quantités  finies 
evant  les  infinies  que  quand  il  s'agit  d'un  rapport 
géométrique  ,  &  non  arithmétique.  De  i^me 
dans  le  rapport  arithmétique  on  ne  'doit  p^Rié- 
-gliger  un  infini  devant  un  autre  infini  d'un  ordre 

fupérieur  j  '  ainfi  oo5  -+-00  »:  oo^j 


oo3  -4- 


X  1 

00  00' 


I        •  ^» 


ft! I  ::  1 1 1*  Mais  le  rapport  arithmétique 
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J^  00  3  — |-  00  2  à  00  3  eft  ==  00  5  -+-  00  i  —  o©  î  =  00  * . 

Remarque  I.  Il  eft  de  la  nature  de  toute  quan- 
tité ,  d'ctre  fiifceptible  d'augmentation  ou  de  aimi-' 
nution  ;  ainfi  1  on  ne  doit  pas  dire  que  l'infini  eft 
une  quantité  qui  a  reçu  tous  fes  accroifïements 
finis  poffibles  ,  autrement  l'infini  ne  feroit  pas  une 
quantité.  D'ailleurs  nous  concevons  qu'une  quan- 
tité quelconque  deviendra  plus  grande ,  en  lui  ajou- 
tant une  autre  quantité  fi  petite  qu'elle  foit. 

Remarque  11.  En  regardant  o  comme  une  quan- 
tité infiniment  petite,  j  on  aura  ^  =  oo^&  q  —  ^  j 
mais  o|i  ne  doit  pas  regarder  o  comme  un  pur  rien, 
fans  quoi  l'on  n'auroit  pas  ^  =  00 ,  comme  le  pré- 
tend M.Euler.  En  effet ,  puifque  pour  avoir  un  quo- 
tient ,  il  faut  une  quantité  qu'on  appelle  le  dividende ^ 
qui  contienne  une  quantité  qu'on  nomme  le  (àvifeufy 
éc  que  ces  quantités  foient  de  même  nature ,  il  eft 
évident  que  le  quotient  de  i  divifé  par  on'eft  pas  une 
quantité ,  parce  que  o  n'eft  pas  une  quantité.  Voyez 
ce  que  nous  avons  dit  fur  cette  matière  dans  la 
faconde  édition  de  nos  Inftitutions  Mathématiques. 

Des  Séries  ou  Suites. 

91.  On  entend  parTerid,  une  fuire  de  termes  qui 
croiilent  ou  décroiflent  feloç  une  certaine  loi  {nous 
ne  parlons  pas  id  des  fuites  dont  les  termes  ne  fui- 
veat  aucune  toi)  :  telles  font  les  progrejjions  géomé- 
triques &  arithmétiques ,  les  fuites  des  nombres  figurés. 

Conftan^  ou  du  premier  ordre  ^  r,  i ,    t ,.  i ,    i  &c. 

Naturels  ou  du  fécond  ordre ,  i ,  i ,  ^3  ,  4 ,    f  &c» 

Triangulaires  ou  du  troifîéme  ordre ,  i ,  3  »   é ,  to  »  1 5  Sec. 

Piramtdaux  ou  du  quatrième  ordre ,  i  >  4 , 1  o,  %o ,  3  5  &c«. 
Trianguli-Pyramidauz  ou  du  cin^ 

^éme  ordre»  »>  f ,  t^  >  J-Î  ,  70  &Ck 
«c                                   .  Tj 
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La  loi  de  chacune  de  ces  fuites  des  nombres 
figurés ,  çfl:  que  chacun  de  leurs  termes  foit  la 
fomme  des  termes  correfpondans  de  la  précédente; 
ain^  le  rroi^éme  terme  6  de  la  troisième  fuite  eft 
la  fomme  des  trois  premiers  de  la  féconde. 

Les  nombres  polygones  font  formés  par  la  fomme 
des  termes  confécutifs  d'une  progreffion  arithmé? 
pque ,  ôc  ces  nombres  s'appellent  triangulaires  ^ 
quarrés  ^  pentagones  ^  &c.  félon  que  la  aiflFérence 
de  la  progreilion  eft  i ,  ou  x  ,  oi;  5 ,  &ç. 

ProgreJJions   Arhhn^édques* 

î ,  z  ,  j  ,    4 ,  &:c.         pi^éreiices     i 

i  >  3  >  5  >   -7»  *^c-  i 


içc. 

Nombres  P.qlygoneSé 

î  >  î  »    ^  >  ïQ  >  &c.       Triangulaires*^ 
I  >  4>    9>  i<^>  &c.        Quarrés. 
I  ,  5  ,  IX  ,  ^a. ,  &c.        Pentagones, 
ï ,  ^ ,  1 5  ,  z8  ,  &c.        Exagones. 
&c. 
En  examinant  avec  un  peu  d'attention  les  nomt 
bres  figurcç  ,  il  eft  vifiljle  qu'en  défignanÇ  par  n  lé 

_  *  Les  nombres  triangulaires  ont  cette  propriété  qa!on  peut 
dî(pofer  en  triangle  autant  de  points  qu^I^  contiçQoent  d'uiutés. 
en  prenant  un  point  pour  le  plus  petit         ,^      •  •  •    *  •  •  • 
triangle  ;  de  liiême  les  points  indî-  *       "       *-'      V/       ^ 
qués  par  les  nombres  quarrés  peu-      *      '        *       *^     4cç. 
vent  être  difpofés  ea  quarré,  eh  prenant  un  point  pour  le  pluf 
petit  quarrc,  &c.   On  pourra   inieux     •      ::     ;;•  &C* 
comprendre  cela ,  quand  on  aura  vu     x      4       ^     &a 
d^ns  I4  Géométrie  cç  que  c'eft  qu'on  tr;^ngl«  ,  u^mamé ,  ^» 


>«»■« 
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rang  du  nombre  naturel,  cenambre  fera=n;ainfî  le 
nombre  naturel  du  cinquième  rang  eft  5 .  On  trou- 
vera auili  que  le  noipbre  triangulaire  du  rang  n  eft 

2=5  — ^ ,.  S'il  s'agir  du  nombre  triangulaire  du 

rang  4  ,  on  aura  «  =:?  4 ,  &  ce  nombre  fera  =3 

1 izsn^-^-.^  ss-^sgeio,  Le  nombre  pyra- 

midal  du  rang/î  elts= •   Le  nom-* 

bre  figuré  du  cinquième  ordre  du  rang  /z  eft  c=3 

..(.  +  ,).(.+  .).(.+ 3)^  ^^ 

x.5-4  ^ 

nxiéme ordre  eft  = —  '■  >         » 

6ç  ainiî  dé  fuite. 

A  l'égard  des  nombres  polygones  ,  fx  n  indique 
le  rang  du  nombre,  on  aura  le  nombre  triangUr 

larre  =  ^— ^-^ ==» ^-^^ 


%nn 


Le  quatre  ==:  -^— =  ;???• 

Le  pentagone  ou  V  gone  s=3         ■   ■"■  • — * 

L  exagone  ou  Yl  gone  =  —« — — 


rs— % 


Le  VII  gone 


Le  VIII  gone 
Le  IX  gonQ  = 


«.(5/2—5) 


r  w^.^ 


1 


n*(6n  —  4) 
a-(7«—  5  ) 


T4 


fy 
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jLe  X  gone  =—^ »;=!/?•  {^n — j) 


Le  XI  gone 


«•(9^  —  7) 


X 


Le  XII  gone  =  — ^- =^^-(5  ^  —  4)* 

Le  XX  gone=5S =/z(9/2— ^8), 

(m  — i)-/i«— (m— 4)-n 

Et  en  gener^Ue  /n  gone  =?=; — 


Nous  appellerons  c^r^'.  le  nombre  n  ou  le  rang 
du  nombre  polygone  ;  &  nous  dirons  auffi  que 
le  nombre  m  gone  de  n  ou  du  cpcé  /z  eft  s=« 

(m  —  i)  •  nu  —  (m  — -4  )  •  s 

'I     ^  ■  ■     -      ..-Il       .  ■  t 

Problème.  Qn  demande  à  un  Financier  com- 
bien lui  coûté  une  terre  qtiil  vient  d^ acheter  :  il  ré- 
pond  que  le  nombre  3^5  gone  de  11  eft  le  nombre 
de  louis  quelle  lui  coute^  Pour  trouver  ce  nombre , 
on  fuppofera  /72=îj(>5&/2=iz,  &ç  fubftituant 
ces  valeurs  dans  la  formule  générale  »  on  trouvera 
que  la  terre  a  été  achetée  ^3970  louis. 

Nous  venons  de  voir  comment  on  doit  déter-' 
miner  les  nombres  polygones  ,  en  défignant  par  n 
le  coté  du  polygone  ;  donc  fi  on  défignoit  ce  càté,^ 
qu'on  appelle  aulïï  une  racine  y  vzt  x,  il  fuffiroit 
d'écrire  jç  au  lieu  de  n  dans  les  formules  ci-defliis; 
de  forte  que  l'on  auroit  le  nombre  n^  gone==; 

(m — z)xx — (m — 4)  *x 

-■'■■'■  '  < 

% 

Si  connoiflant  le  nombre  m  gone  x  on  deniande 
la  racine  ^  oii  le  côté  ^  ei^  aura  befoin  de  réfoudi^e 
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une  équation  du  fécond  degré.  Suppofons  qu'on 
cherche  la  racine  ou  le  côté  x  du  nombre  triangu- 
laire 9 1 .  En  fubftituant  a;  à  la  place  de  n ,  nous 

XX  "^  X 

aiurons r-  =  91  ,  ou  a:;ç  H-  jc  s=  181,  & 

a;  =  — iH- V— =3  13. 

Soit  iz  un  nombre  m  gone  donné  ,  dont  il  s'a- 
gît de  déterminer  la  racine ,  on  aura  l'équation 

{m — %)-xx — (m  —  4)ji:  . 

.^ — , I   > =  <z,  ou  (^— r-1  )  XX — ' 

{m  —  4)-jr=ia,  équation  qui  étant  réfblue 
par  la  méthode  du  fécond  degré  ,  donne  x  ===» 

w— 4  4-V[8(m— i)tf+(m  — 4)*J 

.■^"■— ■  I    ■  ■■  Il I  I  . 

Si  l'on  demandoit  de  trouver  un  nombre  trian- 
gulaire qui  fût  en  même  temps  un  quarré ,  en  défi-- 

gnantcequarrépar  — 'jcarj  nous  aurions  -■ 

Ppxx  ppxx 

=?=» — ' ',  a::c -h  ;t?  i=s  — —  •  i.^^x-4-2  9^ 

s=zppx.  j  ic  x=i -Subdituant  donc  dans 

PP — ^îî 

cette  formule  des  nombres  quelconques  à  la  place 
de  ^  &:  dep  ,  pourvu  qu'il  en  réftllte  un  nombre 
entier  pomif  pour  x  (  car  hous  fuppofons  que  les 
nombres  trigonaux  font  entiers  &  pofitifs  ) ,  le 
problème  fera  réfolu.  Si/^=5=j  &ç  =  i,on  aura 
x=i  8 ,  dont  le  nombre  triangulaire  qui  eft  j  ^  eft  en 
mèniç  temp$  un  qu^rré.  Si  nous  fuppofons  pzssi-j^ 
Çc  q:s=s  12,^  i^ous  ti^ouverons  x  ss  2^8  &  le  uoxxt* 
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bre  trîgonal  — fera  =  1 44  X 189 ,  dont  la 

,  •-  ■ 

racine  eft  =  11  X  17  =  ^^4* 

Mais  Cl  étant  4onné  un  nombre  quelconque  :t , 

on  appelle  fon  nombre  trigonal  ^-I->;  en  pre- 

nant  le  nom  de  nombre  trigonal  dans  ce  fens ,  x 
pourra  être  un  nombre  quelconque  pofitif  on  né- 
gatif,  entier  ou  bien  fraftiannaire.  Si  nous  fai- 
fons  /^  =2  7  &  ?  =^  5  >  nous  aurons  x  ==3  —  j  o  ^ 
dont  le  triangle  î  1 1  j  eft  en  temps  celui  de  -+-  49 
&  le  quarré  de  j  5  •  Si  /?  =  3  &  ^  =:  i  ,  on  aura 

X  X    \     X 

jç  =  ^  ,  &  le  nombf  ç  trigpns^l  * ' —  eft  s:?=  ~ , 

»  —  • 

quarré  de  y 

he$  fuites  des  puijfances  des  nombres  font  celles  des 
quarrcs ,  cubes ,  &c.  de  la  progreffion  des  nombres 
naturels  1,1,3,4,  ^^-  Qp  appelle  progrejjion 
karrr^onique ,  la  fuite  des  quotiei^ts  a  un  même  nom- 
bre divifé  par  les  termes  confécutifs  d'une  pro- 
g-effion  arithmétique  :  teHc  eft  la  fériç  j ,  *} ,  7 , 

On  appelb  fcties  du  premier  ordre ,  celles  dont 
les  premières  différences  font  confiantes  :  telles 
ibnt  les  progreffions  arithnïQtiqiî^s.  X^^  fériés  d^ 
ficojid  ardre  font  celles  dont^es  fe»nde$  différen- 
ces font  confiantes  :  ccHes  du  troiféme  ,  quatrième , 
&c.  ordre  fo|it  celles  dont  les  croilicmes  ,  qua- 
tciénaes,  &c*  différences  fb^f  conftintes.  Le$.ferie$ 

•■  ■    ■  M         ■■    «Il   II  ■  Il       ■■        I  I     II   I       M      H    I     I    I    .l.ia.   MM.    II.  

^  Parce  que  Ci  9a  preml  trois  termes  ^onfecçtîfs  daps   une  teUe 
<oltt,  Vis  iîpoc'ctt  pcftpôtrioq  h»rinogiqnc>     ^    '.' 


mt» 
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dans  lesquelles  ^n  peut  arriver  à  des  diiSer«nce$ 
confiantes  ,  font  appèlléçî  algébriques.  Si  Ton  mul- 
cipUe  les  termes  d-unç  férié  algébrique ,  par  les 
termes  correrpon4aqts  d'une  îerie  géométrique 
(  c'eft-à^dire  ,'  le  premier  de  Ttine  par  le  premier 
de  l'autre,  le  fçcpndpar  le  fécond )&c«) ,  I'ob  ii  uno 
ferie  algéhique-géoîmtrique^  Les  fériés  récurrentes 
font  celles  dans  lefquelles  chaque  terme  eft  déter- 
miné par  un  certain  nombre  de  termes  précédents 
multipliés  par  des  confiantes.  On  les  appelle  récur-- 
fentes  du  premier  ^  du  fécond  -^  du  troifiéme  ^  &c. 
ordre  ^  félon  que  ,  pour  avoir  un  terme ,  on  a 
befoin  d-un  feul  terme  précédent ,  ou  de  deux ,  ou 
de  trois  ,  &c.  Ainfi  la  i?rie  i ,  i  ,  J  ,  7 ,  17,  &c. 
eft  récurrente  du  fécond  ordre  y  parce  que  chaque 
terme ,  i  compter  du  troifiéme,  eft  égal  a  la  fommé 
des  deux  prétédens  multipliés  le  premier  par  i  , 
&  l'autre  (  c*eft  celui  qui  précède  immédiatement 
le  terme  cherché  )  ps^r  %  *^ 

Cherchons  maintenant  la  fomme  des  piviflançes 
des  nombres  naturels  1,^,3,4,  5*-*c». 

9j.  Lemmi.  Dans  une  progrejfîon  arithméti- 
que -7-  à.  b.  c.  e.  &c.  dont  la  différence  ==  i , 
€n  premier  lieu  le  quarré  d!un  terme  quelconque  eji 
ésal  au  quarré  d^  premier  terme  ^  plus  au  douhU  de  la 
Jomme  dfs  termes  précédent  y  plus  au  nombre  des 
termes  précédents.  Enfcond  lieu  ke  cube  d*un  terme 
quelconque  efi  égal  à  la  famme  faite.  ^  i^  du  cuhc  du 
premier  ttrme  s  x^  du  triple  de^  la  fomme  des  quarré^ 

*  Pour  former  une  fuite  récurrente  du  fécond  ordre ,  ay^nt  prî^ 
Ici  d«ttx  prenaiert  (eemes  i  vulonté ,  on  nduUipIiera  Iç  i««9iitf  pai:  « 
Il  le  fèconc)  par  h  %  la  fommç  des  prod>|its  cfoaner^  ïe  troi({cmc.  Mul- 
ptdiant  le  fécond  pa^:  tf  Se  le  troifiéiiie  pj(r  6  ^  la  fomm^  de^  produ  ts 
dçniiei:»'!^  ^u^riiiiQe|^  ^if^deàiite^      . 
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des  termes  précédents  y  ^^  du  triple  de  la  fomme  des 
termes  précédents  j  &  enfin  du  nombre  des  termes 
précédents*  Car  la  progreilîon  -f^  <z  •  A  •  c •  &c.  eft  = 
—a  •  fl  •+•  I  •  Â  ■+•  I  •  icc.  ;  donc  c  =  A  -+-  i ,  c^  = 
i*--hiAH-i;  &  parce  que  b^=i  a  -f-  i  ,  l'on 
aA*=j*-4-i^--ihi>  donc  en  fubftituant , 
c*=a:<zi  +  25H-i;  dônc  1°  ,  &c,  de  même 


H-  z  a-+-  I 

cî  =  ^5  +  3  ^^  +  3  *  +  I  ,  35  =  ^»  -4-  5  ^z* 
3  a  +  I  j  donc  en  fubftituant  cette  valeur  de  b^ 
dans  l'équatian  précédente  ,   Ion  aura 

<;î  =s  a^  -+•  3  *"•  H-  3  3  -f- 1  i  donc  x^  y  &c. 

3  a^  -+-  3  ^  -+-  I 


94.  Théorème.  i°.  La  fomme  de  la  progrejjlon 
1,1,1,  &c.  û  Vinfini  eft=>  00.  2.°.  La  fomme  S  rfe^ 
nombres  naturels  continuée  à  Vinfini  i,2,3,4,5.«-oo 


00^ 


eft  ==  — •  3  **.  La  fomme  p  des  quarrés  1,4,9, 
16  y  2  5  •  •  •  €»*  des  nombres  naturels  efi  un  infiniment 


OQÎ 


grand  du  troifiéme  ordre  y  c* efi- à-dire  ,  p=5  — •   La 

{première  partie  du  théorème  eft  évidente  ;  car 
'unité  prife  une  infinité  de  fois  ,  donne  une  quan- 
tité plus  grande  qu'aucune  quantité  affignable.  La 
féconde  partie  fe  démontre  taciiement  :  car  par  le 
lemme  précédent,  le  quatre  du  terme  00  eft  00' =1 
(  quarré  du  premier  terme  )-+-2S-^2oo(  c'eft-i- 
dire ,  plus  le  doublée  de  la  fomme  des  terpies  précé- 
dents ,  laquelle  fomme  =S  —  oo)-|-oo  —  1 
(  nombre  des  termes  précédents  )  \  dônc  réduifanc 
Çç  tranfpofant,  00*  -j^  00  5==  2  S,  on  (félon  W  n^.  91) 
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00* 


op*  =  2S,  ouS  =  —  5  en  négligeant  00  qui  dit 

paroît  devant  00  ».  Pour  démontrer  la  troifiéme  par- 
tie ,  je  remarque  que  par  le  lemme  précédent,  00  '  eft 
=1  (cube  du  premier  terme)  -h  3  /?  — :  j  <»'^  (triple 
de  la  fomme  des  quarrés  des  termes  précédents  ) 

3  X  f 00  J  (triple  de  la  fomme  des  termes 

précédents)  -4-  op  —r-  i  (  nombre  des  termes  précé- 
dents) y  donc  réduifant  &  ti^anfpofant ,  00'  -f-  3  00' 


00^ 


—  3  —  -+-2oo5=3pj  donc  (  eii  négligeant  les 
infinis  des  ordres  inférieurs  (91)  )oo'==3^,  Scp 
==  —  j  donc ,  &c.  En  général  la  fomme  des  puif- 
fances  m  des  nombres  naturels  i ,  i  ,  3  à  l'infini 
eft  = 


m-J"  ï 

9^*  Dans  la  fuite  la  lettre  x  défignera  le  nombre  des  ter- 
mes. Le  terme  général  d'une  fuite  (  nous  le  désignerons  par  T^ 
efl  une  fonâion  de  x ,  d^s  laquelle  ,  £  on  mbflitue  luccefr- 
fîvcment  à  la  place  de  x  les  nombres  i ,  2 ,  3 ,  &c. ,  on  ob- 
tiendra tous  les  termes  de  la  (Srie.  Ainfî  la  lérié  i ,  7  >  I3  » 
19  9  15,31,  37  ,  &c.  a  pour  terme  général  6x  —  5.  Si 
dans  ce  terme  génér4  nous  fubflituons  3  ,  par  exemple  ^  za 
lieu  de  x  y  nous  aurons  le  troifiéme  terme  13.  Le  terme  fom' 
matoire  S  d'une  fèrie  efl  une  fondion  de  x ,  dans  laquelle , 
fi  à  la  place  de  x  on  (ubftitue  un  nombre  entier  poûtif , 
on  aura  la  (bmme  d'amant  de  teriines  que  ce  nombre  con- 
tient d'unités.  Le  terme  (bmmatoire  de  la  iiérie  ,  dont  nou$ 
venons  déparier,  étant  ^x^  —  xjc,  fi  on  fubftitue  7  à  la 
place  de  x  ,  on  aura  133,  fomme  des  7  premiers  termes  de 
la  férié.  En  fuppo&nt  la  fôrie  continuée  a  l'infîni ,  la  fomtne 
devient  S  ==  3  00^  ^ —  x  00  a=  3  ©o^  (  91  ).  Il  feroit  â  fou- 
haiter  qu'étant  donné  le  terme  générai  cTune  férié ,  on  pût 


jox  Cours  de  Mathématiques. 

trouver  le  terme  fommacoire  correfpoodant  :  mais  il  y  a  peu 
d'apparence  que  ce  problème  général  foie  jamais  réiblu  ;  c'eft 
pourquoi  il  eft  à.  Pf^P^s  ^^  cherchet  des  formules  générales  par 
lefqueileson  puilTe  décetminerla  fomme  deplufieurs  fériés  par 
leur  tèrine  génér^. 

^6*TâEOiiBMB*  Dans  une  fim  quelconque  le  terme  géné- 
ral efi  égal  à  la  fomme  de  tous  les  termes  jujqu'à  x  incùifive^ 

ment ,  moins  la  fomme  de  tous  les  termes  jufqu*à  t i 

inclufivement*  La  chpfe  eft  évidente  ;.car  ce  qui  tefle  doit 
être  égal  au  terme  du  rang  x»  De  ce  théorème  £  fimple  ,  il 
fuit  qu'en  appellant  S  la  fomme  de  tous  les  termes  pris  jufqu'à 
jc  9  &  S^  celle  de  tous  les  termes  pris  jufqu'à  x  —  i  indu- 
fivement  »  on  aura  le  terme  général  1  =  8  —  S'  *  ^  mais 
il  faut  pour  cela  que  S  exprime  la  vraie  fomme ,  ce  qu'on 
connoitra  fi  en  faifant  ;ir  »»  i ,  on  trouve  S  »bT.  Si  sdors  S  ^=T 
— -  kl  **  ,  T  fera  =»  S  -4-  tf  (  vraie  fomme  )  ;  au  contraire  il 
(audra  ôter  «  de  S  fi  T  eft  plus  petit  que  S,  c'eft-à-dire» 
il  T  +  il  ««  S ,  &  l'on  ^ura  T  «=*  S  —  «i  (  vraie  fomme  )  ; 

ainfi  quoique ^  «=  ^ fUJï — -J J, 

cependant  la  ferle  dont  le  terme  général  eft  -t — ^à*a  pas 


jjf' —  I 


j>oûr  terme  fâifimatoixt  ^ ^  qui  >  en  fiaiiCmt  ;c  =*  i , 

Revient  ^-a  i, tandis v que  le  terme  général  ; — i  ^  de- 

fient  I;  donc  le  terme  igénérs^  (urpa^e  alors  S  de  ~  ^  donc  S  + 

éT  — S-J-î'-«  3^  — ri-t-r  ^  iî— , véritatic terme fom- 

%  *       * 

6x  —  X 
lâàtoire  de  lafSriedbntle  terme  général  eftTs=a -* 

Mes  a  faut  bicii  f^ârquèr  qiifc  T  =  S  —  S'  exprime 
itxxx  fiSriès  ,  dont  le  t^tmë  ^^nétâl  de  Tune  «^  S  ,  &  celui 

*  On  T6ic  bifii  qiie  pour  avoir  T,  il  faîic  avoir  S  ou  la  fomme  dt% 
centies^e|t)rim'éie  |>ar  iuh  foqâion  de«  >  autrement  T  ne  fcroit  pas 
dfirime  par  une  fquîàkohdt  pf* 

*^-iii  cA  une  cahute  conliame»' 


mmmm 


C    A    t    C    tJ   L.  50| 


maitaa^* 


«le  l'autre  =->  S^.Eii  fouBadt  ces  deUx  fërksi  on'  ferra  eue 
le  premier  terdie  de  la  première  d'étruit  le  (ècoad  de  la  féconde  ^ 
le  fécond  de  la  première  ,  le  troifiéme  d'e  la  féconde  ^  ftc*; 
&  alors  comme.iL  ne  refte  xiep  que  la  différence  du  dernier  de 
la  première  au  premier  de  la  féconde,  la  méthode  de  creuTlt 

T  expofée  ci-deffiis  devient  inutile.  Soit  S  ».  — —   «ilors 

*^  a-f-x        ' 


En  fermant  les  drics  dont  $  ôc  S^  font  les  termes  généraui 
dcrecranchaac  celle  q«i  répond  dS%  de  celle  qui  répond  àS» 

1  -r  jf      \ï  +  ^/       ^ 

ci'eft-â-dire ,  qu's^ès  avoir  retranché  les  termes  de  la  férié  S^ 
(fi  ces  termes  n'étoient  pas  retranchés,  ils  auroient  le  fi^ne-fr) 
de  ceux  de  la  férié  S  ,  il  reAe  le  terme  général  de  ta  fêrie  S ,  ce 
qui  ne  donne  rien  a  connoître.  Atnu  la  méthode  du  théor 
réme  ne  peut  réuffir ,  tandis  que  le  terme  général  aura  la 
ferme  dont  nous  venons  de  parler.  Il  faut  donc  tâcher  de 
donner  une  autre  forme  à  T  =  S  —  S\ 

Si  on  réduit  au  même  dénominateur  la  valetir  de  T<«  S — Si 

■m      ,      -^  I  — i —  1 ,  on  auras  — S' «==-7 — ; — k  f  '  t — t 

•s  T,  de  la  férié  corre(pondaate ïeta  rrr »  tH'  >  îtt»  T7?>  *^ 

donc  le  tenat  fommatoire  Cm  — : — ^  Six  —  e» ,  le  teitoe 

i+x 

(bmmatoke  S  de  cette   lerie  deviendra  S  «fes*  —  «^  ï. 

^7.  Pour  fidrc  fappHcatîon  de  ce  vnre  nous  vcamis  de  dkc , 
dierchotis  quelles  font  les  iéries  dont  le  terme  fpmniiatoiif  coi^ 
tient  X  dans  tous  iés  termes.  QpiW  dttanpde  ,■  par  êxempU  p 


I 


■  ir.  #  a 


'  «  •*eft-à-diie  «  fi  ixr  cft  »  5  «  par  txtmpU  >  la  fomme  des  5  prcnïiers 
cetmes  fem  5  4  >.  ce  fui  cft  ^videou 
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quelle  eft  la  férié  dont  le  terme  fommatolre  eft  =«»  ^^  ^  â  étant 
une  (|uantitë  conftante.'  Ecrivant  x  —  1  au  lieu  de  at  ,   f  ai  1 

S'  =  ax  —  tf,&T  ^S —  S'««tf5  donc  tous  les  termes  ' 

font  égaux  i  a  ,  &  la  férié  t^a^  a^  a^  a  ^  dont  la  iômme 

Je  cherche  enfuite  quelles  font  les  fériés  pour  lefquelles 
on  a  S  SB  ax  +  b  x*.  SubfUtuant  x  —  t  au  lieu  de  x  ,  je 
trouve  S' =»  tf  X  — •+  b  x^  —  ibx+  A,  &S — S'  «»  j 

T=i  (  â — ^4-  i^Jf)»  De  ce  t^me  général  je  forme  les  ; 

deux  fériés  /  *   /    /     /  «    *  L'une  de  ces  férics  eft  la  fuite 

àes  quantités  égales ,  la  féconde  eft  une  progreflSon  arithmé- 
tique,  dont  les  termes  croiflènt  conuxie  les  nombres  impairs 
1,3,  5,  7  ,  &c.  Et  enfin  la  férié  qui  réfulte  de  ces  deux  f&ies, 
ajoutées  terme  à  terme  ,  eft  une  prôereflion  arithmétique  ,  j 

dont  la  différence  eft  =^  x  b.  Donc  fi  Te  terme  général  d'une  * 

férié  contient  feulement  X  linéûre  ,  c'cft-â-<lire,  *  élevé  i  la 
première  puiflànce  ,  on  déterminera  facilement  le  terme 
ibmmatoire  S  ,  en  fiûûnt  =*=  à^ —  b  le  terme  qui  ne  contient 
pas  *  ,  &  Iç  coefficient  de  *  ==  i  b.  Par  exemple ,  fuppofant 
T  =  iç  +  3x,   je  fais  15  =5a  41  —  b  ,  Sc^^^^zb  'y  donc 

5  =  1  &tf  =  154.4  ==iiîj   TÔnaS'^ax  +  bx^^ 

',  _  • 

?3*±3ïl 

■  •  '  0  M 

98.  Si  Ftwi  a  une  férîe  telle  que  3,7,11,  ^c.  dont  les 
premières  différences  foient  conftantes  ,  on  trouvera  facile- 
ment le  terme  T  &  le  terme  S*  Car  fuppofant  le  premier 
terme  3  de  cette  férié  =  (tf  —  ^  +  *^jc)eii  faifant ;e  =  i  j 
fuppoÊmt  en&ite  le  fécond  terme  7  f*»  (a — ^-|-  "^bx)^  en  fàtfast 
X3==  1 ,  l'on  aura  3  =:a-^b  ,  &  7  =&=  ^  -f.  3  ^.  Retranchant 
la  première  •  équatioo  de  la  féconde  ^  il  vient  7  —  3  ou  4  »» 
2 ^,  &  ^  =  X.  Subftituant  cette  vaieur^de  b  dans  la  première, 
îon  trouve  tf  «s  I  5  donc  T  «s:  S — S^.*^(a  —  *4-2^*)«= 
—  i4-4X,&S  =  tfJc4"^**  =x  +  2X^. 

Si  Eon  fuppofe  S  =  tf  «  -|-  ^  **.,+  ^*;'  >  c^  fubftiniaat 
X  —  I  au  lieu  de  X  ,  S  fe  changieri  en  S'  ,   &  Tott   aura 


I 


I 

,■  ^  I  II  I      ■  ■*— — i— — III     IT-     Ti, 
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T-S-S'«M+***     /        J.Decettrmegé- 

r     _3,,    ^'        jaéralicformeu,»» 

férié   que  je  dîvife   en  crois  ;  a^a^a.  ^a^  &c. 

la  première    eft  conipoféc  de  ^  >  3^>  5^>  7^^  &c. 

termes  égaux  ;  la  féconde  eft  .     c,  7c, ipc,  37c^&c. 

celle  des  quantités  qui  fulvent  la  progcef&on  des  nombret 
impairs  1*3,  5)7)  &c.  ^  la  troiSéme  eft  une  férié,  dont 
les  fécondes  difierences  font  confiances  &  ^^es  Ï6c<^  laquelle 
propriété  convient  nécelfairenient  à  la  férié  totale  qui  réfuloc 
<ie  Ces  trois  ajoutées  terme  â  terme* 

De  là  il  fuit  quêtant  dQnné  le  terme  général  T  «»  i  — «» 
•^  jc^  pour  trouver  le  terme  fbmmatçire  S  de  la  férié  i 
laquelle  appartient  ce  terme  général ,  il  faut  faire  1  ta  12  -*^ 
h-^-c^  — 1  =  1^  —  3c,i*=rjc*.  De  la  dernière  équation 
Ton  tire  c  «=  f  •  Subftituant  cette  valeur  dans  le»  deux  autre^ 
Ton  a  I  =  a —  -^  •+•  7,  — .  I  =  x^  —  1.  La  dernière  donne 
^  as  05  donc  en  fubftîtuant ,  l'on  a'i<=»tf  —  h-^-^^sma  — rO-f- 
^y  ou  a  t^-^.  ,Subftituant  les  valeurs  de  a  ,  i  ,  c  dans  la 
valeur  générale  de  S  ,  Ton  a  $=«7Af  +  j«3,  terme  Commar 
loire  de  la  férié,  dont  le  terme  général  eft  T  =»(j  —  «-+-«*)• 

CoiLOLLAiREi  II  fuit  de-U  qu'on  peut  facilement  de* 
terminer  foit  S  ,  foit  T  dans  une  férié  dont  les  différences 
fécondes  font  confiantes.  Car  par  la  .comparalfon  de  trois 
termes  on  pourra  connoître  a  ^  f>  y  c  ^  qui  feront  connoitrc 
T  &  S.  Soit  la  férié  ^  ,  .13  ,  n  ,  35,  45,  &«•  dont  les  fé- 
condes différences  (ont  conftantes  &  ^les  â  4*  Comparant 
le  premier  terme  9  avec  le  terme. général  dans  la  fuppofition 
^e  X  »«  I  ,  le  fécond  terme  1 3  avec  le  même  terme  général 
dans  la  fuppofition  de  x  »»  i ,  &  enfin  le  troifiéme  terme  1 1 
avec  le  terme  général  dans  la  fuppoficion  de  ;c  »e  3  »  on  trou- 
vera trois  équations  ,  que  j'appellerai  du  pnnùer  ordre.  Otant 
la  première  de  la  féconde  ,  &  £elle<ci  de  la  troifiéme  «  I'oa 
aura  deux  équations  du  fécond  ordre  :  fitant  enfin  la  pre<- 
jniere  des  féconde^  de  la  féconde ,  l'on  a  une  équation  qu^ 
j'appelle  du  troifiéme  ordre. 


■• 


*  C'€fi-à*«lirc  quMl  faut  ^«let  Ici  t^uamtt^s  conftantes  tjui  fe  trou<^ 
Tcnt  dans  le  Cermie  général  donné  «  3c  dans  la  forgittle  du  terme  géné^ 
tal  T  donnée  d  dslfus  ;  Ton  égale  dt  même  les  cocficicai  d'iuu  loêine 
jniiiTaRce  de  x. 

Tomt  i.  V 
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Equations  du  premier 
•XI  — ^4-5*  +  !^^ 


Equations  duficond 
ordru 

4=»  »^  +  î^c 


Equations  du  troU 
fiémc  ordre* 

4  sa.  ^c. 


DdTë^fiatio&  4  ««  d  c ,  Ton  dre  (T  »»  |  a»  ^  Cette  valetir  de  c 
iubftitttféc  dans  la  .première  da  iècond  ordre ,  donne  ^«so; 
iubfticoant  jles  valeurs  de  c  &  'de  ^  dans  la  première  éa  pre- 
tniet  ordre-..  Ton  a  l'équatian  a  ««•8  +  •}•  ;  donc  T  =—  ^  — 

On  trouvera  de.  même  gae  le  terme  fommatok-e  *$  étant 
4t*-:h^«^  +€*^  +dx^^  4c  tene  général  fc» 


A 


S^V-^T 


De  ce'  terme  général  Ton  pourra  fiirmer  une  ferle ,  dont  les 
tioifiémes  diffiSences  Teront  confiantes.  Par  la  /nême  méthode, 
^  i  mmax  '^  bx^  •+•  cx^  +  dx^  +  /*'vf  on  aura 


— b'-^'tbx 

+r  —  3  CAP  +  3  c** 

—  </+4</;tf  —  5</**   +  ?i/xl 

De  <:e  terme  sénéral  on  pem  former  une  l^rle  do«t  les 
■quatrièmes  dilCtteiices  Soient  coaftantes. 

C o  1.  ox  L  AI  R  E  H.  De  ce  oue  nous  venons^  de  dire ,  îl 
iuit  i^'.qnune  férié,  dont  les  différences  de  Tordre  m  font  conf- 
tantes,apour  terme  général  une  formule  * ,  dans  laquelle  x  eu. 
^evé  à  la  puiflànce/n,  5c  pour  terme  fommatoire  tme  formule 


«p 


*  Cette  formule  eft  T  =  ii+b*+  cx^  -^dx^  +ex^ 
*  '  '  "^px^*  En  fàifant  =  a  toutes  les  quantités  confiantes , 
tvttce»  4es  quantités  qui  multiplient  x  étant  as  3 ,  &c. 


C   A 


L   C  U    L. 


JO7 


ordre  quelconque  font  contantes,  il  fuffit,  «yaiit  ftà\  (uccq^ 
fivemçoc  X  '^  1,1.3,  4  *  ^^*  >  ^^  comparer  autant  de  pre« 
miers  termes  de  la  (erie  qu'il  y  a  d'unités  dans  m  -f-  l  {Cih, 
Cttie  ei):  de  Tordre  ni  ^  )  ^^^^^c  la  formule  générale  qui  coi»- 
vient  i  cette  férié ,  d'oïl  l'on  tîceia  les  équations  néceiSures 
pourdétçrnûner  al  3,  c^  te. 

Exemple.  La  férié  i,^,  14,50,  po,  are.  ayant  (es 
troifiémes  différences  confiantes ,  je  prends  la  formule  du 
croifîéme  degré  ii  +  3x-4-  c**  +  </jipî.  Faifant  fucceflive- 
snent  x«»i ,  x,  ) t  4 1  fai  quatre  équationsdupseoûerordre*  . 


Equations  du  premier  ordre. 
s+  b  -^   c    H-    d  msa  z 

il-f"l3H\4C  +  8i  «a  ^ 

ii  +  3^-f"^<^  +  i7<£«3»  14 


Equéuions  du  trùijléme  ordre* 

»  8 


%ç  -4-  ii</ 

%ç  +  l^d 


Equations  du  fiçond  ordrim 
3  +  3cH-  7</—  7 
*+7c  +37</—itf 


Equation  du  quatritm» 

ordrtf,  ' 

6d  —  j. 


ItetFaiuîhaiitlapreiiûe>^6Â]uatiMdiipreBiierordredelafeconde,. 
celle-ci  dç  la  troifiéme  ,  &c»  fai  ies  équations  di^  fécond 
ordre  ^i  y  en  retranchant  la  p/remiere  de  |a  fetcond^  9  i&. celle- 
ci  de  Ta  troiiléme  ,  donnent  les  équations  du  troifîéme  ordre* 
Retranchant  la  pr^ mierp  dy  troffié^gie  vs^p  .de  la  féconde, 
fai  l'équation  du  quatrième  ordre  6d  '^  X  t  d'od  fe  tire 
i^«=»  i-oss  -i.  Subflituant  cette  vadeur  do  d  dans  la  première 
du  troiném^  ordre ,  l'An  trouve  c  ««  i«  Subfiituanc  oes  va*^ 
leurs  de  d^  de  c  dans  la  pcen4ere  di^  fecqad  ofrdre ,  l'on  z 
i»;»  SvbjUtuant jbef  yaletin  ide  i»  c ,  </daiisb  piemiqce.du  pxç* 
mteiNordce ,  l'on  trouye  a^^  e^  .donc  Tj=7s^-^ èxrjrc r^ 
-+■  «^*>>w  i^  +  *^  +  f  ;»?•  ie  fupppfisSiwA^+B;»* 


*  C*«ft-i-dic«  fi  tetdiiKr#actsd«i'ur4t«Mifoin'confbuitti. 
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«f-Cx>  +Dx*.  f>onc  le  tetme général  eft 

/A 

\— D+  4DAf  —  6Dx^  4.  4D*J 

La  cempanifon  des  termes  donne  les  équations  Clivantes  : 
A  —  B  4-  C  —  D— o  d'od  i'oB  urc  D=i,  C=«^, 
,B_}C  +  4D^f  B=^vA=--^-    SuMtiniant 

.Q ^  D  o"  I  ces  valeurs  dans  S ,  on  a  S  =b 

On  voie  par-U  qu'on  peut  tonjours  déterminer  S  &  T  dans 
une  Citic  »  dans  laquelle  on  peut  parvenir  à  des  différences 
confiantes»  * 

«^^.  Venons  asx  ferles  dans  lefbueRes  S  ttt  nn«  ftaâion 
4ont  les-  deux.xerizies  font  afTeâés  d  une  même  puiflance  de  x* 

Sait  S  Ms  — V   ,  "•  Ecrivant  Je  —  i  au  Heu  d«x,  Ton  a  S%  & 
a  -^r  bx  ^ 

'  '  '      £* 

Tetranchant  S'  de  S ,  il  vientS  —S'  e*»  T  ««  ^    ,    ^^  '—• 

(fx—f       V  ^  ^f ^^.  / 

Juifànt  les  frayions  au  même  dénominateur.  Si  de  ce  terme 
général  on  fonne  une  féric,  fon  terme  foinmatoircftra  S  « 

.     V.    ■   Mais  la  firie  que  donne  te  tejme  général  que  nd^s 

menons  de  trouver,  eft  J^^^pj^    j^+^)!'(^4.  »^)  » 

iiZ— : ^  ^  &c.  Or  H'^  vîfiblc  que  les  fivî- 

ieurs  forment  4es  deux  Xeries  que  Ton  voit  ici» 

a,,  a  +  ù^u  +  zb  &c.  aanslefquelicsleprcmîcrtcr. 

siedeia-fecotuie.  eil  égal  au  fécond  de  la  première ,  le  fecoâd 
de  la^econde^>aU'troifîéme  de  la-premiece  ,  &le  ^[«nier  de 
de  U  première  à  Tarant  dernier  Aela  fecoptde.  Laidi^eâee 

dans  les  deux  fécie^ft  s^  ^«  Si  4ans  S  on  Eût  ;r»«  «o  ,  Toa 

-      -■■      f    -         .....      ^ 


\ 


A  X.  c  V  u  }o5i 


Qimiérateur  de  ces  frai^oos  étsuit  conftant^  &  les  £Snç& 

*      '       '^        &c.  que  ferment  Fes  cUvifeurs^  étant  les  ma- 

iftes  ;.  excepté  que  l'une  cbnmience  au  (êcond  terme  de  Pamre, 
il.  eft.  Sicile  de  vpk  ^*el}e  appartient  a  notre  fopnule  géné^. 
jfaTe»  Ia  çomparaifon  faix  voir  q|«c-  ^  =*  ^  ^a  =  i.  Tout 
trouves  /  comme  Ton  a  Téquation.  a  /=  6j  ou  (  à  caufe 
4c  4f  «a  ^)  x/b^  4  ,  ilcft  viiîble  que/^pei  =  l  i  donc 

Soît floiamtenant S  =« «    ,'/^      \?^     ,  i    v •  Subftf- 

tuaat  X  —  X  à  la  place  de  x»  l'oa  aura  S',,  ft&'^S'M» 

af  — -  ^'/x        ' 
«a—  hmx  • 


formule  le  numérateur  eft  le  terme  général  d'une  Crie  du 
premier,  ordre ,  pourvu  que,  le  coefficient  it  x  ne  foit  pat 
«^  o  r  car  dans  ce  cas  le  numérateur  (eroit  le  terme  général 
d'inte  fiiite>de^(|Ma;ntîtés  égales.  Les  fadieuts' du  dlvlCeui:  re«K 
prétèntent  chacun  une  férie  du  premier  ordse-  &  de  plus  4a 
tnêoie  y  a^c  cette  dlâibence  que  la  féconde  commence  au 
{econd  terme  de  h  première ,,  &  la.  troiflénie  au  troifiéme 
terme  de  la^premierek. 

•  Soit  la  férie  rrfr+r  Trîrrr  îTri^  Trr?  >  «^C  Ee  terme  généra! 
de  la  férie  des  numérateurs  eft  T=  T-^yx'y^  les  fiSries  des 
fieuxpremiers  faveurs  du  dénominateur  (ont  dansle  cas  dbnrnous 
Tenons  déparier.  Le  terme  général  de  h  férie  que  forment  les 
troîfiémes  radeurs  eft  a-^bx^'^^-^^x  ;  de  forte  que  rî=2,^ia«r» 
Subftituam  ces  yaleu«r  de  ^  &  de  b'dzns  te  terme  général  qui 
convient  à  no^e  férie  »  on  en*  déduira  3'/-*"3'w=i>  — fi 
—  )m-f.éf/ff«*'3  ;  d*oà  Ton  tirera  »i»«7f5^,/=«  ^  j  doitc 

»-3-(»+«>-(H-*) 

Si  le  namérateur  du  terme  générât  T  étoît  dlvifîble  par  uo 

.des  Êiâeurs  extrêmes,  ladivi&n  étant  faite  >  il  appartiendroic 

il  l'avant  dernière  formule*  Mais  (î  le  faâeur  moyen  manquoit ,  il 

Ëuidroic  multiplier  le  numérateur  &  le  dénominateur  par  ce 

V5. 
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fii^iir ,  afin  qae  le  terme  général  pflt  fe  trouver  daas  le  cas 
it  la  formule  que  nous  venons  de  trouver. 

Sou  maintenant  S»*,    ,  ,  . — ^v^  y   \  l  j m  y    ,  ,* 

On  trouvera  de  même  le  terme  T  doire^ndant  ^  dont  les 

£i£teurs  du  déy>minateur  feront  des  termes  généraux  de  <|ua* 

tre  fériés  qui  ne  feront  qu'une  &  naiêmc  Yérîe,  avec  cette  difïiren- 

Ce  que  la  féconde  aura  pour  premier  terme  le  fécond  de  la 

première ,  ,1a  troi£éme  le  3^  ,&  la  quatrième  le  4^;.^  x  np 

montera  qu'au  fécond  degré  dans  le  numérateur  de  T;  fi  cnel- 

que  faûeur  manque  dans  le  dénominateur^  du  terme  eénéral  ^on 

multipliera  les  deux  termes  de  la  firàûion  par  le  niéleur  qui 

manque^  Sec  *.  -        ^ 

loo.Paflôns  aux  fériés  dans  lefquelles  le  terme  (bmnurtolre 

renferme  une  quantité  confiante  mukipliée  par  une  quantité 

exponentielle  **.  Soit  S  —  «1/*  —  tf .  Subftituant  x  —  x  au  lieu 

4/'  —  la 
de  ir,  on  a  S' =-<!/'•"*  —  tf—  - — .— ^  j  donc  S  —  S'  «^ 

a  (  l ï  )  /* 

T  m  — i- — ~i — ,  Si  Ton  fiippotê  ar  —■  1 ,  Ton  aura  S 

»M  T.  Il  efl  aifé  de  voir  que  le  terme  T  défigne  une  progreAon 
métrique ,  dont  par  confëquent  on  peut  toujours  trouver 
la  fbmme  S.  Si  /^  i  ,  la  férié  eft  croiflante ;  &faf£int  x*^ 
«o  y  S  fera  auHi  infinie.  Si  S  «»  i ,  alors ,  T  »*  o  &lS 
»so;fi/<^  1  y\^  férié  eft  décroifîànté  ,  &  alors  fapfio- 
fent  ««SBB  00  y  on  auroit  a  /* — a ,  quantité  négative.  Pour  ren- 
dre S  polîtive  ,  il  faut  fîîppoler  S  =  ^  —  a  i*^  &  T  =« 

— ^ — 7 — ' —  ;   6l  alors  en  luppolant  ap  a»  «  ,  Ton  a  S 
Soit  maintenant  S  «■  («  +  **)•  ^* — <••   On  trouvera 

/ 

^  Si  le  plus  graad  expofaat  de  x  dans  le  imméraceur  de  T'n'étoit  pat 
plus  pecic  de  deux  unités  que  te  nombre  cfes  Fadeurs  du  déaominareur ,  on 
▼erroic  G.  Ton  peut  le  rendre  tel  par  la  rlivifion,  ^Ton  cherchbrôit  à  part 
le  terme  S  du  quocienc ,  qu^on  jbin'it^lc  avec  le  terme  S  de  la  /ràâibn , 
la  fomme  donneroir  le  terme  fommaroire  cherché. 

**  Une  quanricé  exponentielle  eft  une  quantité  aficâée  d'un  expofaat 
variable  ,  cooune  ««^  qui  devient  a^  ycn  fupporaat  ar  »  i^  &  4'  enfai* 
Tant  «s  |. 


C  A  L   C   tl    &•  '  Jll 

&it  dianger  tous^les  fignesy  fittc  cbns^T,  (mt  dans.  S  ^  afin 

d'éviter  les  quantités  négatives»  

De  même  âS=»(tf'4-Aac4.cx*)W*---<i  ^T  &» 

(—a      •— ^jp  ^  • 

■«.-- '     ■    ■  — ■  X  /*;  %ll^t^  on itiàiib* 

fera-  \t%  figues  dam  S  &  dans  T,  On  voit  pàr-U  qa'ane  férié 
on£  fa  fomme  eft  exprimée  par  une  formule  a^ébrique  »  mut^ 
ripliée  par  une  quantité  exponentielle  ,.  &  dont^m  ^éùhe 
confhnte^  a  pour  terme  général  uxie  ferfmule  algébrique  dû 
Àiéme  degré ,  <  &  mukipliée  par  la  même  ejrponentieîîe.  ' 

Su^>ofon^«  terme  lénértUiivxit^bàst  «»=  (i-f- jr +**)  •(**); 
Je  fais  S  «rf'(tf+^jt+ car*)  -  »*  —  rf.  StjWKtuant  jc —^  t 
â  la  place  de  x  »  pour  ayoîr  5' ,  fbn  aura.  S' -«—  S"  «^ T 


-  t>«*La  <ofl3D«cair«n^iRe  J< 


donci;:^!, ^«a—  ï, tf  se ^-  doncS—  (tf  —  2;tf4^ax*)x 
X*— tf^  Si  roaa?oitT«(fr{-i»x4.«*)Y^Yr:Far- 
ce  que  la  quantité  exponentielle  eft  plus  petite  que  I^vuiité  ^  je 
fuppo(èrokS;»>tf — f  (tf-f-^ jir-f-cjif*)x— t.   Etduite  je 

troumoîs  facilement  S'  „&  S— rS'«==T,  ^pas  comparai- 
fon  les  valeurs  de  tf  ^  ^  ,  c  >  d*où  )c  tireroîs  S  =«  •—  — * 

Les  fâries  ^o>  tboe  repréfentéespar  les^enMs  généraux  de  I)» 
forme  dont  noui  vemons  de  parlet^fent  algébrico-géométuqiies.. 

De.  ce  fie  nous  avoi^^t  jufquld,  H  fuit  qu'on  peut  qrou*. 
ver  la  fenome  d'une  fifrie  quelconque  qui  réfîutc;  àç.  ^^^v^oxt 
ou  d*..laJià»fbaftiond.çsfériç.Sj^fo.it^craétr^^^  ?feé- 

brico-géomé<iriques  :  car  on  peut,  trouver  le  tcrçne,  gépcral 
de  chaîne  tics  fériés  qu'on  a)OttC£  ou  qu'on  foiaftïaif  »  &  Le 


;  / 
•  •  ^ 
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terme  général  de  la  fonune  oïl  de  la  diflérénce  y  fera  égal  a  la 
femme  ou  â  la  diSifrence  des  termes  généraux  de  ces  ferles , 
et  <f u\)a  dok  entendre  de-àiéme  du  terme  (bnmiatoire*  Mais 
il  n'efl  pas  &cile  de  connoîttc  fi  uâe  férié  pro^fée  a  été  for- 
mëe  par  l'addition  ou  par^la  {buftraâion  ides  teries  géométri- 
ques ou  algébrlco-géonlécri({Qesf  «r  je  disque  les  fêries  ré- 


currentes font  de  ce  genre*  Pour  le  prouver: 

'  lOt;  Soit  T  =»tf  /* ,  d'où  Ton  tir«  la  férié  gé 


f • 


ometrique 


que/,  fera  la  racine  de  cette  équation.  Pour  trouver  ^ ,  lorf- 
qu'on  connoit  /,  il  fuâit  y  çn  fuppoCmt  x=^  i  /de  comparer 
le  premier  terme  de  la  férié  donnée  avec  <z/.  Soit ,  jç^r  excmpUy 
la  Kric  récurrente  dt;  premier  ordres,  4  *  *  7>  i  ,  1 1^»  TT> 
êcc.L.  qui ,  ayant  fuppofé  le  premier  terme  «^  ^ ,  fe  forme  en 
multipliant  chaque  terme  par  7.  Donc  /=7 ,  &  T  =^  d  •  (  t  }'• 
Suppofant  X  •»  I ,  l'on  a  f  *-»  j  tf ,  &  41  »»  >  5  donc  T  »i 


Soit  maintenant  T  «««W^'-f-  ^f'  >  S<^^  l'o»  îîre  ûric  ïerîe 

comnoféo  des  deux  fmvantes  ,  /i  yv  \  ys  *  -     \-  -Xaféricqui 

réfuke  .de. ces  deux  ajoutées  terme  à  ter/nf  ,  eft  une  (erie  récur- 
rente dudfeçond  ordre  ;^car  chaque  terme  de  cette  férié  fe  trou- 
ve en  «multipliant  lefecoiid  (c'eft  celui  qui  prétéde  immédiate^ 
ment  celui  qu'on  cherche  )  .par  /  4-/,  &  le  premier  (  c*eft  xelui 
qui'précéde  le  fécond)  par  • —  If  En  effet  en  multipliant  a  l^'^ 
-f  ^/>  •  -•  par /+  A  *  *  /^  "  -*4^/^^  par  —  // ,  la  femme  de 
•  fcs  deux  produits  donne  alf'^  b.fi^  terme  fuivant  (  00  regarde 
cttte  quantité  comme  Un  fcul  terme).  Soit  fuppoC  /  + /=- 
/t^  -^yV  ^=«  i  ;  donc  A*  =aa  /*  -f-  »  Jf^f^.  En  ajoutant  4/  au 
premier  (n&mbre  y  ^  —  4//  au  fécond,  on  aura  A*  +4/  =  /* 

—  ï//H-/*,&y(^*  +  40=--/-^/jdoncA4-V(A'  +  4i) 

Ces  vjjeutk  de  /& de/font  les  racinPde  TéqiTatiott'  ic*  -— :fcif 

—  /==oVcar//= — /,&/+/«*  A*.  /&/étantun«  fois 

♦  Dan»  une  ^q."acion  du  fécond  degré  le  dernier  terme  cft  le  produit  dci 
neiiRs  (  l*bR  fair  auflî  (]uc  U  fommc  des^^racînesprires  avec  an  ligne  coo- 
trasre  donne  i«  coefhcient  du  fécond  terme-  d'une  équadon. 


w*^ 


C  A  l'c  U  L,  3  *  J 

»       '  III  I  '  II.    .-■■■■  I ■      Il      ■   Il      -     ■  ■  ,  y 

cotokûcSf  pour  décerminex  a  Se  b  y  il  fuf&t  de  fuppofer  le  pre- 
i|^îer  terme  de  la  férié  =  d  /  -f-  ^/,  Se  le  feeoivi  =s=a  «  i*  -}-. 
^ /*.  6i  l'on  fuppofe.  *'«= —  1,^  =  3,  & les4euqr premiers 
terp3es  de  la  férié  3.,  ly  pour  avoir  la  férié  récurrente  qu  fécond 
ordre  3  ,  1  ,  3  >  7  >   18  >  47  9  113  >  Sec*  on  trouvera  /  «:«( 

X  X  X        - 

ae  réquatioa**  —  5*+i  >="0  }.  Pour  avoir  <:  8ti,  onfe« 

_  ■     ?-f-V^f   ,   t    3  — V5_.    •      5>4-<  V^4-f 
X  *  X  '         •  4 

mfm  ^  •  ■  - — ■=«  X ,  ou  a  •  '       -         -f-  û^ 

•  •  4    ■  *  *    • 

«M  X.  De  là  première  équation  multipliée  par  3  ,  retranchant 

k  dernière ,  on  xire  ^f  «^  ^  »*  7  ,  cetce  vaieui^tant  iubftituée 

dans  lapremiere,  donne  t*7  +  7*V^5*(<'  "~7^)  "*  '  >  dont  a 

^  ^  SIS  -^jl  »"  *^.3  V  5*  Ajoutant  cette  dcfrniere  équation  â 
Favant' dernière ,  &  l'en  retranchant  enfulte,  Ton  trouve  a^ 
Z-i^-i,* 4 -iL±i->!lî; donc T=-ili:i^   x- 

X.  1  X 

V       x        /    '  X  X* 

4/^  glors  les  racines  de  l'équation  x*. —  kx  —  r«=  o  font 
égales^  &  dans  ce  cas  lamétbode  précédente  conduit  à  une  équa- 
tion ,  on  identique  ,  ou  abfurde.  Ainfi  fi  Ton  fiippofe  A  =  j  ^ 
/  =^  ^ ,  &  les  deux  premiers  termes  de  la  férié  1,1,  pour 
avoir  U  férîc  récurrente,  i ,  1  ^  j-^  Oy.  ^  >  =^  Sco>  vous  trou- 
verez /=/==-.  Ceil  pourquoi  T  devroit  être  «=  ^  (4  )*  -+• 
^  (i)*  J.&  fuppofànt  X  ^'rt  y  Se  enfîuce  =  x ,  Ton  auroit 
l-U  +  h)^i,l'{a  +  l,)=j,  d*oiiron«reroité=K 
îc  rA,«=  î8,  ce  qui  çflr  abfurde.  Nous  dirons  bientôt  comi- 
ineiit  il  faut  s  y  prendre  dans  ce  cas  pour  avoir  T« 

Si  T  «•  tf  /*  +  ^/*  +  c  ^ ,  il  en  naîtra  une  férié  reçut- 
rente  du  troifiéme  ordre ,  en  multipliant  les  trois,  termes  antécé- 
dçns  â  commencer  par  fe  dernier  (le  dernier  eft  celui  qui  pré- 
cède immédiatement  celui  qu'on  cherche)  l'un  par/-f/-|-^> 
icfccQndpar-*-.//-^./jf— -/|'»&lctroifiémepar//g.:  conx» 


■MMMMMMHMMMIA 
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: f — -^^ 

me  il  eft  aifôdc  le  roit  en  auilupliant  les  trois  termes  al 
+  6f^^+cg»^\ai*-^  +*/^^*'^^**,  tf  /*"*  +^/^^ 
•4*  c  g*^^ ,  de  la  manière  <|tte  notts  venons  de  le  dire  ;  car  1  oa 
aura ,  en  prenatit  ii  femme  des  produits  ,  ie  terme  fuivaztr 

Si  le  termt  c;énésal  d'une  Cttie  eft  compofé  de  Tadditionde 
plttfieors  qoamités  de  cette  forme  «  /** ,  la  férié  fe  fermera  en 
raulcipliant  autant  de  termes  antécédens  ,  qu'il  y  a  de  termes 
dans  T  y  &  commençant  la  multiplication  par  le  dernier ,  en 
multipliant ,  dis-ie  ,  par  la  fomme  de  toutes  les  quantités  ex- 


par  la  fomme  des  produits  des  mêmes  quantités  prifes  

crois,  le  terme  q«i  précède  immédiatement  celui  domnotts 
Vieaons  de  ^vi^  »  par  ia  femme  négative  de  ces  mêmes  qyan- 
lités  prifes  ^auei  quatre  ;  &  ainfi  de  fuite. 
,  Suppo(ànt  le  premier  multiplicateur  =»  r ,  le  (êcond  =9  ^  j 
le  trbiitéme  «sar  ,  le  quatrième  «*=*  ^ ,  &c.  il  ^ft  évide&t  que 
l'équation  x^  -^  /*'»•**  +  //*»»-*  —  &c»  je»  © ,  a  pour  xad- 

•*— icc.  -f"^^'  — ^c- 
a&s  i^f^  êec*  *  C'cft  pourquoi  rcauation  *»—  r  jc»^'  — 
^  X"»-»  —  r  A^~î  —  &c.  =  o ,  qui  rcfulte  de  la  première,  aura 
pour  racines  /,  /,  f  &c.  j  dans  cette  équation  m  doit  être 
égal  au  nombre  des  termes  antécédens  nécêiïàires  pour  £otf 
mer  la  férié.  Ayant  trouvé  les  racines  de  cette  équation  ,  le 
terme  général  aura  la  forme  a  /*  +  ùf'  -f-  c  g^  &c.  Pour  dé* 
terminer  â ,  ^  ,  c ,  &c.  comparez  ce  terme  général  aux  m  pre- 
miers termes  de  la  férié ,  cette  comparaifon  fera  connoScre  a , 
i ,  r,  &c. 


Pour  en  donner  un  exemple ,  feit  la  férié  0,0, i,î,  j  , 
i  >  T7  >  T4>  li  ^c-  ^^'  *  (  ^^  fuppolant  les  trois  premiers  ter- 


*^ On  faitijue  te  coeSfîcknt  du  GtCond  ccrnte  d'une  ,cauacioa,  donc  le  pra* 
micr  terme  n*a  d*aiirrc  coefficient  que  ritnîtc  eft  égal  à  la  fomme  des  ra» 
dncs  prifes  avec  un  ^ne  contraire  ,  que.le  cocflScienr  Un  troMîértié  terme 
eft  égal  ila  fommçjdo  pcniliiics.de«.  racixm  iiMtltipliéêfr  d«ux  à  deuâi 
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c(w  flbUnl  CemM* ,-»  ^^, _*  ^ g'-'  '  ■     ■  *  Soppofaittfiic* 

cctfivëftiMt  x<=rT,i,  ^ ,  ;^CQcnparant  ce  terme  génëtal  da^s  ce!b 
Afiircn^esXKifpo&fOBs  av«ckc  trois  prenûcârstcraRSYle  laiZtlc^ 

«a  I.  Ketrahciiaht  (ucceinvexnent  la  première  équation  de  la 

>iiecoiidê  &  de  la  trôifiëfite  ,  oA  kuia -4-  ^*eso ,  — 1- 

4         4  8 

^If  B»i  'd'oiironiirealfémcnt  ^a» — 4,  &cœ«-rvCei 
▼aieurs  fubfticoées  dans  la  première  donnent  a  -*^  »  -f-^  »•  o , 
ou  tf  aii  I  ;  donc  le  terme  général  fera  î  "^  -^  —  $  ' — j^ 

TQi.  )*^^  venoits  drvMT  «jneHts  <2fies  r&3»tl6Btés&Àt« 

.ment  par  l'aifemblage  des  fésies  géométriques ,  pelons  mainte- 

'  oani  dels  fériés  aQgébrico-g'éomécrîqtics*  Soit  le  terme  géné- 

'  rai  1*  =  (tf  -+-  ^  ^)  /*>  duquel  on  peut  former  la  fcr'iè  Î[^+*)A 

{a^'zlfji^  ^  {a-^  ^  b)V  ^  &c.  En  multipliant  deux  tCD- 


pro- 

duitsj<lonc  cette  férié  'eft  técurrcnte.  Si  Ton  hitz^l^^h^Ôc — /* 
as=s/,  il  cft  évident  quç  4  /  fera  =-=  —  A*,  Se  que  l'équation  x^  — 
fix — i>=xoadeux  racines  égales,  ce  qui  donne  le  cas  (loi)  qui 

exdnt  le  terme  général  de  la  forme  a  l'^fi  ,  ici  /  »  — . 

Soit  la  férié  0,1,4,11,  31, no  &c.  qui  (  en  fuppo'(ànt  les 
'4eu}^prej;niers  termes 'O1,  i ,) ,  fe  forme  en  multipliant  les  deux 
termes  antécédeas  ,  le  dernier  par  4  ,  &  l'autre  par  —  4. 
Parce  que  A  =  4  ,  &  i«"  —  4  f  on  aura  41*=  —  A  *  ;  l'é- 
quation i^x-^hx^^i  diBO-tara  deux  racines  égales ,  &  l'on 
trouvera/  =»  &•  Donc  le  terme  général  fera  {a-^bx)  x'^.  Fai- 


<*nm 


Noos  avôfli  ici  m^x^t^x  ,/« *^.^ p r » •  J >  &  Ton  ptfat niRttqyet 
que  r  cft  le  coefficient  de  x?  »  i* 
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fant  X  «:  I,  &  enfuitex^»  i,  l'on  aura  en  comparant  (ucceffi-* 
veinent  le  terme  général  avec  les  deux  premiers*  termes  de  Is 
féfic,  i«i+x^«iO  ,  4tf-f.8^aBt  j  donc^Bs^^aca**-* 

^.  Ceft pourquoi T«r~|  +  i^\x*«,(x--i).t»"^. 

SI  l'on  fuppo£cT—(tf4-A*+l^  **)/',  la  férié  qâ!  en 
naftra  (èra  récurrente  du  troifiéme  ordre.  On  la  formera  en 
multipliant  trois  termes  antécédent  (  en  commençant  par  le  der- 
nier) par  j/  ,  —3/*  ,  /'.  En  général  fiT=»(a+^x4- 
c  x^4-i  «'+&C.)  /f ,  de  manière  <|ue  le  nombre  des  termes 
du  multiplicateur  de  /'  foit  »«  m,  &  le  plus  erand  cxpo- 
fant  de  x  (dans  ce  multiplicateur  )  »■  m  —  i  ^  i|  en  rélultera 
une  fêrie  récurrente  de  l'ordre /n  ,  en  multipliant  m  termes 
mntécédens ,    le   dernier   par  m  /  »   l'avant  dernier  par  — 

mtm — i)  /»  ^  I  .  •111  m'(m — ï)'(m — x) 
•— ^- -'l*  9  celui  qui  précède  par — i ^-^ 

x/'  êcc I  en  donnant  alternativement  lesfignes-f-âc —  à  ces 

multiplicateurs.  Si  Ton  (ait  L'équation  x^-^mlx^^^^^^^      — ^ 

"x  /*  J»?*""*  &c.  =«0,  qui  a  toutes  fcs  racines  égales  i  /,  &  fi  Toi 
appelle  t^f^  r^p  &c.  les  multiplicateurs  des  termes  antécédens, 
&  commencer  par  le  dernier,  on  aura  l'équation  *"• — ^î***"'-^ 
y*^"*î — rx^^i  &c.  qui  eft  la  même  que  nous  avons  déjà 
trouvée  (loi).  Ceft  pourquoi  toutes  les  fois  que  cette  équa- 
tion aura  toutes  fes  radnes  égales ,  T  aura  la  forme  dont  nous 
venons  de  parler ,  &  les  quantités  a  y  b^c  ,  &c.  fe  trouveront 
par  la  même  méthod^,  c'eitâ-dire,  par  la  comparaiion  du  ter- 
me général  avec  les  m  premiers  termes  de  la  lerîe. 
'  -Soit  la  férié  0,0,0,  i ,  x  ,  1 1,  xi,» -n-»  1 1 ,  &:c.  qui  (ayant 
fuppofé  les  quatre  premiers  termes  o  ,  o ,  o,  i  )  fe  for- 
me en  multipliant  quaire  term*;*:  antécédens,  à  commencer 
)>ar  le  dernier ,  par  x,  —  |,  r> —  iï*  Oh  aura  l'équation  x^  — 
â  jcî  -f-  f  jc*  —  ^  «  +  T7  =**=  •  >  dont  les.  quatre  racines  fofit 
V>utes  ««=«1  î  /  c'eft  pourquoi  T  fera  de  cette  forme  (  4  -f-  ^  *  -J- 

cx'''^dxyy*  —  ;  &  Ëùtànt  eD&ite  fucceffivement  x »*  i  ^ 


X  ,  3  ,  4  ,  on  trouvera  quatre  équatiions  d'od  l'on  tirera  â«= 
*-.  16,  b^^-yc^—ié,  rf  — f-,  ainfiT  — (  — 1^  + 

^  *  -^  id  X*  4-1  xl )  -j.  Mais  fi  l'équation  avoit  des  m- 


i*ii«l*i 
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<ixies  en  partie  éeales  &  en  panie  in^gales^T  r^fulceroit  de  l'ai* 
fèmblage  des  fériés ,  dont  les  unes  feroient  géométriques ,  2c 
les  autres  algébricô- géométriques ,  Se  par  conféquent  T  fe- 
Toit'  compofe  des  quantités  y  dont  les  unes  (èroient  de  la  for* 
me^préfente,  &  les  autres  de  la  forme  ci  deffiis  (loi). 

Soit ,  par  cxempUy  la  fétie  o ,  j ,  —  *  >  15  >  —  '4>  ^7  » 
'— 50,  303  &c.  qu'on  forme  en  multipliant  cinq  termes  an- 
técédenSy  à  commencer  par  le  dernier,  par  0,4,  —  x  ,  —  3  , 
x.  Dans  ce  cas  l'équation  générale  fera  x)  *  —  4  «)  -|-  zx*  ^ 
-^x  —  i=eo,(ona  mis  *  à  la  place  du  fécond  terme  qui  man- 
4}ue  ).  Les  racines  de  cette  équation  font  i^i,  i,  —  i,  —  1; 
trois  font  égales  &  deux  inégales.  t)onc  T  aura  cette  forme 
ia+bx-\-cx'')  i*  +  <f-(— i)*  +  r-  (—1)'.  Ayant  fait 
iùcceifivement  xbbi,x,  3,  4,  5fOn  comparera  T  avec  les 
cinq  premiers  termes  de  la  férié  ;  &  les  cinq  équations  que  Ton 
tirera  de  cette  comparaifon  donneront  n^sj^  ^<sb  —  1  ^ 
^B«i,Ja«  —  i^e»»i  j  c'eft  pourquoi  T  «=*  i  —  1  *  + 

De  ce  que  nous  avons  dit  furies  fériés  récurrentes,  l'on 
dbit  conclure  que  ces  fériés  ont  pour  terme  général  des  for- 
mules exponentielles  multipliées  on  par  des  confiantes,  ou 
par  des  fondons  rationelles  &  entières  de  x;  &  parce  que 
nous  avons  donné  la  méthode  de  trouver  le  termefommatoireS 
des  fériés  qui  ont  T  de  cette  forme ,  il  s'enfuit  qu'on  peut  trou* 
ver  foit  le  terme  général^  foit  le  (erme  fommatoite  de  tontes 
les  fériés  récurremes. 

103.  n  y  a  une  autre  efpece  de  ferles  récurrentes  qui  diffé- 
rent de  celles  dont  nous  venons  de  parler ,  en  ce  qu'elles 
fe  forment  d'un  cenain  nombre  de  termes  antécédens,  multi- 
pliés par  des  quantités  confiantes,  en  ajoutant  déplus  âleur 
fomme  une  quantité  conihnte  ,  pofitive ,  ou  négative ,  qut 
nous  appellerons  ï  Ajoutée^  en  nommant  les  iéries  dont  il  eft  ici 
^ueftion,  fé*ies  récurrentes  compofets» 

Etant  donnée  la  £rie  o ,  i,  i  ,  2  ,  4,  ^,  xi ,  50  &c« 
.Four  trouver  un  terme  de  cette  férié,  les  deux  p*'ééédens  étant 
donnés ,  MMtipliez  le  dernier  par  x  &  le  prenuer  par  i ,  ajoti- 
cez —  I  âlafomme  des  produit,s,  le  réfultat  doniyri:ale  terme 
cherché.  Soit  une  férié  récurrente  compofée  du  premier  ordre, 
dont  le  premier  terme  «9  ^  ^  h  quantité  par  laquelle  on  doit  ^ 
multiplier  chaque  terme  pour  avoir  le  fuivant  étant  *«/,  fc  l'a-  "" 


n.'     >- 1  i  yy^ig^w» 
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joutée  »>  ^.  Noos  aurons  la  férié  féctirrente  ^  compofèe  da 
premier  ordre  qu'on  voit  ici.  ^ 

Si  l'on  multiplie  le  premier   ^  >  ^  '  »  ^^    > ^  '^ -«^J^-^ 

terme  par  r  ,   &  qu*ôa  kii  t  »  t'  >  î  ' ^^^* 

ajoute  ç  ,  on  aura  le  fecoad  î  >    î  ' •••ç  f*" 

,  terme  »*=  ^  ^  -h  ?;  >  &  mijiti-      .  l  *  ' î  '** 

pliant  celui-ci  par  r ,  &  ajou^  . 

tant  ^ ,  l'on  aura  le  troifîéme  »  *  ^ 

&  ainfi  de  fuite  ;  de  forte  que  {' 

la  fomme  des  termes  de  cn^-  ^  ^ 

^ue  colonne  repréfente  un  ^ 

eui  terme ,  6c  la  dernière  colonne  a  droite  repréfente  le  ter* 
me  général  T  >  en  fuppofant  que  at  repréfente  le  nombrfs  des 
termes.  Le$  fériés  korUontaiçsfont  r^égurrentes  (impies  du  pre- 
mier ofdre ,  Se  à.  compter  de  la  féconde  toutes  font  la  même 
férié ,  excepté  aue  le  nombre  de  leurs  termes  o'efl:  pas  Is  même. 
Xie  terme  géner^  refaite  du  terme  a  t*-^, ,  &  d'une  fçrie  ré* 
currente  (impie  du  premier  prdre  i^y  ^  / ,  ^  r^  &c.  dans  lar 
quelle  le  nombre  des  termes  eft  =x —  i ,  ou  il  faut  remarquer 
que  ^  répond  non  à  x  =»:  i ,  mais  â  x  ^=  i*  Si  r  =3  i  ^  le  terme 
(ommatoire  S  de  cette  férié  fera  <»4-(ar  —  i)^.  Sir  n'eft  pas 
«=3 1  ,  la  £éric  j  ,  f  r«  •  •  «i^t*"*  fera  une  férié  gépmétriquç 

lians  laquelle  S «>  /•■■>■     ■■,>  ^  &  le  terme  général  de  toute  la 


2 


fi.ic6.tT=4f"-+t'"' -»-■'"?-'-'!—''"' -t 


t  1  /'-^     I 


(on  fupppfç/ plus  gr?A4  que  i ,  autrement  Ion  n'^^ifoitpas  S 

r —  I      / 
Soit  la  férié  i,  î,7,  1.5^  3^  ^ç.  dj^V  laquelle  chique  terme 
«(l  égal  au  précédent  multiplié  par  i  ^  en  ajoutatit  — r-  s  ;  ron 
aura  le  terme  général  =3  X*  •— ji. 

iWi— ^— —  ■ '     I      ■  ■  ■    ■■  I    ■■       — ■■■     n'ii.ai   ■  I  I  ■  lin  m 

t 

*  Si,t^  fuppofé  =  I  ,  Ton  ajara  S  t=  -^ — ^^^fI^  ce  qui 

ti^apprend  rien.  SI  r-^ijla  valeur  de  S  ft  trouvera  xonimc  nous 
rivons  dit  en  parlant  des  progrelfions  géométriques ,  en  mul- 
tipliant le  plus  grand  terme  par  le  dénominateur  du  quotieiit 
qui  règne  danslaprogrefliony  retranchant  le  plus  petit  terme 
au  produit ,  &  divi(ant  le  refle  par  ce  dénominateur  diminifé 
de  l'unité  ;  mais  alors  il  fiaut  renverfer  la  progrelHoa ,  aâi 
'    qu'elle  aille  en  croiflànt. 


/ 
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^^»^"i— — ■*— ^'  ■        ■ ■  ■    I    ■  ■ Il, 

Si  Ton  a  la  férié  i  >  3 ,  ^  y  15  Sec.  qu'on  fbrine  en  mulci* 
pliant  le  terme  précédent  par  5  >  &  ajoutant  — *  5*  Le  teone 

général  deviendra  *'^    ~^'} iti  »>  j ;r.^i. .  j#-i  ^ 

Soit  mdntenant  la  férié  i^currente  coitopofiSe  d«  (econd  4>r* 
drc,  reprefentée  par  Içs  fériés  que  l'on  ,  ,     „     ,^, 

voit  ici.d  eftle  premier  terme ,  ^  lefe-       '     *^'  ^  ^  ^/  *m 
cond  avec  l'ajouté^.  Pour  avoir  le         t  >  'î  >  ^  »  f  > J[ 
troifiéme  on  multiplie  tf  par  / ,  8c  &  l>^t»  ^  if 

par  /,leur  fomme  eft  fuppofce =^  ;  &  C 1  't  >  î 

multipliant  par  /  rajoutée  i  <pà  eft  fous  C  •  '7 

h,  on  ajoutera  t^zp  pour  avoir  p-j-t  i ,  î 

^  ajoutant?  à  cette  fomme»  on  aura  le  troifiéme  tçrme  (p^^ 
^  î  "+"  { )•  ^^**^  *^^^  1^  quatrième  terme ,  on  multiplie  ipar 
/,  êc  p  par  t  ;  &6d£mc  la  fomme  de  ces  produits  «=»  p' ,  on 
-multiplie  ^  usa  f  Se  t^  par  r  ,  &  Ton  £ût  la  fomme  fs^^^  on 
nnlciplie  auui  le  ^  du  troifiéme  terme  par  f,  &  Ton  ajoute  en-^ 
xxtïci  6c  Ton  aie  quatrième  terme ,  &c.  Il  faut  .avoir  foin  de 
£ûre  ^s»  p\  pf'  écc.  les  termes  que  doan«  la  première  fério 
horifoniale.  On  fera  »■  9,  ^  >  y  Sec»  hs  termes  que  <iomie<i( 
les  autces  fériés iiorifontales,  Se  ion  aura  la  formule  ci-deflus. 
Il  efl  vifible  que  ies  fikies  hon&acalfis  font  récvcemcf  àa  &« 
cond  ordre  ,  Se  qu'on  les  forme  en  multipliant  deux  termes  an- 
fécédens ,  le  dernier  par  r  &  f autre  plrf.  les  deux  premieis 
termes  de  la  première  férié  font  a  Se  b  y  ceux  de  la&coftde^  &r 
t  :[.  Le  nombre  ^des  termes  4e  la  féconde  eft  x  —  i  celui  de 
la  troifiéme  x — %  Seç.  &  celui  de  la  première  x.  Le  premier  de 
la  féconde  répondi  xssm%^le  premier  de  latfoiféme  a  x"^^  Sec, 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  ci-delTus,  le  terme  général  de 
ces  féries^épenddelaréfolutionderéquation  A'^ — ^r*-— /««o  % 

dont  les  racines  £>nt  ;»<«>«— db%/  f  — -t*/!,  qucnousfup 

polerons  s»  A  &  ==  K.  Si  ces  racines  font  jn^ales,  le  tens» 
génénd  de  la  première  (Zrie  horifontale  eft  de  cette  forme  AK' 
^Bhf  (toi}.On  déterminera  A  Se  B.cn  AiiâPti&pçcirivment 


*  Ici  nous  êfftHùmtSc/'Ut^unoxét^ut  ftout  «rett5<lé%^^(ici} 
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X  «a  I  y  1  ^  &  comparant  le  terme  général  de  la  fêriè  dans  ces 
différentes  fuppofîtions ,  avec  les  deux  premiers  termes  de  U 
férié  propofée.  Les  termes  généraux  de  la  féconde ,  troifîéme , 
&ç.  fériés  horifontales  font  de  cette  forme  CK  *  \+  D/^-*, 
/K'"*  +  G  A*"*  &c«  Pour  déterminer  A&  B ,  on  aura  les 
deux  équations  AK  +B  A  «=st2 ,  AK  ^  -+■  B  A*  «=  ^.  Multipliant 
la  première  par  A,  &  la  retranchant  enfuite  de  la  féconde ,  ïon 

en  tirera  A»»  vJkHIu) *  M^^^P^î^t  ^  première  par  K  pour 

en  retrancher  enfuite  la  féconde,  Ton  auraB  «=  tt^— 7\-  ^^ 

une  méthode  femblable  on  trouvera  C=«;[  k^icJLa(  >  &  D  «» 

t  •  \jqp -fr  Ce  qui  étant  bien  compris ,  il  eft  évident  que  le 

A(K — à)» 

terme  général  d'une  par,eille  férié  e(l  de  la  forme  fuivante  : 

.    AK*+Ck*-'  +  CK*-*  +  CK'*» CK. 

BA'  +  DA*-'  +DA»+DA'-^ : Dk. 

odles  quantités  A,  B,  C  ,  D  ,  font  déterminées.  Et  le  terme 

général  T=.AK.H-BA'+  (  ^^^li^lWi^f:!  )(?). 

Dans  les  dernières  fériés  le  premier  teroie  fe  trouve  en  faifànt 

.  CK*— CK 

x«s«i  ;  &  lalbmme  de  ces  dernières  fériés  eft  S^» .-^^..—^ 

K — I 

DA*— DA      ,        ,  /   ,    ,  r      «.       4  «.     . 

H j~ y  donc  le  terme  général  fera  T  =  A  K*  + 

CK»-CK   .   «  .     ,   D/i*  — DA       /'^  _ffC-A)K'-^K 

K-i     ^""   ^      A— I       ^ K=i 

,   BA*-4-(D  — B)A*  — Dit 

H       :    .  A— I         ^ 

Si  on  fuppofe  K  =  i  la  premiete  des  dernières  (Sries  fera 
une  fuite  de  quantités  égales ,  &  le  terme  foramatoire  de  cette 
ffrie  fera  S  =  (* — i)  X  Cj  donc  le  ternie  général  deviendra 

^-A_^^.r_r^_^B^-  +  (P-B)»>-DA 

I 

Suppofons  maintenant  K=a=A  ;  dans  ce  cas  le  terme  général 
Je  la  première  féric  horifômale  9ura  la  forme  (  A  +B  a?  )  K* 


•( 
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iriMM*M^MiidMiéH^i 


(  fox)  Les  quantités  A  &  B  fe  détènniiicnt  par  les  preiffiers 
termes  de  la  Térie  :  les  termes  généraux  des  autres  fériés  feront' 
pour  la  féconde  T  ~[-C  -f-  (  Jt^—  i  )  D  ]  K*-'  ;  pour  la  irôi- 
îiéme  Tfera  de  cette  forme  [C+  (;c— »)•  D]K»^*  ,  &C. 
Par  les  deux  premiers  termes  de  la  première  férié ,  l'oji 

trouvera  A  =»  —^- —  ,  B  «-  — g^ —     Par   les    deux 

premiers  termes  de  la  féconde  féric ,  Ton  aura  C  ««  if  x 

^^,D-î.ii^j&Tfera-«(A  +  B^).It* 

^.[C+(;c  — t)D]K^*+[C+(^— i)  D]K^-*.... 

4.  (C+-D)  K«KA+B;e) .  K*  +  f(C+D)  •  K+(0+-iD)  •  K* 

•4-(C+3D).Kî-.4-.[C+(a:— î;D].K'-^].  Or  la 

dernière  partie  eft  évidemment  une  férié  récurrente  fîmple  du 
fécond  ordre ,  dont  on  peut  facilement  trouver  la  fomme  S*  Si 
K=s^^»=i,  onaurafecilcment  la  fommeS.  SiKn*eftpas=î  , 
cette  férié  fera  algébrico-géométrique  >  &  la  fomme  S  fe  tro\^ 
vera  par  la  méthode  ci-defius  (ipi).  , 

Exemple.  Sohlaférie  o»  i,4>  h  ^9^9  &<^*  qui,  en  fuppofant  les 
deux  premiers  termes o, 'ifetbrme  en Ëdfant le  mulciplicateur  r 
■e=o,  le  uM^ltiplicateui  :P=»i  ,  &  Tajoutée  ;f  =«  t.  Ceft  pourquoi 
a=^o,  6^=^-1.  L'équatibni  réfoudre  eft  «*  —  i  =« o  ,  d'oà 
Tontirc Jc  «**=  di  i  i  donçK  =  i ,  &  A  =« —  1.  Nous  fervaâc 
des  formules  qui  conviennent  il  ce  cas,  nous  trouverons  A=^, 


X  —  1 


B«=i,:C-i,D--i,&letermeT«-i+— pl  + 

104.  Onpeut voir  maintenant tomment U  faur  sy  prendce 
pour  avoir  T  dans  les  fériés  récurrentes  ^mpofëes  des  ordres 

delaférieCK,CK»,&c.  cftS=^  {x  ~  1)  c«»îîî^,&la 

>  -  -        •  '  '  j^ 

foinmea*ïlîiférieDA,DA»--DÀ»-'éftS— ^^l^=-5*   ^ 
:~,?  V~l/i  ~tidoiiclafenia|il^PciHhlE»devieftd«Ti<i»to^ 
TomcL  X 
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Soit  la  fra^on     '    ■ '_'  m.^^ rrj"  >  *<^'  ^^  ^*^^  ^^ 


fiijlArîeurs;  Se  psKs  que  le  terme  çéfiéral  de  ce  ces  fériés  fait 
voir  qu'elles  font  çompofêes  de  féjues  algébriques ,  ou  géomé* 
triques»  ou  algébricQ-géomécrique&,  dont  nous  favoos  trou- 
yer  le  terme  (pmmatoirç.  Ton  peut  (bmmer  ces  forcer  de  Sé- 
ries, pourvu.qu'on  puiflè  avoir  les  racines  de  rëquacicai  quon 
doit  réfoudre  pour  avoir  leur  terme  généraL  * 

Ufage  des  Séries  récurrentes  dans  la  recherche  dés 

Racines  des  Equations. 

105.  Lemme.  Si  Von  a  une'-fraUion  dont  le  numetûteur 
fçis  ^sit  \  ^  (f  le  dénominateur  un  polynôme  ,  dont  le  premier 
ferme  foie  aujji  =  i  &  doni  les  autres  termes  contiennent  une 
inconnue  élevée  aux  puîffances,  i*  ,  i* ,  j*  ,  &t.  je  di^  que  la 
valeur  de  cette  fraâion  fera  exprimée  par  une  ferie  récurrent^ 

I 

I  —  a^  —  ^X^  —  ^î 
vife  le  numérateur  par  le  premier  terme  du  dénominateur, 
]  on  aura  t  an  quotient.  Multipliant  ce  quotient  par  le  diyi*- 

^hr'-  +%abi^    +&C.  VB 

(èur  5c  retrandiant  le  produit  du  dividende,  on  aura  un  rcfc 
tf  ^  -f-  ^  ç*  +c{[^  +  &c,  dont  le  premier  terme  étant  divité 
par  le  premier  terme  du  même  dénominateur ,  on  trouve 
-f-  â  {;  pour  quotient.  Multipliant- encore  ce  divifeur  par  le 

7uoticnt  Se  retrancliant  ie  ^prodtiîi  du  bremier  rcfte ,  il  vient 
^i  +^)çi  +  (c-f  a^^  ç3.+  &C.  &vt{ànt  (^^  ^h)  f* 
par  le-  premier  terme  i  au  même  dénominateur ,  jè''trouve 
41*  {*s-}-  b.i^'  pour  quotieçt  ^  mulâpfeiht  le  divifei^  j)ar  le 
quotient ,  retranchant  le  produit  du  dit^idénde  ,  &  condnuaâc 
:  d!opérer  de  mêi^e  ,  en-  prenftnfitjQtmitHirs  pout  jun  fcul  terme 
.la  &nime4c  tous  ceux  qui/ccwtienoenruae  même  pû^flance 
de  { >  je  trouverai  tant  de  termes  qu  il  me  plaira  de  la  férié  B , 
qui ,  fi  elle  efl  convergente.,  donner^  la  valeur  de  la  fraétion 
propofôé  ,  du  moins  par  approtlihàtibn.  Mais  fl  elle  «il  di- 
vergente ,  il  faudra  joire  la  4ivifiou  en  prenant  le  dénomi- 
nateur, dans  un  ordre  reriverfé  —  c^3  —  b^  " —  a^  +  r. 
Se  la  férîe-  qui  ^en  réfultera  fera  co^iyergente. 
'^  Si  quelqu'un  des  termes  qiii  fuivent  le  pretiyèr  manquoît 
.danftJe iÀix^vm»&ix.f  oIîe iRppf^r<>îe fon  côeffiricnra^aa.: 
Ainfi  fi  le  ternae — b^^  manquoit,  on  feroit  ^  «««o. 


^   1 


•       T.    '       '  f  I       f  «  * 


Mahitênant  îl  eft  vifîble  antf  fts  toefficiems  dé  Ta  f&ie  B, 
Jointe  au  premier  terme,,  formetit  une  férié  iécdixèntc  du 
Croifféme  ordre,' dans  lad ucllè  les  iroiis  prenUèrs  terrtïes  fe- 
roienc  a+  o  +  i  ,  &  doùl;* Tes^tcnnes  fiiîvahts  fc  trouvent 
par  cette  loî  :  on  éctit  dans  iin  or^^e  renverfé  &  avec  des  (îgnes 
contraires  les  coefHciencs  des  termes  du  dénominateur  (jui  fui-* 
vent  le  premier,  pour  avoir  c +  ^-}-tf.  Multipliant  le  premier 
teriïie  a  par  <r  ,'l6  (êcond  -f-  opSuri»  ^  &  le  troifiémc  par  « , 
Ton 'aura  /2  pour  Ici  ^atdétné  terme  (is^u'on-  doit  multiplier^ 
par  If ')•  -^c  continuant  de  rnéos  ,.  oji  roultipliera  le  fécond 
terme  --f-  o  par  c\  le  troifieme  i  par  h  ^  &  le  (}ûatriiéme  par' 
à  ,  pour' avoir  te  terme  fervant  (  <»*  '4"  ^  )  i  <î^ôa  milltîplicra 
par  {  ^  î  &  ainfi  de  fuite* 

Si  le  déaoroinatpui:  ctoît  ï  — ar  —  h:^ — vc^î  "^^î*^ 
les  quatre  premiers  termes  de  la  lerie  étant  fuppofis  o^{i 
4^  b  -f- 1  >  on  prendroit  les  coefficients  <-f-c*<j-<^-f-a,  & 
multipliant  le  premier  terme  o  par  c ,  le  fécond  par  ^ ,  le  troî- 
fiéme  paf  h ,  le  quatrième  par  a^  &  continuant  de  mêniè,  il 
feroic  aifé  de. trouver  la  férié  técurrente  cherchée.  Si  la  frac- 


t  ^ 


tion  étoit a  îichMt  dt  relation  Cc'eft-à-dire  ,  les 

.    ï  —  <«î 

quantités  pat  lefquelles  on  multiplie  les  termes  antécédents 
.pour  mvDÎc  le  terme  fiiivant  )  ferôic  compofée  d'Un  feul  termei 
«|-  <t ,  &  le  preinier  terme  de  la  férié  étant  fuppofée  =»  i  ^ 
le  fuîvant  ièroit  +  ^ç ,  le  troifiéme  -+*•  «*  f  *  ,  *c.  de  forte 
que  la  féiie  feiroit  i  -f-tf^-f-tf*;f*-f-43;{*  •+'Ac»  Cette; 
féiic.:d«vieht  »«=  i  4.  \^  f -f^  -f  ïf  4"  «^c.  (Ô) ,  eniup- 

po£mt  uz  «^  A  ,  âc  f  4«i  7  ;  de  fort*  que  la  fra^Uon  r^-* 

qui  .dans  et  cas  Revient  •=— . — r  =**  t=i  "^'^  <  tll  la  limite 

de  la  fôie  p  ;  de  naniero  ^  édttt  iXtifr-âe  petit  j^etnsâ» 
(urpaflèr  3  ^  mais  a  riofini  elle  eft  ==  3* 


^î' 


w 


Si  Ton  vouloit  réduire,  en  .férié  la  (radioci ^ — £rs  $ 

féchçllç  de  relation  fergit.f  rh,.«.>^.l?5  4e,W  pj:cfl?ipr$  terme* 
de  la^ férié  étant  o  -+'  i  7  ^a  "^^o^vcioît  \t  iroiWme  en  muir 

X  » 
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tîpliant  o  ^zi^i  ôc  t  pzi  a  {êc  eircore jpar  ;f  ) ,  &c.  de  ma- 
nière qucn  prenatft  t^jours  pour  un  leul  terme  tous  cent 
dans  lefquels  :(  fe  trouve  avoir  le  même  expoiant  ,  Ton 
aurolt    I  +  iij;  +a^i^  +  4fî  çJ  -|-  «t4^4  -j-  &c. 

Si  tf»=a  —  3,  &3  «a-—  1 ,  de  asaniore  que  ^  -f-  it  foît 

•  ■=— :  i  —  3,  fi  en  même  temps  on  (pppofe  ^  «»  5  ,  notre 

féric  deviendra*  i  —  1  4.  ^  _  il  4.  Ji  &c.  qui  fera  la 

limite  de  la  fraftion       .   '    .  ■,  *-  i+hr "=  rr*  Ma*s  fi  on 

I  -^  j  -f-  y 

fuppofoit  ^  *=  —  i. ,  tf  =»  —  3  &  ^  =  I  ;  la  fërie  devien- 
droit  I  —  3-1-7—  ij-j-  ji  &c.  qui  s'éloigneroit  d'au- 
tant plus  de  la  véritable  valeur  de  la  fradion  «ï^^rf^  =  ^  ou  oa 
prendroit  plus  de  termes. 

Si  on  voulôit  développer  en  féric  la  fra^on 

-    A  +  Br  H-OrS 

bord  la  fraûion  ^  a^i  Jl^.     ^  .     ^     en  une  féiie 

X tf^ ÔÇ* CÇ5 ^<^[4— &c. 

récurrente  par  la  méthode  ci-deflus ,  &  multipliant  cnfuitei 
tous  les  termes  de  cette  férié  par  le  numérateur  A+Br-f^ 
D  ^5 ,  le  Problème  feroit  réfolu.  Si  la  fradion  étoit  de  cette 

^  A4fBr-|-&c.      ,       ^.^ 

rorme  ^-  t  o.^      on  dtrifcroit  tous  les  termes 

du  numérateur  &  du  dénominateur  par  /f  ,  &  1  on  auroit 

^ ^^ — I —  ,  en  lailant  • —  =«  D .  ■«  E   Ser  ï  ^ 

1— tf.î— >î&c  '        **"^«"^.^  .      x^,  ^   «n,  «c.  -  — 

*  >  ^  *"  ^  >  *^  *  ce  cas  rentreroit  dans  le  précédent. 
10^.    PnoBLEME.    Etant    donnée    la   fraSion 

,1  —  tf':j 1/^  —  dxj^  &c".  ^'^   ^^f ''^^'^   <>«   ««  /<>rOT/'  UM 

itrit  ricumme»  ^^ouvcr  une  progrej/iùn  giomitriqiu  dont  çha^ 
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zèmt€]foit  pofitif'&plus  grand  que  le  coefficient  dû  terme  corref' 
jpotHUmz  de  Lafhit  récurrente  dant  il  s*agit ,  en  le  prenant  même 
jwfitivement ,  fuppofê  quit  fût  négatif,  Sbit  récHéîIé  âë  'rèlà--- 
tion  É^  -f-  ^  "H^^  ^^^  hiquçlle  nous  prenons  tous  lés  termes 
pofitiveaient?  -Si^quelqu'un  de  tes  termes  eft  plus  petit  que 
l^inité^  ^L  efV  négatif  ou  fi^aétioninaire,  comme  fi  l'échelle  était 
— *i.H^^'~Hf>  augmcâitez-ltti  arbitrîdremeht  poiir-les  ren- 
dre plus- grands ,  entiers  i8cpofiti&,  de  manière  que  réchêlle 
devienne  i  -|~  '  +  ^  »  par  exemple  \  prêtiez  cnfùitë  la  fomme 
de  ces  termes  k,  formez;  unt  i&ib  dans  laquelle  cluique  terme 
foie  a^  (ùivant  comme  x  eâ  i'<^tte  Comme  ^  &  lé  problême 
fera-réfelu.    ;  '  /       .'  '    ♦ 

Pour  le  faire  voir ,  fbît  c  -f-  ^  -{-  tf  la  nouvelle  éc^ielle 
de  relation.  fubfHtuée  à  la' véritable  /  ■+•  ^'  +  ^ ,  c' ,  ^'  &  «' 
étant  pris  affirmativement  /c'^eâ-à->dke,  ayant  (èul^emenc 
égard  a  leur  grandeur  &  non  an  figne ,  nous  aurons  a  ^=^a' 
ovka^^a  yi=^  y  wih^h\  c  «a^'  ou  c ^ t\  Suppôfons 
maintenant  que  la  férié  técifrreùte ,  dont  Téchelle  de  relation 
cft  c  +  ^+Vi ,  foit=3a  ^^^:j^-|-r;f*-f-/^3  -|-/;j;4-f.&c.  , 
ht  iërîe  ou  progrei&on  géométrique  y  dont  Texpofant'  èlb 
c  ^;^4-'tf>  étant  rcprélentée  parP-f-Q^-|-R;j;'--|^Sîî 
»^  T ç*  i|- 5cc.  j  &  que  P  foit  «*«/?=»  i.     ' 
,  Par  la  nature  de  ces  féries,Q«»  (c^^-^+i^)!^»  q=*^^p*y 
donc  Q^^^.  Do  même  R=«  (^-f-^+^)  Qyr^^hp+aq. 
Mais  *Q>»  hq^hp  ,  &  aC^^aq  ;  donc  R^r.  On  2 
encore  S  =  (c+^^*2)R,  & /=»  c d -f- S  ^ -f- 4  r.  Mais 
c  R^cr^c^^  c;?,  &  h'^^br^hqy  tandis  qije  ^R^ 
ar  'y  donc  aufll  S.'^f  L'on  prouveroit  de  même  que  T^r , 
9e,  ainii  de  fuite. 

I^et^  termes  de  ta  férîe  géométriq^  cl  -  defliis  (ont  ,  2 
Compter  du  fécond ,  plus^  grands  <fk  leurs  correfpondants 
dans  ta  (crie  récurrente  dont  nous  venons*  de  parler  5  or  dans 
ceMe-<i  les  termesr  font  plus  grands  que  danr  celle  dont 
réchêlle  de  relation  fèroh  tf' +  *'  +  «',  ce  qu'on  peut  prou* 
ver  de  la  ipanîere  fUivante^ 

Si  4^ns  la  férié  récurrente  )^-f'.^;;;-f-r^*-|-./^3  -f^  &ç. 


Wt 


*  Cette  deTnieie  éqaationréfulte  tie  ce  que  les  trois  pfeniieis  termes 
lie  U  férié  récurrente  Vivent  être  fuppbfés  q-i-o  -»- 1  ,  &  qu'on  doit  trou- 
ver les  coeflfîciens.  des  autres  en  multipliant  le  premier  par  c  »  le  fécond 
MT  h^^U  l«>troiikkne  paf  4* 
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on  met  y  au  lieu  de  a  ,  h\i  U  pl^çc.  de  ^  »'*&'  f'  à  la  plaica 
dp  c^  <^c*  ayant , pris  toutes  ces  quotités  affirinadveixienc  , 
les  coefficients  ^,,  r,,  f^.ly  M%.^?  cefteroot  les  mêmes  f 
parce  ^ue  a'  n'eft  pas  plui  %l^f^ç^  5^  i  ni  ^'  !^  ^-  >  ni^:^  ^  ^» 
Mais  pi  00  vept.avoi];  ^gfH^^^i^. %rWs  •de.d'.,!^'.,  £%  &6» 
la  grandeur  tjes  cpeffiçie^t^-n^ip^ift  ^afiger  que^^rce  ^oe 
Quelqu'une  df  leurs  p^jt^^.  fçyxft^^  étce  dëtrn;itei  {>v  des 
Ugnes  cpQtr^ites  >  ce.  qui  J^  jft»dBiçi^plttS  peH;$  \  ^nd  les 
coefficie^ts  de  la  férié  y  diont/i'^h^llciçk  relation^  ^  >  +  ^""f 
-4*^4%  feront  daoj;  ce  cas  jJi.Hi  pr^lSr;q^.  ie^' coe^qients.  cor- 
tefpondants '^ ^r^  f^,c^  &jç>. q*ii  (w^k  tmrm^fOfis plus  pcdtç 
que  les  coefficients  correfpoiidants  Q,  R,^  S»  T»  Jto.  de. 
ia  féri^,.  g^Oaa^tfiqu^ .    -LA.*.,-    .    . 

Si  on  fait  t  4^  A  -+*  <^  =«;  </•;  Ve^opotàiit  de  la  prog^dSon 
géom^j^que  f i  ^Ïe/Gi^  yC*eftri-^ife  <^,  pourra  fufpafTér  d'une 
quantité  q^uelconque  la  ibitmiis  ^'  -^k  ^a\:^^  tarâtes' lie 
1. échelle  pri$  affiimativementi.   Piu^  ^  isA  grand  ,  plus  un 
tprrtie.  (a.Coittpçèj:  4u.fetoni)  id^.lapfofiieflloftgéoinccrique» 
furpai^  le  eerme  correspondant  ><ic  -la  (ierie  {^çurr^nte.  Maïs- 
^  9n:fi^&d  f^^J ^  I^raifoh/vU*  eft  plus  gfipde.qut  celle. 
de  f.':\d  \  U>  la  raifen  de  /^  :  rfiV  pliis  grande  .encore  que, 
celle  de  /*  :  <^*.  De  lorte  que.6>xei\tin  nombfff  %«  graûd, 
taraiCm^de/^  :  i'*  pourra  telifjivsttit  fiirpafli»  ceUe  de;/;  ^, 
que  i^'*  dirparoîtra,  pour  akifi  Sir^,- devant  f"Î^Sc  hfépic  rc*. 
currente  étant  fuppofëe  continuée  jufqu*ati  tçrme  qui  idbntient 
r^ ,  dont  1^  co^mcient  (bit  fuppojfé B ,  T^n  aufa  ^''''^B > & 
/^  pourra.tellement  rurpafl[er'B«j  que  cette  dernière  quantité 
fera  ptefque  iaJSiiiiiTCttX  peerre  par  rapport  à  /*".  Si^^dooc  deà 
maintenant  (ùppofé  repréfenter/,  ayant  écrit  par  oirdreiJeC 
4eux Cries  CëcD,    i^d^  +  d^^''+i^  çJ  "h^^r^  &c*C 
il  eft  vi^e  qu'on     "^^^l  ^ti^^r  ç*  '<-(-  /«*  ^  4"  ^K^  ^^  ^ 
pourra)  celksn€|n«  les  contimiei!  quet  le  coc&ienc  du  «terme 
B{^  tohi-fcxt  petit  par  tsppott  À  d'^,,  coeffioîont  du!tefine 
CfurreQ^nndant'  ij*^  {^  d&  }a  Êr^  géftméttiiqae.  ..    - 

Si  f échelle  Je  relation  eft  3 ,  — »*  » ,  -f-  5  ,  la  ijfrie  cécuiv 
jreftte'  fera  i  rK;5^-f-  t3^^-4--*^8r^  +  f  a^^*i&Céi  pour 
laquelle  u  on  prend  ^=J^"ii'Li:.5  '^^^  h^  ,  &  que  par  le 
njoyen  de  cet  exposant  on  forme  ia  férié  géométrique  i  + 
îo{-f.  îo^^^-f.  1009 '{5  4^  ïo6oo{4  5fcc.  ii  éft  fediè.ye 
Toîf  qiïé  lei  coefficients  4P  celle-fî  furpaflerônt  de  beaujjo'pp 
}es  coefHc:encs/correQ}ondanrs  de  ?z^^fk.  Si  KMniii^  i^^Ml^ 
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laÛQH  èft  16  j  -f-?é ,  +  *,' laf^rie  récinrciife  fera  i-f-  iç +; 
loç*  -+-4*^:fî  'i-^  î^4^4-^.^o^5  .&c^  Mais- la  férié 'g^o»-. 
métrique  correfpondance ,  dont  rcxpofaat  cû  =f^  <^ f=  lo  +  ^ 
^-2  s»  i8  ,  fera  t  -|-  i8:j;  +  3MÎ^  &c»  dojit.les  coeffi- 
cients fùrpaflènt  de  beaucoup  leurs  correfpondants  dans  la 
fine  récurrente.  *-.;..' 

107.  ThéoxuuIr.  Si  t—  a'z  — b'^^ — c'jî  — &c.; 
denominafeur  dt unt  frAHion  dont  U  numérateur  eft  =¥=  1  ^  a  un 
fiiHeur  fi'mpie  réel  i  — •  d  2 ,  dans  lequel  d  foh  ajfe^  grand  ^  la 
férié  récurrente  qui  naîtra  de  t  évolution  de  cette  fraèion ,  ap^ 
prochera  d'autant  pbis:  d*:être  imàprûgreffion  géamàriquty  dont 
rexpaf ont,  ferait  «»  d  ^  qtiim.la.  pouffera  pCas^ için*  Suppofocs 
qae  la  vatetir!  de  cette  fraction  {bit  y  y  dc^amtce  que  l'on 


l-^a'i — ùTi^ — c  i^ — &c.        -^  »  «^    "T^  -^ 

nateur  de  cette  fraction  a  ttn  faâieur  fimple  &  réel  "f-^dtf^^ 
fi  l'autre  feéleur  eft  1  —  tf  ç  —  i  f  ^  —  cçî  —  3cc. ,  on  aura 

&  Tautre  de  ces  fâ£)teurs.  pouvant  être  développés  en  fiHe^,  le 
premier  donnera  la  progrcffion  géométrique  1  +^ç  +  <^*  ^* 
-+-  if  î  ^  J  -^r  &c. ,  le*  fécond  une  ierie  récurroate  •  qu'on  peûf 
.repréfentcr j)af  i-^-qi-^ r^^^-^ /C^,+  ^î^rf- ^^x;  "Sî oif 
multiplie  ce^  deux  Cétiés  Vuné  par  Tautre  ,  Ce  qui  fe  fait  en 
multipliant  tous  les  termes  de  Tune  fuceeflivemoiH'-F^i^  t^uif 
ceux  de  l'autre  ,  leur  produit  fera  "=»  y*  O^  ce.prpdu^  eft 

'^di+dqi^^dr':i^^  -^ dfy^ -^d t :^^ +tcc, 

4- ^  ç* +^^t^,*j**^c,  ' 

-  *    '-i-d^^i-j-acc 

$î  nousT'fiippofoîïs  qu*ôh  ■  développe  la  ftà^^ion  propose  y 
dc(Bt  la^-vaiciif  eft  jy  ^  ei^.ui^e^fikie  récurrente  «  -+-  Q^r  -+:, 
Rf  *  ■+"•5:^3  +  Tl^  +  Vçî  +  &c. ,  il  eft  évident  quç  ceçtç 
ftfie  ne  peut  être  égale  au  premier  nrembre  4e  Téquation  J\ 
f9tff  %mt^  h^  takurâ  de  ^  j^  â  mohfts  que  les  quantités  qui 

X  4 
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fnultiplienc  une  mtmt  puifl&ace  4e  i  ne  iblent  ^gsiiec^4c 
part  ft  4's^|itce.  On  aura  donc  les  étpddoas  fuirantes- 

Sî  rf  cft  fort  grand ,  les  derniers  termes  q^r^fi^y  a^pour- 
ront  être  négligiés  (kns  nn.e  erreur  Hen  confidéiable  ,  &  même 
l'erreur  fera  peu  digne  d'attention  en  négligeant  les  pniflànces 
inférieures  de  d  reQ>e£livenicnt  aux  fupérieures  ,  en  négli- 
geant ^.fârirj^e)»;;/?;  d^  devant  d^  •  On  pourra  donc  fuppofec 

R         d'  +  dq-^r        4"  .  -    • 

V         d^  +d^q^dU  +  d^f^dt+u  d^ 

B  eft  donc  viflble  que  dans  cette  férié  la  rai(bn  de  Q  :  R 
dil&re  fouvent  fort  peu  de  celle  de  i  :  //>  que  celle  deR:  S 
en  approche  davantage  ,  que  celle  de  S  :  T  en  approche 
encore  plus  »  &  ainu  de  liiiee;  de  forte  qu'à  Tinfini.  cette 
férié  fe  change  en  une  progredîpn  géQm^trique ,  dans;  laquetlç 
l'e^poCznt^^sadf 

Si  d  étant  une  quantité  rébile  ,  i  — rd^  efl  uq  divifeur  du 
dénominateur  i  —  a^^  — b'i^  —  c'çî  —  &c. Téquation iîm- 
,ple  I  —  içs»  o  ,  contiendra  une  racine  réelle  de  l'équs^tion 
b=^  î  — ^  l  -^h^if^^-T-c^li  8cç.  Eneffcît,  on  a  dans,cecas 

is»^^&^ns^*   Si  donc  cette  racine  eft  aflcz  petite 

f  o'eft-l-dire  ,  fi  ^f  eft  aflêz  grand } ,  on  pourra  la  trouver  en 
^rpiaqi^  pne  f^rie  lécqrrçnte  p^  le  moyen  de  féçliellç  qu^ 
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fouciiit  réquation  :  <ar  une  telle  férié  pourra ,  zptès  uii  cer« 
cain  nombre  de  termes^,  èyre  regardée  comme  une  progreffion 

t géométrique  ,  dont  rezpofant  feroit  »«  ^  ^  de  force  qu'en 
ivifant  un  terme  afièï  éloigné  du  premier  par  celui  qui  le 

ftit ,  le  quotient  fera  à  très-peu  près  =  -j  racine    cherchée. 

Mai  A  la  fé;rie  ne  tendoit  pas  i  devenir  géométrique  ,  ce 

au*il  eft  facile  de  reconnoître ,  on  nepourroit  par  cette  mé* 
iode  trouver  aucune  des  racines  de  l'équation«  A  l'égard 
de  réchelle  ,  on  la  trouvera  aifëment  en  prenant  avec  un 
figne  contraire,  pour  premier  terme  ,  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puiifance  de  -rinconnue  ;  pour  fécond  terme  ,  le 
coefficient  du  terme  fuivant  j  &  ainfi  de  fuite ,  &  fuppo^ 
Êmt  s«s  Q ,  les  coefficients  des  termes  qui  manquent  dans 
réqoation* 

Soit  l'équation  du  3*  degré  i — fç — 40^;*— 50|;5=o. 
Je  forme  par  le  moyen  de  l'échelle  50  ,  40 ,  f  la  férié  récur- 
rente I  -j-  Jî'-f-  ^5?*'  Hh  575 î*  +  &c. ,  ou  n'ayant  pas 
égard  i  ç  ,  i  4.  5  -f- 6j  +  57f  +  S7^^  +  54875  + 
531115  Hh  ^c:.  Si  on  divife  le  fécond  terme  par  le  premier, 
le  quotient  eft  5  ,  le  troifiéme  étant  divifé  par  le  iècond 
donne  1 3 ,  le  quatrième  6ant  divifé  par  le  troifiéme  donne  8  •  8. 
I^e  quotient  du  cinquième  par  le  terme  précédent  eft  ^  •  p  ; 
le  fixième  terme  étant  divifé  par  le  cinquième ,  on  trouve  9  *  f  | 
Se  le  fepttéme  divifépar  le  fixiéme  donne  9*7.  Comme  ces  der^: 
xiiers  quotients  ne  diffifrent  pas  beaucoim  ,  c  efi:  une  marque 
que  laprogreffion  t^d  à  devenir  géométrique ,  &  il  eft  yiÛ^ 

ble  qu'une  des  racines  -j  efl  â  peu-prcs  «=ç=  f^^JJ^ 

Dans  une  équation  quelconque  on  p^uc  toujours  diminuer 
toute  iracine  poflîble ,  autant  qu'on  le  voudra  :  car  fi  l'équar- 
tion  a  un.  divifeur  fimple  d^  —  i  ï=  o  ,  qui  déeermine  cette 
çaeine,  &  qu'on  fàflè  j;  =»  «  -f-  /> ,  ce  divifeur  devient  dx-^ 

dp  —  I  =Bs  9  ,  qui  repréfente  la  racine  jc  =  --  -^  />  de  la 

d     * 

transformée  que  donne  cette  fuppofition»  Or  en  prenant 

'  pour  p  vuic  quantité,  convenable  ,  la  racine  ~  —  p  potirra 

étre-auffi'-peBte.  qt;A>n  le  voudra;  cependant  on  ne. peut  pas 
4i(!^Wi  'f9X  ^  iMyen  twm  les  racines  sééSks  de  to^uet 
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les  émidohs ,  comme  femUe  le  promettre  cette  dUèrvatioâ. 
Si  réqttacion  o  =*«  i  —  af  i  —  A'|*  — c'ri  —  &C.  a  «a 
ikâeur  fimple  i  —  d^^^=^o  ^  &  «n<  sM^tre  &Àeui;  <)uelcon^ue 
0s=fci  -^-ar-r-A^*  — cifî  —  3cc* ,  fatis  <)4ie  4a  firie  qac 
doit  fournir  V équation  o  =»  i  —  ^  r  —  ^'  ^  *  -^  &c.  tende 
i  devenir  une  progrefCon  géoméfriqué  ,  dont  l^r^knt 
foie  (/^  fi  vous  vouib^.  faire  eoror:ce  çgà»  cela  arrive  »tt  ne 
fuffic  pas  d  augmenter  d  ^  ca  (i^atk  pouxfoic  faire  en  dimi- 

nuant  la  racine  —^  il  efl  encore  nécelTaire  qu'en  augoientant 

ainfr  la  quantité  d ,  les  coeMciene$  d^  èf,  c  de  faiitre  fac- 
,tear  refient  les  mêmes  »  ou  du  moins  ne  fîiblfièçt  pas  des 
grands  changements  \  autremeat  en  ckangeaùt  Téchelie  de 
relatîoii ,  les  termes  de  la  fëcie  récurrente  poutroac-  difS$rer> 
de  beaucoup  de  leurs  correipondancs  dans  la  progrelfioa^ 
géométrique ,  donc  TexpoGint  =«»  d*  D'amie  d&té  îl  eft  vi- 
fible  qu'en  faifaat  ^  3=s  «  -+-  ;>  »  chaque  racine,  eft  dimînaéé 
de  la  même  quantité '/vf  or  cette  diminution  peut  changer 
&  augmenter  les  coefficients  a  ^  b  y  c  ^  de  manière  que  quoi- 
que d  foit  augmenté  i  ti  foit  cépetida&ti  trop  petit  relative-* 
i&ent  à  ces  coeiSdents. 

Mais  quoique  par  cette  méthode.  Ton  ne  puîflè  pas  ton* 
jours  parvenir  â  trouver  la  plus  petite  racine  aune  équation  , 
j'ai  cru  ne  devoir  pas  la  pafièr  fous  £lence  y  parce^quelle  eft- 
fFacsle  &  que  les  tentatives  font  raretneot.  infroâucnfes. 

io8.  ExEMfLB  !•  On  demande  les  racines  de  l'équa- 
tion y^  +  Sy  — '  lo  s=o.  Puifqu'en  fuppofant  y^=^i  y\t 
premier  f^mtfle  Revient  4  +  i^  — *ia  «=*  10 ,  âc  qu'en  pre- 
nant y  =*:  I  ,  Ton  trouve  i  -|-  S  —  10  "=«  —  i  ,  il  efl 
viable  qu'ufie  des  racines  eft  0dftteMl|fe  entre  %  Ut  ^   mais 

În'elle  approche  plus  de  i  que  de- 1  4   Car  le  réfutent  que 
onâe  -f-  ^  eft  moins  éloigné  de  10  (  réAiltat  que  donneroit  la 
racine  exaâe )  que  criui  que  donne -^  %»  Onpeçt  diEiieue# 
encore  cette ^ racine,  en  fubflituln^  dans  la  propofée  ï  +  î 
au  lieu  de  y  ^  pour  avoir    y  ==  i  -p  ^ 
'  .  ^i'  •     '/.*.      ^^  ■  ^^  '  ^  -^  I  s  a  ç  '  '  J'.?  -t    ..".*»..   ..... 

8y— 8-^-8,r 


et' qui  doiiiiewid«A-'*^î*-+- ri«(<^«Ht;fî*«'!br  <«i\bi**<»'»i--^ 
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-f- 1:^ 4(-  10»  ]MUB  le  mûysn  de  laquelle' onpeiu  former  utie 
f^riefécvrrence  ( iImk  aobs  nous  cant«icerotts  àt  sappô^éi- 
les-  C9<9fi(ieacs  .e(^'  c^irdant  i    coinnc  ie   Cd^fBcienc  de'^ 
î^r)  .4  -+"  i'O  •+*  uai-Hs-!  iota  -f-,  la^oii  -f*  104050'-^ 
le^o^o  I  -Slc*  qoi   tencfc'  étîdeisiiiettt  vers  iind  progrefBon 
gjé«nié|riqiie^  Ceâ  poor^nbî  ;  fi  oh  dfTÎ&'  ravttat-'demîer  terme  ^ 
p«r  le .denùa:^  o&  auTa-i^;=:^  i^^^JA  =♦«•  ^  oppo i^ 3  ,  d'od  1*011 
ciscii-^:^nm|>''-^i  ^f>^fùip^Ùeù-  doncià  h  racine  approchée 
diercbée  qui  éoustiobftiqiée  dan»y^-4"^^ —  io«^o  ,  ait 
lie»  de  y  donne  ^  •+■  8y  — *-  10  «=* — «ô*ôoood^  ,  réfultat  ' 
qni»  ffif '.  voie  que  ostce  raifine  n'^- pas  fort  éiolgnée  de  la 
v^ifaUe.  Si  on  dtriie  la  '|>côpoâfe  ptt  y  -^  i  -o^^o  i^  »=^  o ,  ^ 
00  s^uua  fittileaaettc  la  {èconde  ^cine^  IVkn  on  ^ut  la  trouver' 
encore  plus  factltmcm ,  en  retriÉichàne  i'&9^oi9  du  coeffi- 
cient-^^Â  dn  fix^ndtecipè^  fttii  liégaii^émekit^,  on  de  la  fom*- ' 
me. des  lacmesnde  l'oqnation;  ce  qui  donnera  -^d< — i  •  o^poip 
■  ■  ■    t  s  *>o^poip  yainr.  tf  feoondft  racine; 

Si  <tfL  avait  vcalfi  croàvw  C6ite-ci  W\rant  Tautre  ,  il  aurbiir 
falla  remarquer  qn'elk  cMixbe-eiitrt  — iéSt' — p  ,  ce  qui  elt 
ésddene  'y  parce >  cfki^  fi  on  ^  ^  ^±s  ^  p  :  h  j^opofée  devient' 
81  —  7%  —  10== —  ij  mais  en  fuppdGmt'y=-»-*  lo  ,  on- 
tîouye  loo.-r  80 -:::  1,0  f;^  j;p  ,  ceqi^-  faiç  y^ia  iqu'H  y  a  une 

racine  entre  —  >o  &—!/[>  '^^^  P'**^  pçoche/k  — >  qu^. 
de  ^  lô.  Si  dpxK:  p«i  ïiaj^j^.=^ — p  —  i^  on' trouvera  o  ^=9^ —  i 
-{-  lo^-f-ç*  j  oii  o«:  1  -^jpç  — ^.*,-cetto  ^nation  étant, 
I4  même  que  celle  que  Jibus  avons  ttahéç:  ci-deflus ,  donnera( 
la  même  férié  réçurr^qte^&  la  même  valeur  de  ^  que  nous» 
ayo^s  déjà  trouvéjç  ^  L*o^^uî:*i  y=^.-r^9. . — X  T^**"  ^  *  opyoi^- 
;  ipp,  ExçK<?VjL.ri»  &)itil'éflua^w>nje*  -r-sri»?  —  5«-o,. 
dans  laquelle. fi,Qp_faitx==y*a,lcu.r^fi)U^  5  ;  mais. 

ep.fe^pofant  x  =.-V.  il  Inéquation  de^ôent  .1  -f*  -7  -^  <  =-,  3« 
C5ela  marque  quune.des.Tacines  de  Téqu^tioii  ^embe  entre 
^  ^  ^~  ?  j  ^  Qu'elle  ejl  plus  près  4*  -77  ?  .  g^ê  de  o.  Il  fera 


aclaêrtê<icâeoefiWei!«j*^y**f-54-r-4i3  4î.'}iéi  — 141^1 
-f*  *«^T4t  aéc.Vd'<yàP6ntfrfcf=«Ç^fff|=*=^— 0-1306^1, 
a^  «=0.5^  =-i  — 0-^^330^;  Le  cb^œdefat'Ai  feeond  teîrmè: 
dd  taîfirôpèfife  'ptis  h^gativfemcnt  étarii';4^<  ^'',  f 'atae  racine* 
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zio.  Exemple  IIL  On  denuode  les  racines  de T^ua- 
ûfin  x^  -f-  ^x  -+-  lo •■■  o*  Si  on  bàt.x  *mmj9^ ,  on  croift^^eta 
après  les  opérations  ordinaires  oasa  xo  «f^-^oç^-f-  i^o^^C  ' 
ou.,  çn  divitàilt  par,xo  ,  afin(]ae  le  terme conftant  devienne 
=F»  ï  ,  o  i^  I  +  ^rHr  '^ÎT*  Do^ic  lîéchelle  de  reladois 
fera  —  lO, — 6 ,  qui  donne  la  fifrie  des  coefficients  ï—^-f-ir<^ 

—  ^6  +  ^1^ — 33^+»4f^  &c.  Il  ne  patotc pas  quécetce  . 
férié  tende  à  devenir  géométrique*  Mais ^aece  qu'il. eft  fa- 
cile At  voir  qu'une  des  racines  de  la  propolée  eft  affez  proche 
de  -^  3  ,  on  peut  faire  «««f-^  j  -j».  ^  .^  ce  qui  donne  o  «=i«  i 
-^11*  Comme  le  fécond  terme  de  l'équation  numque ,  on 
fuppofera  fon  coefficient  s»  o  »  &  Ton  aura  récbeUe  de  rela^ 
tien  —  I  -ho,  d'oâ  Ton  tire  U  férié  des  ^coefficients  i  ^Of 
-r-i  +  o-|-i-+-o--ri-}-o  Sec.  j  mais  ceiste  férié  ne  peut  rien 
faire  connaître  ,  &  les  racines  de  l'équation  propofâs  fi>nc  x 
"P  -:-  3  ±  V  ("^  I  )y  Néanmoins,  .en  négligeant  les  ter- 
mes alternes  ,  la  férjç;  précédesue  .fe.  réduit  â  celle-ci  :  i  — 

I  -f- 1  —  i&c. ,.  don^  chaque  terme  divtfé^par  le  fuivancdonne 
-^  I ,  qui  eft  le  quatre  de  la  racine  de  la  «transformée ,  poif* 
que  Ton  a  ^  {.  =«.-^  i  ,  {[ .=»  ±  V(  "^  ')  *  ^  P^  conféquent  • 

III.  E^EMtis  IV.  Soit  ré^ûaû&n  cubique  x^  —  y** 
<-f-^»  +  Il  i-so,  qui  a  une  racine  réelle  comprife  entre 

—  1  &  —  1.  Car  fi  on  fait  x  = —  i ,  elïe  fc  réduit  â+  i  > 
mais  elle  devient-  — 18^— rio  —  io-f-;ïi«*='  —  i^»  ^^  C^p- 
pofant  jir  *=*  —  i  ;  ainfi  cette  racine  approche  plus  de  —  i 
que  de — i.  On  pourra  donc  fuppofer  comniodément  jc.=— 
1  —T  i  y  d'où  Ton  tirera  0=»  1  -r-  }9z  —  8{;*  —  ifî  ,  qui 
donne  l'échelle  de  relation  -|-ï>"+-^j-i"ï^>  <i'ûù  l'on  tire 
lafétte  des  coefficients  i  -f-  18 +.531 -4-^1*1  +  i!?^^* 
^  SQ80636  -{-  &c.  qui  tend  rapidement  vers  une  progreffioa 
géométrique;  ainfi  la  racine  cherchée  féira  â-peu-près  f  =» 

x^Vrif=<^-oî4*3P,  ?c  *  =  — I  — {  =  — i.Ô54i35>. 

»,-,••■  '  ■ 

Remarque.  Il  (cca  plus  sut ^  pour  ne  pas  fe  tromper 
dans  la  dëterrqinatioa  de  récheUç^derelatlpIi ,  d^ordonaer  U 
transformée  deinaniereque  l'uni  ce  poÇtive  étant  dans  le  fe-» 
cond  membre  dé  réquacion. ,  les  autres  t^n^ps  fe  t^uv^snt^jdans 
le  premier»  de  manière  que  les  expofants  aillent  en  décrois 
fane  â  l'ordinaire,.  Ainfi  .da^s  cet  exemple  «,  on  auroiipu  dif* 
pofer  la  transfouàée  de  cette,  manière  i;^^  ^  8 {^  -f*  x  8  ^  «n  i  g . 


1 
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Zc  alors  les  termes  de  l'échelle  feront  les  coefficients  r ,  -f-  8  , 
-f-  1 8  ,  dans  le  rang  qu'ils  occupent  y  &  avec  les  fîgnes  des 
teroies  dont  ils  font  les  coefficients. 

1 12.  Soit  réouation  j:^  —  4  jc^  +  ^  ^  "^  lo  a=s  o  ,  qui 
a  une  fede  racine  réelle  comprife  entre  3  &r  4 ,  mais  plus 
proche  de  4  que  de  3.  Si  donc  on  fait  a?  »»=  4 —  :^  ,  l'on 
trouve  o»=s4î — "22^  -f-  8^^  — :j;î  ,  équation  que  je  diP- 
pofe  ainfi  -Jçî  —  xç»-  -f.  iî.^  =s=*  i  ,  ou  de  cette  manière 
f  ç3  —  lî^  +  ^ï  *=  ï*  Si  |c  fais  maintenant  i^  =a=y  , 
f  aurai  la  nouvelle  transformée  ay  5  — *  8y  *  -|-  ï  i  y  =*=  1  ,  qui 
donne  pour  échelle  de  relation  t ,  —  8,-^11,  d'où  naît  la 
féric  I  -}-  II  +  113  H-  IÎ57  +  1184^+  12126J  +  &e.. 
qui  tend  i  devenir  géométrique.  On  aura  donc  ^:^  ^«y 
««^irrWf  =  0-0^7^785  donc  ç=o.i5>j35é,  &  5^4 
—  |;=  3-804^44. 

1x3.  Afin  de  rendre  notre  Algèbre  plus  complette  ,  nous 
croyons  devoir  dire  un  mot  de  la  manière  dont  le  célèbre 
Etder  emploie  les  fériés  récurrentes  dans  la  recherche  des 
racines  des  équations.  Le  fondement  de  Gl  méthode  coniîAe 
à  déterminer  pour  chaque  équation  une* fuite  de  nombres, 
comme  a  ,hyC  y  &c.  tels  que  chaque  terme  de  la  fuite  divifé 
par  le  précédent ,  indique  la  valeur  dé. la  racine  d'autant  plus 
exaâement  qu'on  aura  continué  plus  loin  cette  fuite  de^ 
nombres. 

Suppofons  ,  dit-il  dans  fon  Algèbre,  que  nous  (byonîs 

parvenus  déjà  aux  termes  p>  f  >  ^9  />  ^  9  &c.  il  faudra  que  ~ 

indique  la  racine  x  déjà  affez  eza£bement  ;  c'efl-â-dyre,  qu'on 

ait  i  crés-petf-prés  ^  cs^  x»  0n  aura  de  noérne  -  a^  Xt  8c 
r      r      ^  î  • 

b  moitiplication  dés  dtux  pâleurs  donnera  ^  ^^st  xx*    De 

plus  comme  -«  casa  « ,  gn  aura  auffi  -  »&  ^3  •  enfuite ,  puif- 

t  t  '  ^ 

que  -  ea  X  j  on  aura  -  «a  ^^ ,  &  ain4  de  fuite. 

Soit  l'équation  apx  =^  x  -f- 1  ;  &  fuppofoâs  que  dans  la 
féric  ci-delTus  fe  préfèntem  les  termes  f  yq\r  yfyt\  &c. 

Or  comme  ^  mm  Xy  Su  ^ytsmxx  .  nous  obtiendrons  l'équa- 
P  P  .       -    • 
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'Uon     fc=a*-f-i,ou^-j-^«»«r.  Et  comme  nous  trouvons 
p       P 

de  la  môme  manière  que /■»  r  -^q^  U  t  ««/+  r  ;  nous 
conclurons  que  chaque  terme  d^  notre  fiiite  eft  la  fomme 
dès  deux  termes  pcëc^enls  ;  de  forte  qu'ayant  les  deux  pre«- 
.miers  termes  on  efl  en  état  de  contiiiuer  la  fuite  auffi  loia 

3u!on  vaudra*  Quant  à  ces^  deux  fM?emiefs^  termes  •  (die  ce 
avant)  y  on  peut  les  prendre  à  volante;  fi  nous  fbppofons 
donc  qu'ils  foknt  o ,  t  ^  notre  fiàte  (era a,  x  ,  x ,  x ,  3  ,  5 , 
8,  13,  II,  34,  5^»  8^)  144,  ^c  &  telle  que  fî  on  divife 
on  terme  p?ir  celui  que  Iç  précède ,  oft  aura  une  valeur  de  x 
d'autant  plus  approchante  oe  la  véritable  qu'an  aura  cholfi  un 
terme  plus  éloi^é»  L'erreur  véritablement  eft  très-grande  au 
commencement  y  mais  plus  on  av^çe ,  plus  elle  diminue. 
Si,  par  exemple ,  on  fait  *  s=  yj- ,  on  a  ^  ws=  i|.^  i 


oà  l'erreur  n'eft  que  dk  ^  :  les  termes  fuivants  la  donneroîent 
'«ncore  plus  petite» 

0>na4érefis  l'équacicm  xx  «»ay  -f^  x,  &  fmûfÊLCx*^ 

^  &  jcx  «a  -  ,  nous  aurons  -  «=»  — ^  +  i  >   ou  r  =  2  g 

P  P  P        P 

^p  ;  d'où  l'on  peôt  conclure  que  le  double  de  chaque  terme 

4iîouté  an  terme  pi<écédent  donne  le  terme  fuivant.  Si  nous 

^•commeâçoas  d^tc  encore  par  o  -,  x  ,  nous  aurons  la  (ërle 

o ,  X-,  X  ,'  5  ,  I  r ,  2p  ,  70 ,  169 ,  408 ,  &c. ,  d'où  il  finit  que 

Ja  valeur  cherchifie  de  x  fera  exprimée  Se  plus  en  plus  exa6^e- 

ment  par  les  fraûions  fuivantcs  :  ^  »  t>  »»  t^»  tt  >  i?  # 

^ ,  tI^Î-  ,  &c.  qui  approcheront  toujours  davantage  de  la 

4éxitàblcvdî&ix&x,vmt'^^%M 


,    S«it  l'équatiofi  x}p^»^-^tx^  i.  On  fchi  x  «sfcfeX^ïe» 

P  P 

l'on  voit  comment  par- les  trois  termes  p ,  ^,  r ,  on  doit  dé-^ 

terminer  le  {bivanty  .  &  comme  Vt  cônfmèncement  de  la  foire 

cherchée  eft  arbitraire  ,  on  peut  fçrmer  la  férié  fuivante  : 

^>0f  î>'>3>*>  *B>  *S^66,   txpyêtc,  àinfi  lês'valcur^ 

de  X  lont  z  r  T  9   7i   ^»  '"?  J  T  *  ^.»  i¥  >  TT  >  «C'      • 
Si  nous  prenons  pour  x  la  tamoa^^^^y-f  on  trouvera 

*'  Noukpubobas  iMfi^^^laftcosdepsûtiQ  deeetOttvraj^e  de4a 
fideur  dr la  fraâion  | ,  qui  petit  êttv  finie  au  infime ,  ou  o  5 


,  Calcul.  .  j  $5 

m       ■      •»»— —  m  I  iwii»!  I  I  » I    I     ■      I         II 

poor  le*premier  fioiïxÀxt  àt  i'itfqtiàcioà  ptopofi^  la  quantité 
.^7^,  &pour  lefecoadracmbic  i^4^^4^  ï  w*ij^,  ad 
recjreur  n'cii  que  de  y^* 

Il  fkttc  £emar<}Qer  cepandanc  (die  M.  Euler)  que  toutts 

]es  équatioBS  ne  font  pas  de  nature  â  pouvciir  y  appliqaér 

cette  médMxie  \  &  patticdiérement  ioilàtte  le  fécond  tcmie 

'manque ,  elle  n€  peut  être  employée*  Car  foiti  ^uir  exemple^ 

*■«  =  i ;  fi  on  vooloit  fiire *==  —  ,&*«=  — ,   on  au- 

-,  ... 

roit  —  «•  * ,  ou  r.m^  xp'y  «eft-^-dire,  r*—  o  X  f +»/> ,.  d'oi 

réfiiîterôit  la  fuite  r ,  t ,'  »  i  î,  4 , 4  j  8 ,  8,  i  ^,  1 6,  3 1 ,  3 1,  &c* 
de  laquelle  on  ne  peut  rîèii  conclure,  parce  que  chaque  terme 
diviïe  par  le  précédent  donne  toujours  a:  ===  i  ,  ou  *==2« 
Mais  u  dans  iéquation  propofée,  on  (iippofe  if  ==s  y  —  ï , 
on  trouxera  y^  x=s  ^y  -^  i  *j&(i  Ton  fait  maintenant  y  =« 

^ ^^yy  ""^  —  on aitra^ l'approxiouitioA  que ^us  avons  don* 

née  d-defltts* 

Il  faut  obl'ervçr  de  plu$  (ajoute  ce  Savant  au  (ùjet  de  cette 
méthode  )  que  lorfque  l'équation  a  une  racine  rationell^ , 
&  qu'on  ehoifît  le  commencement  de  la  période  tel  que  cette 
xacin&  en  refaite,  chaque  tei;me  de  la  fuite  divifé  parle  terxUe 

,|u*^édent,  donnera  ^^ç^çoent  ia  racine  exi^ement.  Sojt 
l'équation  xx=^ x-^  z  ^  dont  une  des  racines  efl  a:  ==  ji  ; 

.comme  on  a  ici ,  |>o«tf  k'fërie  y  ia  formule  r^^^»  i  ^  '^P  >  ^ 
6n  prend  i  ,  i  pour  les  deux  premiers  tçrmes  ^  on  a  la 
Ciitc:..!^  »,  4,  8, ,16.,  ^4,  &c.  qui  eft  une  progreflîoh 

.géométrique  croiflâme . dont  l'expofant  eft  .2. 

Mais  Jorfque  le  commencement  de  la  fuite  s'écarte  de  la  racine  3^ 


^'ffmmmfm*it\\sitim  ■  i  wpi»— wn^^ftimum— t— »ii^w^ 


a^ 


i  as  00 ,  en  confSdéranto  comme  une  quantité  infiniment  petite* 

(ï  — i)-t  '  2  *  >      " 

4J^sft  toffteicqiie  je  ititai  âsàintenaiit  fur  cette  mapere/qu»  j|e 
:tr|Rtettf!  plu$  au  long  dans  k  calcul  di^fikencleL 

^  Dans  la  trada^im  ikAçoiTe  de  Tal^bre  de  M.  Euler ,  txi 
^rouvey^  •+-  %y^  i  ««^ft^  équation  nuâè ;  ce  qui  fins  dotîoe 
Jei^une  faute  d'imprefllon. 
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il  ne  £iut  pas  croire  qu'on  ira  da  moins  en  s'i^prochant  de  cetre 
racine  ;  la  fuite  ne  donne  par  approximation  que  la  plus  grande 
racine  (  il  ne  s'agit  pas  ici  des  équations  du  premier  flegré)  ; 
&  l'on  ne  trouve  pas  une^des  moindres,  â  moins  d'avoir  choifi 
les  premiers  termes  convenablement  pour  cet  eflet.  Soir  l'é- 
quation XX  «»  4  X  —  3  y  dont  les  deux  racines  font  x=^  i  Se 
X  s»  3»  La  formule  pour  la  fuite  cùr=sssj^q —  ^PySc  fi  Ton 
prend  i ,  i  pour  le  commencement  de  la  férié  y  qui  indique 
par  con^quent  la  plus  petite  racine ,  on  a  pour  la  fuite  en- 
tière :  I  )  1 9  I ,  I  y'&c.  Mais  (i  on  adopte  pour  premiers 
termes  les  nombres  *i,  3,  qui  cottiennem  la  plus  grande  rd- 
çine  y  on  a  la  fuite  :  i ,  3  ,  ^  ,  17  >  81 ,  143  ,  7191,  &c.  qui 
indique  avec  précifîon  la  racine  3*  Enfin  fi  on  adopte  un  autre 
commencement,  pourvu  qu*ii  foit  tel  que  la  plus  petite  racine 
ù'y  foit  pas  comprife  ,  la  lérie  fera  telle  que  le  quotient  d'un 
terme  par  le  précédent  approchera  toujours  de  plus  en  plus 
tle  la  racine  3  a  proportion  qu'on  s'éloignera  du  premier  terme 
de  la  férié  ;  mais  les  quotients  n'approcheront  pas  de  la  plus 
petite  racine. 

Soit  réijuation  x«  =  x  ~-'  +  x  «>-*  +  x  »-'  +  &:c. 
La  fèrie  doit  être  telle  pour  cette  équation ,  que  chaque  terme 
foit  égal  â  la  fomme  de  tous  les  précédents  ,  c'eit- à-dire  , 
qu'on  aura  1,1,1,4,  8 ,  16  ,  31 ,  ^4,  ii8.  Sec»  ce  qui 
niit  voir  qu'une  des  racines  de  l'équation  propofêe  eft  % 
exadement.  En  divifant  l'équation  par  x^  y  on  trouve  i  =»> 

-j; 1 &c,  «=  — ;  d'oil  Ton  tire  i 


XXX  xi  X' — I  X — I* 

X — ls=tI,&X=l. 

En  examinant  cette  méthode  avec  un  peu  d*attentîon,on  s*ap«* 
perçoit  facilement  que  les  premiers  termes  de  la  férié  ne  doivent 
pas  tous  être  =  o ,  &  qu'ils  ne  font  pas  entièrement  arbitraires, 
comme  l'Auteur  femble  vouloir  le  faire  entendre  ^  ce  qui  n'eifi- 
pêche  pas  qu'elle  ne  foit  très  élégante*  .     . 

Des  Fraêiions  contiriues» 

114.  11  y  a  encore  une  autre  efpece  dé  fériés  ,  dont  je 
crois  devoir  donner  une  notion  aux  Commençants  :  je  veux 
parler  dts  fra&ions  continues*  Lorsqu'une  &a£tioB  a  poi|r 
dénominateur  l'af&mblage  d'un  entier  &  d'une  firaôictn  \  qu^ 
cette  féconde  fra^on  a  auffi  pour  dénominateur  raiTelflblage 
d'an  entier  &  d'une  fraâion,  dcainfi  deiiiite  :  l'éxpreffion 


■fPPM^»^ 
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^MH*i 


i«*i**WW 


H7 


qui.  en  réfuite  s'appelle  ^«^««n  («iltùtue  t  ainfi  l'eupseffioA 

*^  </  -f*&C.  éft  imcftaftion  continue,  Tap- 

pelletai  fraBions  intégrantes  les  fradions  —,  -r-,  -t-  ,  &c,  <te 

TafTembis^e  defqueUes  refaite  la  fra&lon  continue.  Si  les 
numétateurs  a!  y  b\  c%  &c.  (ont  chacun  ^mm  i  ,  la  li^ie  ou 

£:a^on  continue  précédente  fer^  — ^    ,     i 

.  <?  +  &c. 

!!<•  Pour  réduire  la  ftaâion  continue  —  .   V 

^  ^ —  en 
c 

Êra^on  ordinaire  >  f  opère  en  allant  de  droite  à  gauche  &  je 

réduis  le  dénominateur  3  -f-  —  de  la  féconde  fraâlon  en  la 

c 

.i>  « 

fraâiDiu  équivs^ntç  — -'^-—  î  ainfi  raffembiage  des  deux  frac» 

•ons  ^        e  '      ■        '  '  '    —        * 

.  ^  «4-  —  peut  être  regardé  comme  une  fradUon  dpnt 
c  • 

le  numérateur  »=»  ^^  &  dont  le  dénominateur  efl  -*- ; 

c       ^ 


donc  on  aura  la  valeur  de  -^  .    c 


^  -+-—  en  divi/apt  hf  par 

c'çft-à-dire  que  cette  valeur  eft=^7 — j — -%  c^eil  pourquoi  U 

*   •  a'  -"' 

firaûion  continue  propofée  eft  =»  —  ,    .    ij'  c    ,     -_  .        , 

•      ^    ^  a  +  ■,"■■  .  "■  .^  Mais  a  + 

7 — .- — -  =aa  — —J — j — ^ ;  donc  notre  naOKm  commue 

bc  -f-  c  bc'^c 

•      a^  [  hc-4-  c') 

eft— »  ■    \    ^  ■  ^,  '  H  fcft  clair  qu'en  remontant 'aiéfi  de 

droite  à  gauche ,  on  pourra  réduire  toute  fra^on  Continue  , 
dont  Je,  nombre  .des  termes  fera  fini  en  i^e&a6tion  ordinaire* 
Tome  /.      '  Y 
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Appelions  S   la  Taiour  totale  ie  la  fiaâioa  contime 

tf  •4*&c*;lleft  aiflfideToir  qa^  fieii allant 
4e  gaodie  i  droite  on  pren4  la  première  fra^on  int<^rante 
leule  y  puis  les  denx  premières  bradions  intégrantes  feules , 
puis  les  trois  .preoiieres  fractions  intégrantes  ièules  ,  & 
ainfi  de  fiûte  »  on  aura  des  quantités  alternativement  plus 
petites  Se  plus  grandes  que  S  s  c'eft-â-dire  ,  que 

>  H »  &â  Gtt  dans 

la  pcenûere  expreflion  —  ,  le  dénominateur  a  eft  plus  petit 

2ue  le  véritable  dénominateur  .  puî(que  le  dernier  eft  formé 
e  l^uidition .  de  a  avec  toutes  les  tra£Uons  qui  fuivent  i 
droite.  Dans  la  féconde  expreiïîon  le  dénominateur  h  étant 

aa£  trop  petit ,  la  fraâion  -r-  eft  trop  grande ,  &  par  coa(2- 
qnent  le  dénominateur  a-^-j  etk  trop  grand  j  ainfi  la6ac« 

lion  dont  le  numérateur  eft  4^  &  le  dénominateur  ^  +  't- 

eft  trop  petite.  U  eft  maintenant  facile  de  voir  que  raflèm- 
^lage  des  trois  premières  firaé^ions  eft  plus  grand  que  S  ;  que 
f  afiemblage  des  quatre  premières  fradlions  intégrantes  eft  plus 
petit  que  S  ;  &c. 

116.  Soient  A  &B  deux  nombres  entiers  &  potitifs^mais 

A 
A^B»  Pour  réduire  la  fraâion-p  en  fîraâion  c^tinue,  opères 

comme  fi  vous  cherchiez  le  plus  grand  coromun-divifeur  de 
A  2c  de  fr  (31) }  divifeï  donc  A  par  B  pour  avoir  le  quo- 
tient a]  divîleE  enfuite  le  dénominateur  B  par  le  reft^,  & 
nommes  le  quotient  b  ;;  divifez  après  cela  le  premier  refte  par 
le  fécond  ,  êc  faites  le  quotient  =  c  ;  continuez  ainfi  en  di- 
vîfant  toujours Tavant'ckmier  refte  par  le  dernier  refte,  juf« 
(fix^i  ce  que  vous  parveniez  à  une  divifion  qui  ne  laifleauom 


^m 
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refle ,  ce  gui  doit  ûéceiTairement  arriver ,  puif^ue  les  reftqi 

£bnt  des  nombres  entiers  qui  vont  en  diminuaAC)  vous  aurei 

•  1 

la  fra^on  continue  *  H — r  _t    ^ 

^  d  +4cc<  gtiiiefaégalp 

à  h  (raôion   .r-;&  cette  fiaâioncoAtiivie  contient  un  entiers* 

A 
Soit  -^a>^^*  Diviiànt  1x03  par  887  ,  tin  a  le  quotient 

<x  es»  I  y  &  le  refle  zi6.  DiviCmt  887  pas  iî6 ,  on  aura  le 
quotient  4  =  ^  &  le  irefte  i^  ^  on  divifera  ii6  par  13  ^çd 
rqul  donnera  le  quotient  ^  &  le  refle  fi  y  on  dlvi&ra  ^nccire 
,ftj  par  9  >  on  aura  le  quotient  1  &  le  refle  s  y  Oin  divifera 
^  par  5  y  on  aura  le  quotient  1  &  le  refle  4  ;  on  divifeira  f 
par  4>  on  aura  le  quotient  i  &  le  refle  t  :  enfin  divifanc 
4  par  I  ,  on  aura  le  quotient  4  &  le  refte  o  ^  de  forte  tjue 
l'op^ratipn  fera  finie.  Raflemblànt  donc  par  ordre  les  quotients 
trouvas  y  on  aura  cette  fêrie  i ,  4 ,  p ,  i ,  i ,  x ,  4  ^  &  la  frac* 


#  » 


uon  continue  cherchée  fera  *»>  i  +4  4.-^    i 


9  «h—    1 


Si  nous  retranchons  887  de  1x03  pour  avoir  h  refle  %Hp 
la  fradion  |f  J-  fera  ==«'  :ç  ^  »    , 

^*4  >  or  on  trottvera&d- 

Içment  ce  réfultat  en  divifànt  887  par  ii^;  divifànt  enfuite 

ti6  par  le  refle  que  donne  la  première  divifîon  ;   divifa^c , 

après  cela  le  premier  refle  par  le  fécond  ^  &  ainfi  de  fuite 

pour  avoir  les  quotients  A99 ,%  ,1,1,^,  dpnt  on  fermera  la 

saâion  continue  ivi.jL    ,  « 

♦+-F4.1&C. 

Et  félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-defitts ,  failânc  î<^  mi  S ,  nous 

auronsS<^,S>i^x,  s<i,i 

A 
Soit  la  ftaâion  numérique  Se  pofitive  -g^ ,  dans  laquelle 

A  cft>P, tcUcquèron  ait  ç  — S  —  ^     £ 

Cette  fiadiitAfx  étant  tédoite  ta  i&aâion  ordinaire  donne,  en 

y  1 
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fc  bornant  i  trois  fractions  intégrantes,  S  r 7 — : ; —  • 

&  Ton  ne  peut  avoir  une  valçur  plus  approchée  de^  au  moyen 
d'une  firaâion  qui  foit  exprimée  en  des  plus  petits  nombres 

^uc  la  fra£Bon  ' l\i      i  "  ^^  ^'^^^  V^^  ^  ^^^  fiippofc 

c  -| — ,  en  ajoutant  une  fiaâion  intégrante 

déplus ,  pour  avoir  S  —  —^ ; — ^f,  , ; —  , 

«cette  firaâion  (èra  exprimée  par  des  plus  grands  nombres  que 
la  précédente* 

JLa  fraftion  |j4  étant  » 


'  "*"»  ^:f ,  fi  nous fàî/bns 


P» 


««=4, />«=*!,  nous  aurons 


^c  +  r 


hep  '^b'-^p 


._i?     ôc— — _ 


i%8  i£v  CakuU 


K'  • 


<s 


\  *^*^^'*  \^é  "•'V^'V 
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».  JLiA  GÉoMBTRTE  cfi  la  fckmc  ic  tejpace 
ou  de  retendue  en  longueur  j  larsPUr  &  profondeur. 
La  ligne  a'eft  autre  chofe  que  lecendue  confîdérée 
fans  largeur  ni  profondeuri  l^zfurface  eft  l'étendue, 
confîdcrée  en  longueur  &  largeur  feulenaent.  Onap* 
pelle  folide  *  les  trois  dimenfions  prife&  enfemble,, 
c*eft-à-dire ,  la  lH^giueur  ,  la  krgeur  &  la  profon-  . 
deur.  L*extrémité  aime  ligne  s  appelle  i</2 /?awr  > 
&  il  eft  évident  que  la  ligne  n'ayant  ni  longueur 
ni  profondeur  (  ou  étant  €onfidérée  comme  telle  )  » 
oo  ne  peut  concevoir  dans  le  point  ni  largeur  y 
ni  profondeur  :  on  peut  cependant  y  pour  aider 
rimaginaçion  ,  confidéreE  le  point  comme  une 
étendue  d'une  longueur  ^  Urgeur  &  profondeur 
très-petites. 

La  ligne  droite,  eft  celle  qui  va  d^un  point  à 

mmammmmmmmmmÊmimmmÊmmmmmmmmmtmÊmmmmmmÊmmmmmmmmmmÊimmÊmmmmimmmimmmmmmmmmmmmÊm^ 

*  On  n^ntend*  pas  ici  par  faiide  uo  amas  de  parties  maté- 
rielles ;  mais  feulement  un  efpace  long ,  large  &  profond  y 
que  cet  efpace  contienne  ua  corps ,,  ou  ^u*il  (oi;  parfaitement: 
Yuîde* 

Y, 
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l'autre  fans  fe  détourner  â  droite  ni  i  ^uche  »  telle 
e(l  tf  ^  (  figure  première  )•  On  peut  la  concevoir 
formée  par  le  mouvement  ^Tun  point  qui  va  de 
a  en  b  fans  fe  détourner  d  aucun  coté. 

r-x.  Corollaire.  Pela  il  fmt  que  la  lî^e 
droite  eft  la  plus  courte  qu'on  puilfe  tirer  entre 
deux  points. 

La  /igné  courbe  eft  celle  qui  eft  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  qui  à  chaque  moment  s'é** 
carte  tsès-peu  de  la  ligne  droite.  Telles  font  les 
lignes  acb  ^  adb.  On  appelle  ligne  mixte  ,  une 
ligne  pxb  y  compofce  d'une  ligne  droite  px  te 
d'une  ligne  courbe  x  b.  Enlfin  j'appelle  ligne  an* 
guleufe  une  ligne  apx  compofée  de  deux  lignes 
droites  ap\  p  x ,  qui  n  ont  pas  la  même  direction. 

j.  Corollaire.  On  ne  peut  tirer  qu'une 
ligne  droite  a  b ,  entre  deux  points  aie  b\  mais 
on  peut  faire  pa(Ièr  tant  de  courbes  que  Ton  voudra 
par  ces  mêmes  points  aS^  b. 

La  ligne  circulaire  eft  une  li^e  courbe  (  fig.  z) 
décrite  par  l'extrémité  a  de  la^ligne  aCy  qui  tourne 
autour  d'im  point  fixe  c.  Ce  point  c  eft  appelle  le 
centre ,  &  il  eft  'évident  que  tous  les  points  de  la 
ligne  circulaire  (qu'on  appelle  encore  circonférence 
du  cercle)  font  également  éloignés  du  centre.  On 
appelle  cercle  reîpace  renfermé  dans. la  circonfé* 
renée  *  \  ç'eft-à-dire  ,  que  Iç  cercle  eft  nncfurface 
plane ,  terminée  par  une  ligne  courbe  qu'on  ap- 

{>elle  circonférence  ,  dont  tous,  les  points  font  éga- 
ement  éloignés  d'un  point  qu'on  nomme  centre. 
4*  Corollaire.  Delà  îl  fuit  que   toutes 


>pil  mmmmmt^m  n  u  ft ,  mimmMmmm 


^  Quelquefois  cependant  on  Ce  (crt  in  moc  cercle  pour 
4é%nef  la  circonférence* 
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les  droites,  cirées  du  ceiure  à  la  circonférence  (  on 
les  appelle  des  rayons)  ibnt  égales.  De  même  tous 
les  diamètres  font  égaux  ;  car  un  diam^re.  td  elt 
une  ligne  droit;e  >  qui  paffàot  par  le  c^nçrç  eft  ter* 
minée  de  part  &  d'autre  à  la  circonférence  ^  de 
force  qu*il  eft  conipoféde  deux  raypns  ég^ux*. Mais- 
lés  lignes  qui  font  terminées  de  part  &  d*autre  à  U 
circonférence  fans  pafTer  par  le  centre  >  ne  font  pas 
égales.  Ces  fortes  de  lignes  font  appeliées  cordes  ; 
or  il  eft  viiîble  qu'une  corde  fded  4*autant  plus 
petite  qu^elle  eft  plus  éloignée  du  centre. 

5.  Corollaire.  Tout  diaqietre  id  par- 
tage la  circonférence  &  le  cercle  en  deux  pacties 
égales  ;  car  fî  l'on  conçoit  la  partie  hfd  pliée  fur 
le  diamètre  àd ,  il  eft  clair  que  tous  [es  points  de 
la  partie  dfk  ,.  s'appliqueront  exai^emenc  fur  tous 
les  pointa  de  la  partie  iad  :  car  ^  le  point/,  par 
fxempie^  j  comboit  en  dedans  ou  en  dehors  de  la 
partie  iad^  tous  les  points,  de  la  circ6n£erenf;e ne 

i!eroieiit  ps  égalen>ent:él<iigné^  du  centre  c- 

Les  Géomètres  conçoivent  la  circonférence  de 
tout  cercle  grand  ou  petit  diyifée  en  %6o  parties 
égales  ,  qu'ils  appellent  degrés.  Ch<ique  degr4  f^ 
divife  en  60  parties'  égales  qu'on  nooisne  minutes  ^ 
cKaque  minute  en  60  parties  égales  qu'on  nomme 
fccoades  y  chaque  féconde  en  60  rk/cçj ,.  &  ainfî  de 
fuite.  Le  carac^re  qui  défkne  le  degré  eft  ^,  celui 
de  la  minute  * ,  celui  de  la  f^condç  '^ ,  celui  des 
tierces ''\  &c.  aiçâ  } S ®  7'  i i^^io*'  fignifient  j j  de]- 
grés,  7  minutes ,  i  ^  fécondes ,  jo.tierceSi. 

On  appelle  cercles  ca^icentriques  j  ceux  qui  ont 
un  même  centre  c  (  fig.  j  ).  On  nomme  cercles^ 
excentriques  j,  ceux  qui  ont  diflferens  centrç^s  (fîg.  4)^ 
On  appelle  jfîfScaiJ^^i  les  ligries  qui  coupent  un  cet- 
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de  ,  telles  que  ad  (  fîg.  x^  )  î  &  tangentes ,-  celles 
ui  le  touchent  fans  le  couper,  comme .<7^  (  6g.  4)* 
>n  appelle  àrc  d'un  ceficlç^  unç  partie  de  fa  circon- 
férence xd  { fig.  5  )•  Un  feâec» de  cercle  eft  Tef* 
pacé  renfermé  entrie  deux  rsajrons  md^  mx  ^  & 
l'arc  X  d  terminé  par  ces  deux  rayons.  On  appelle 
fegment  Tefpace  compris  entre  un  arc  dx&c  fa  corde. 
6.  Les  lignes  perpendiculaires  font  celles  qui 
tombent  fur  une  autre  ligne  fans  pencher  d'un  côté 
ni  de  lautrew  Âinfi  Ax  (  fig.  ^ )  eft  perpendiculaire 
fur  ab.  11  eft  évident  auilî  que  ii  hxne  penche  ni 
du  côté  de ^  ,  ni  du  côté  de  b'^  a  b  ne  penchera  pas 
non  plus  ni  du  côté  dé  h  ,  m  du  côté  de  x  ;  G*eft-à* 
dire ,  que  fî  une  ligne  eft  perpendiculaire  fur  une 
autre  ligne  ,  b  'féconde  fera  aufli  perpendiculaire 
fur  la  première.  On  appelle  lignes  obliques  celles 
qui  en  rencontrent  une  autre  en  penchant  plus  d'iin 
côté  que  de  Tautre  :  ainfi  h f  6c  ha  font  obliques 
fur  ab\  czT  la  première  penche  plus  du  côté  àea^ 
que  du  côté  de  b  y  ic  la  féconde  penche  plus  du 
côté  ààb  j  que  du  côté  de  a.  Les  lignes  parallèles 
font  celles  qui  font  partout  également  éloignées 
Tu^ie  de  l'autre.  Ainfi  elles  ne  peuvent  fe  rencon* 
trer  quelques  prolongées  qu'elles  foient  :  telles 
font  les  lignes  hp  ,  m  n  y  dont  tous  les  ppints 
correfpondants  h  èc  niyp&c  n  font  toujours  égale* 
ment  éloignés.  • 

Un  angle  n'eft  autre  chofe  que  louver rare  que 
taiffent  entr 'elles  deux  lignes  aCy  de  y  qui  fe  ren* 
contrent  en  un  point  c  (  ng.  5  )  ^  ainfi  de -d'est  un 
angle.  II  eft  viiible  qu'à  proportion  que  le  pqint  d 
s'éloigne  du  point  a  y  l'angle  </c  a  devie^nt  plus 
granq,  audî-bien  que  l'arc  ad;  de  forte  que  l'arc  ad 
croît  en  takm^  temps  quç  l'angle.  Il  eft  vitiblç  auffî 
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qaé  i^angle  fcfy  dont  les  côtés  font  phis  petits 
que  ceux  de  Vûtv^lùacdy  lui  eft  cependant  cgaL  " 

7.  Corollaire.  Donc  premièrement  la  gran* 
deuf  à'un  àngiô  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de 
fes  côtés.  Secondement  l'angle  doit  s'eftimer  par  le 
nombre  des  degrés ,  minutes,  fecohdes,  &c.  de 
f  arc  de  cercle  compris^ entre  fes  côtés,  en  fuppofant 
que  la  pointe  de  Tdngle  eft  au  centre  du  cercle. 

.  Lorsqu'un  angle  eft  formé  par  deux  lignes  cour- 
bes, on  rappelle  curviligne  ;  mais  on  le  nomme 
mixtiligne  lorfqu'il  eft  formé  par  une  ligne  droite 
&  une  ligne  courbe  *.  l'angle  pon  eft  curvili- 

fne,&  l'angle /2<î5i  eftmixtiligne  (fig.  4).  Pour 
éfigner  un  angle  l'on  fe  fert  de  trois  lettres,  dont 
celle  du  milieu  dciigne  la  pointe ,  te  \ts  autres  les 
extrémités  des  côtés ,  ou  bien  on  fe  fert  d'une  feule: 
lettre  firuée  ^XKpimmctàe  langl^  Un  ahgle  eft  ap*- 
vçiXi. droit  lorfqu'il  a  pour  mefiire  le  quart  du  cercle  j 
il  eft  aigu  s'il  à  pour  mefure  moins  que  le  quarc 
du  cercle.  Ainfi  l'angle  dcp  (figi  7)  eft  droit.  Se 
l'angle  Dcjc  eft  aigu»  On  appelle  angle  obtus  y  celui 
qui  a  pour  mefure  plus  que  le  quart  du  cercle  j  tel 
eft  l'angle  dca.  On  appelle  complément  d'un  angle 
la  différence  d^  cet  angle  avec  un  angle  droit ,  & 
fuppUment  d'un  angle  ce  qui  manque  à  cet  angle 
pour  valoir  deux  anglesdroits  ou  1 80^.    * 

8.  Corollaire  VL  Donc  les  angles  égaux  ont  ' 
des  complémens  &  des  ftipplémens  égaux  ,  8c  réci- 
proquentent  fi  deux  ailles  ont  des  complémeiis  ou 
des  fupplémens  égaux,  ils  font  égaux  *; 

*  Quanj  on  dit  qneles  angles  qui  ont  dei  complé&ociis  éga»]^ 
font  égaux,on  fiippofe  qu'ilsfontde  laxnêine  efpece;  e'eft-a-dif  e,, 
tous  les  deux  aigus  ou  tous  les  deux  obtua:  eajc  r^ugle  de  loc^^ 


j4^  Cours  de  MATHiMAxiQUis. 

Définitions  Un  efpace  terminé  par  des  lignes 
tft  une  figure  j  ic  une  figuire  de  trois  cotés  s  ap- 
pelle un  triangle. 

9.  Theorèxie.  Une  ligne  a  y  tombant  fur un^ 
autre  ligne  b  d.  ^  forme  fur  cette  ligne  deux  angles 
ac  d ,  2,ch  du  meMe,  côté  j  quon  appelle  concigus  , 
qid  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits.  En  effet 
u  du  point  c ,  comme  centre  ,  on  décrit  le  cercle 
abd  y  il  eft  évident  aue  bd  fera  un  diamètre  & 
bad  une  demi-circonrérence  ;  mais  Tangle  bca 
a  ]K)ur  mefute  Tare  ba  y  &c  .l'angle  ac d  x  pour 
liiefure  l'arc  a  d'y  ainii  ces  deux  angles^  pris  enfem* 
ble ,  ont  pour  mefixre  la  demi-circonférence  bad^ 
6c  par  conféquent  ils  valent  deux  angles  droits. 

I  o.  CoROLbAiRE  I.  Deux  angles  contigus  ou  de 
fiiite  font  fupplémens  l'un  de  l'autre ,  &  h  l'un  dcp 
eft  droit ,  l'autre  bcp  doit  l'être;  Se  ia  mefure  de 

Tangle  droit  doit  être =  90**  j  or  dans  ce  cas 

pc  ne  penchant  pas  plus  du  c6té  de  ^  que  du  coté 
de  d  eft  perpendiculaire  fur*  b  d. 

II.  Corollaire  IL  Les  angles  dey  yb  cy  y 
fermés  par  la  ligne  bdicXz  ligne  a  c  prolongée  > 
auront  auffi  pour  mefure  une  demi-circonférence 
de  cercle  bydy  &c  par  conféqaTent  ils  vaudront  en^ 
femble  180°.  Si  par  le  point  c  on  tire  tant  de 
Hgnes  que  l'on  voudra  «  tous  les  angles  bca  y  acp  y 
pcx  y  xcd  y  formés  au-defliis de  la  ligne  bdy  au- 
ront pour  mefure  la  demi-circonférence  ha  d.  £>e 
même  tous  les  angles  formés  au-deiTous  de  b  c  d^ 

41^1— ^^i— ^i^M^^a— 1^— — ^        I  W*^— — — — ^1— — ^       ■  Il  II  ■     I    I   ^ammmmmm  ■  ■    i^ 

&rangle  de  80®  ont  le  même  complément  ia°  ,  cependant 
Us  tkc  foniipas  égaux.  1^  y  a  des  Auteurs  qui  dilent  que  le 
complément  d'un  angle  eft  ce  qui  manqae  a  cet  angle  poux 
vdoit  un  angle  droite 
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^MilEbat  poftc  mdoce  la  demi  -  circonÊécence  infé-; 
rieure  i^j^^;^  donc  ils  vaiidcont  deux  angles  droits  } 
donc  tous  les  angles  qu'on  peut  former  surcoût  d'un 
poinc  €  valjsnc  précittmenc  ^60^  .       . 

X  !•  TnioitEMB.  Les  angles  oppofts  au  fommet 
font  cgçux^  Les  anffles  oppofes  au  fommet  font 
ceux  qui  ont  bacs  pomtes  oppofées  &  qui  font  faits 
par  deux  lignes  qu];£e  coupent  :  tels  font  tes  angles 
acb ,  dcx  (  fig»  5  )  »  qui  font  égaux  \  car  l'angle 
ac  d  eft  fupplément  de  Tun  &  de  l'autre  j  donc  (8) 
ces  angles  font  égaux  j  donc  ;  &c«  * 

1 5  Theo&imb.  Vue  ligne  f x  qtâ  coupe  deux  pa^ 
ralleles  la  ,  bd  ,  forme  avec  elles  des  angles  a,  b 
Jàués  de  la  même  maniera  ifig.  8)  ^  pn  les  appelle  cor- 
refpondans  /  égaux^  Car  il  eft  vifiÛe  que  les  lignes  ' 
bd^  la  nt  font  pas  plus  inclinées  l'oàe  que  l'autre- 
fur  la  ligne  fx  du  coté  du  point  /;  autrement 
ces  lignes  s'approcheraient  l'une  de  l'autre  d'un 
coté.,  &  par  conféquent  ne  feroient  point  pa- 
rallèles \  mais  c'eft  de  l'inclinaifon  des  lignes  que 
dépend  la  grandeur  des  angles  ^  donc  l'angle  a  eft 
égal  i  l'angle  b. 

On  appelle  angles  alternes-internes  les  angles^ 
&  c  fi  tués  entre- Tes  parallèles ,  mais  de  diftcrens 
cÀtés  de  la  fécante  ;  angles  alternes-externes  les 
angles  qui  fpnt  (irués  hors  des  parallèles  de  dif- 
férens  cotés  de  la  fécante ,  comme  a ,  x.  Les  angles 
alternes  appartiennent  toujours  l'un  à  l'une  des 
parallèles,  &  i'a^cre  â  l'autre  parallèle. 

Corollaire  I.  Il  fuit  de  ce  théorème  qua 
les  angles  alternes-internes  font  égaux  entr'eux , 
auflî-bien  que  les  angles  alternes-externes  :  car 
(par  le  théorème)  3==^;  or  a  sssic y  parce  qu'ils 
font  oppofés  au  fommet  i  dont  i^tsscj  donc  i  ®  &c 
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^^  a=sb^  parce  qu'ils  font  correfpondanf ,  i  s=^Sr» 
parce  qu'ils  font  oppofés  au  fotnmet;  donc  a  =^  jt  / 
ckmc  1^  &C. ... 

C  o  R  o  L  L  A I R £  IL  Deux  angles  foie  interne»^ 
foie  externes  du  mcme  coté  de  Ta  fécante  »  valent 
toufours  deux  angles  droits  y  czi  aSc  m  étant  con* 
tigus  valent  deux  angles  droits  (  9  )  >  mais  a  =^b; 
dpnc  mot  b  valent  deux  angles  droits^  Déplus^ 
&  b  étant  contiens  valent  1 80°,^  mais  b  =^  a  ;  donc 
g  Se  a  valçnt  deiïx  angles  droits  ^  donc  Ci  l'un  de 
ces  angle€  efl:  droit  y  1  autre  le  fera  auifi;  c'eft-à-dire,. 
Cl  la  fécante  fq  èft  perpendiculaire  à  Tune  des  pa- 
rallèles -y  elle  ie  fera  de  mcme  à  l'autre. . 

14.  CoRotLAiRE  IIL  Donc  &  deux  angles 
ont  leurs  cotés  parallèles ,  ils  feront  égaux  ou  lup- 
l^démeiis  ^^n  de  l'autre.  Les  angles  rsp^  fai  font 
^ux  y  C9ix  s:=aq  ^  parce  qu'ils  Çont  correfpon* 
cËns  (à  caufe  des  parallèles  fq^  rs)  ,  q^^a^ 
parce  qu'ils  font  de  même  correfpondans  ;  donc 
<ts=3j.  Les  angles  rsq  ^  fai  ont  leurs  côtés  p- 
ralleles  j  mais  rsq  &c  jqVl  font  correfpondans,  & 
celui-ci  eft  correîpondant  de  fai  fupplément  de 
fil  f .  Si  l'on  conçoit  que  U  ligne  r  j  M  fe  meut  fur 
p:q  en  reliant  toujours  parallèle  à  la  ligne  fq  ,  & 
n'étant  arrivée  en  q  ,  l'angle  rsp  (  qui  eft  devenu 
qp)  t  on  fon  oppofé  au  fommet  M ^ ^  (  qui  eÛL 
devenu  AijN  )  fe  meut  le  long  de  la  ligne /y  ^ 
de  manière  que  la  ligne  rs  foit  toujours  fituée 
fur  fq  y  jufqu'à-  ce  que  la  ligne  s  p  tombe  fur  ii  i  „ 
l'tangle  r s^p  fe  cpnfondera.  avec  fai^  &  l'angle 
^s  q  fera  oppofé  au  fomniet  à  l'angle  fa  i }.. 
mais  les  angles  rj?^  >  M  x/>  ne  fe  confondront 
ayec  l'angle  fai^  ni  ne  lui  feront  oppofés  au 
fommet.  On  peut  .donc  ^  par  ce  qu'on  viemt  ,d(^ 
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<lire  ,  connoîtce  dans  quels  cas  lés.  angles  donc  tes 
CQtés  font  parallèles  lonc  égaux  ,ou  fupplémens 
l'un  de  lautie.  En  général  C\  les  angléirj/?,/cii, 
dont  les  côtés  font  parelleles  ,  ont  leurs  pointés 
tournées  vers  la  même  rqgion  ils  font  égaux  ;  6c 
comme  l.angle  M  j  j  eft  égal-  rsp^  on  peut  dire 
auflî  que  deux  angles  fai  y  Msq  feront  égawc 
toutes  les  fois  qu'ils  auront  leurs  côtés  pcalleles., 
&  que  l'un  des  deux  (  en  prolongeant  fes  côtés-, 
s'il  le  faut  )  fera  oppofé  au  fommet  à  un  angle 
qui  aura  fa  pointe  tournée  vers  la  même  région 
que  l'autre.  Quand  dans  la  «fuite  de  cet  Ouvrage 
on  conclura  que  les  angles  dont  les  côtés  font  pa-* 
^  ralleles  font  égaux ,  ils  ne  fe  trouveront  jamais  dans 
le  cas  de  ceux  qui  font  fupplémens  l'un  de  l'autre. 

I  5.  Thbor;Eme.  Si  les  angU^s  correfpondans  font 
égaux  j  Us  lignes  feront  parallèles  ;  il  en  fera  de 
même  fi  les  angles  alternes-internes  j  ou  alternesr 
externes  ^  ou  fi  deux  angles  m ,  b,  (?^  a ,  g ,  internes 
ou  externes  fitués  du  même  côté  de  lafécante  j  Vun 
appartenant  à  la  ligne  fupérieure  &  l'autre  à  Tinfé- 
rieure  font  égaux.  Car  dans  tous  ces  cas  les  lignes 
lajbd  doivent  être  égaienient  inclinées  fur  la 
.fécante  fq  du  même  côté ,  ce  qui  ne  peut  être ,  à 
moins  qu'elles  ne  foient  parallèles. 

1 6.  Problemb.  Par  un  point  v  mener  une  par 
rallele  À  la  ligne  b  d.  Du  point  i ,  comme  centre  ^ 
&  d^une  ouverture  de  compas  à  difcrétion  décrivez 
.  un  arc  de  cercle  r  A  ,  du  point  h  où  cet  arc  ren- 
contre la  ligne  h  d  ^  &  de  la  même  ouverture  de 
compas  décrivez  l'arc  .^/.Ouvrez  le  compas  de  d 
en  i ,  portez  cette  ouverture  de  A  en  /  j  par  le 
|>oint  t  Se  le  point  i  tirez  1^  ligne  i  t  &  le  pro^ 
blême  fera  réfolu.  £n  efFet  les  angles  hit^  ihd 
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alternes-internes  font  égaux  étant  mefurés  par  des 
arcs  égaux  décrits  de  la  même  ouverture  de  com- 
pas \  (&nc  les  lignes  hà^  tï  font  parallèles. 

1 7.  pRQBLEMB.  Mener  une  perpendiculaire furune 
ligne  ab  (fig.  9).  Des  ppints  tf  &  3,  comme  centrés 
tk  d  une  meule  ouverture  de  compas  ''' ,  décrives 
deux  ^tcs^xx,âg  qui  fe  rencontrant  eh  h  zurdetTvts 
de  ab;  faites  h  même  ciio&  en^eflbus  ^  &  par  lés 
points  h  y  h  tirez  la  ligne  hp  h  ^  vous  aurez  là  per- 
pendiculaire que  vous  demandez.  Car  tous  les 
points  de  l'arc  x  x  font  également  diftans  du  cen- 
tre a  de  cet  arc ,  de  même  tous  les  points  de 
l'arc  g  g  font  également  diftansMu  centre  h  ;  donc 
les  points  h ,  qui  font  les  intercéfflbns  de  c^  arcs  ^ 
font  également  diftans  de  tf  &  de  ^^  donc  auffi  tous 
les  autres  points  de  la  ligne  k  h  font  également  dif* 
tans  de  â  &  de  ^  ;  car  la  pofition  d'une  ligile  droite 
ne  dépendant  que  de  deux  points  ^  le  point  p  de 
cette  ligne  ne  (auroit  être  plus  près  de  a  que  de  ty 
à  moins  que  la  ligne  hph  ne  foit  pas  droite.  Donc 
k  liene  A  A  ^  a  tous  fes  points  également  diftans  de 
a&cdeiy  donc  elle  eft  perpendiculaire  fur  àb,  c'eft- 
Â-dire  qu'elle  ne  penche  pas  plus  du  coté  de  a  que 
dei  y  éc  de  plus  elle  coupe  if  6  en  deux  également. 

Corollaire  I.  De  ce que^ nous  venons  de  dire, 
il  fuit  que  toutes  les  fois  qu'une  ligne  droite  aura 
deux  de  £es  points  également  diftans  des  deux  autres 
points  d'une  autre  ligne^elte  lui  fera  perpendiculaire. 

Corollaire  IL  Donc  pourmener  une  perpen- 
diculaire fur  la  ligt|e  ab  {6p  id)  par  un  pomr  d  de 

•  \ 

*  n  £iut  que  rouyercore  du  compas  foit  plus  grande  que 
la  moîcié  de  la  ligne  ab ,  aatcement  ks  arcs  xx  ^  gg  ne  fk 
cottpecgiem  pas. 
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cette  ligne*,  il  faffic  ,  après  avoir  décrie  du  poînc 
d  comme  centre  une  demi-circonférence  a  c  ^ ,  de 
décrire  deux  arcs  qui.  fe  coupent  en  h  j  en  décrt^ 
vant  cçs  arcs  de  la  mèihe  ouv ei^ture  de  compas ,  & 
prenant  pour  c<entres  les  points  aie  A  y  où  la  demê- 
circonférence  coupe  la  ligne  donnée  a  b.  Tirant 
enfuite  k  ligne  hd ^  dont  les  .points  h  6c  d  ibnt 
é^lement  diftans  des  points  a  ic  b  ^  l'on  aura  la 
perpendiculaire  deniandée. 

Corollaire  m.  Si  du  point  A, .hors  d'une 
ligne  ab  (  fig.  1 1  ) ,  oa  veiit  mener  uae  perpendi* 
culaire  à  cette  ligne  ^  du  point  h  on  décrura  un 
arc  de  cercle  c c ,  qui  coupe  la  Ugne  ab  en  deux 
points  ,  des  points  d'intêrieâîon  comme  centre  Si 
vie  la  même  ouverture  ide  compas  décrivant  deux 
arcs  qui  fe  couperont  en  p ,  l'on  tirera  la  ligne  hpy 
qui  fera  la  perpendiculaire  demandée.  £a  effet  les 
points  c  &  c  Ibnt  également  éloignés  du  poîat/? 
&  du  point  h (  centre delarc  ce)  \  donc  la  ligne hp 
%  deux  points  également  éloignés  des  deux  autres 
points  de  la  ligne  a  b  y  donc  (  Corollaire  L  )  la  li^^ 
hp  e&  perpendiculaire  î\ic  ab.     . 

1 8«  Theorems.  D^un  point  p  dans  une  ligne ^ 
ou  d*un  point  ii  pris  hors  d'une  ligne  a  b  3  on  ne  peut 
mener  qu^une  perpendietdaire  à  cette  ligne  (âg.  6).  Car 
toute  autre  ligne  c/^,  oahd  penche  néceflairement 
d'un  côté  ou  de  l'autre  4e  la  ligne  a  b  ;  donc ,  &c. 
Corollaire.  Donc dei^ lignes  hp ^  mn  per*- 
pendiculaires  fur  une -mdme  ligne  ab  y  font  pa*- 
ralleles  :  carii  elles  le>renGimti)oient  y  on  pourcoic 
du  point  de  tenéontce  tirer  detix  perpendiculaires, 
fur  la  même  Xvgœ  ^b^^  ce-  qtii  (fiar  ie  Théorème.) 
^  impoifible. 

19.  TliàoiLEMfi.  Laperpendimlmre  ejlplus  courte 
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que  r  oblique  tirée  d^un  même  point  hjur  la  menu 
ligne  ab.  Ayant  prolongé  hf  jufqu*en  x  ^  ^n  forte 
ue  f  h  :=px  ;  il  eft  vifible  qu'en  pliant  la  figure 
e  manière  que  a/ferve  de  plis,  &  que  hp  tombe 
farpx  )  hd  tombera  fur  dxy  6c  ha  lut  ax'^  donc 
hd=  dx  y  Se  ha  =  ax  \  mais  la  ligoe  anguleufe 
A  dx^hx  'y  donc  h  d  moitié  de  la  première  ligne  eft 

}>las  grande  que  hp  ^  moitié  de  la  féconde  j  ddlic 
a  perpendiculaire  kp  e&  plus  courte  que  d  h  j 
^icmc ,  Sec. 

Corollaire  L  La  ligne  anguleufe  A tz ^  s'é- 
car  tant  pins  de  la  droite  hpx  ^  que  la  ligne  angu- 
leufe hdx  y  la  première  doit  ècre  plus  grande  que 
h  dx  ;  donc  h  a  moitié  de  la  première  ligne  angu- 
Jeufe  eft  plus  longue  que  Ai/,  moitié  de  laucre^  donc 
^e  toutes  les  obliques ,  celles  qui  s  écartent  le  plus 
de  la  perpendiculaire  y  font  les  plue  longues.  Mais 
(i  deux  obliques  hfyhd  s'écartent  également  de  la 
perpendiculaire ,  Tune  à  droite  &  l'autre  à  gauche 
il  eft  vifible  qu'elles  feront  égales  ;  Se  parce  qu'il 
4ie  peut  y  avoir  que  deux  droites  également  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire  y  l'une  à  droite  &  l'autre 
à  gauche  ,  on  ne  peut  d'un  inême  point  A,  mener 
plus  de  deux  lignes  égales  fur  une  même  ligne  ab. 

Corollaire  IL  11  fuit  du  Corollaire  précédent 
que  fi  la  perpendiculaire  A/?  eft  la  même  (ce  feroit 
la  même  chofe  fi  l'on.àfvoit  deux  perpendiculaires 
€gales  )  &  fi  les  obliques  Arf,  Av/:  font  égales  de  part 
&  d^autre  y  leur  jécartement  dse  la.  perpendiculaire , 
.favoit  dp  y  pf  {on  appelle. cet  écarrement ,  éloi^ 
gnement  de perpendicule)  fera  égal  de  part  &  d'au- 
tre ;  fi  les  obliques 6c  les  éloignemens  de  perpen- 
dicule font  égaux  ,  la  perpendiculaiite  A  /?  (  qu!on 
peut  prendre  pour  un  éloignenieni  de.perpendiçule  y 

en 
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«n  prenant  rf/?  ,  /^  pour  les  perpendiculaires  ) 
ifera  égale  de  part  &  d'autre;  &  Mkpi  ii  la  perpen-- 
xliculaire  &  l*éloignemenc  de  perpendicule  foni; 
égaux  de  part  &:  d  autre^  y  les  obliques  feront  évi^ 
demment  égales  ;  car  ^lors  pliant  la  figure  de 
manière  que  le  plis  tombe  fur  À/7,/toïnbera  fur  d} 
donc  hd-=zhf.  De  même  Ç\  hd  =. A/,  hp  reftant 
la  même ,  les  deux  obliques  égales  feront  égale* 
ment  éloignées  de  la  perpendiculaire  (  Corollaire 
précédent)  j  donc  les  éloignemens  de  perpendicule 
feront  égaux.  Donc  de  ces  trois  chofes  ,  la  perpen* 
diculaire  ,  l'oblique  ,  l'éloignement  de  perpendi** 
cule  ,  (i  deux  font  égales  de  part  &  d'autre  ^  la 
troi(iéme  le  fera  auffîé 

CoRioLLAiRB  III.  Doiic  Une  ligne  c^  (fig-îi)  tirée 
du  centre  c  fur  la  tangente  ^  <z  ,  au  point  de  con- 
tingence a  y  eft  perpendiculaire  fur  cette  tangente  j 
car  la  ligne  c  a  eft  la  plus  courte  qu  on  puiiTe  tpenef 
du  point  c  d  la  ligne  g  a  y  puifque  toute  autre  ligne 
menée  du  point  c  à  la  ligne  g  a  forciroit  du  cercle 
&  feroit  par  conféquent  plus  longue  que  le  rayon 
ca.  De  plus  la  tangente  ne  touche  le  cercle  qu  en 
un  feul  point,  autremeiit  du  même  point  on  pourroit 
cirer  deux  perpendiculaires  fur  la  même  ligne;  ce 
qui  (i8)  eft  impoflible.  Il  n*eft  pas  moin^  évidenr 
u'une  ligne  g  a  perpendi^rulaire  â  l'extrémité  a 
un  rayon  c  a  eft  une  tangente.  ♦ 

20.  Théorème.  Une  tigne  cp  menée  du  €entr€  d'un 
cercle  perpendiculairement  À  la  tangente  g  h  cmpe  les 
€orde$  parallèles  à  cette  tangente  en  deux  parties  ég^es 
(figa  }).  Car  cp  eft  perpendiculaire  à  ces  cordes  (13}  ^ 
&  parce  que  cp  a  de  plus  un  point  c  également  éloi- 
gné de  ^&  de  rf  (points.de  la  circonférence  du  çer-^ 
de) ,  le  point  d'imeifeâion  s  doit  êae;aalS  égab* 
'    Tome  /•  Z 
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ment  éloigné  de  ^  &  de  ^ ,  autrement  la  ligne  çp 
pencheroit  d'i;^|^cé  ou  de  l'autre  de  la  ligne  ad.  Se 
ne  lui  feroit  pas  par  conféquent  perpendiculaire. 
Donc  r  p  coupe  ad  en  deux  également  ;  donc ,  &c. 

Remarque.  Si  une  ligne  c p  z  deux  points 
Cj  s  également  éloignés  chacun  des  extrémités  â,  d 
delà  corde  ^^,  elle  lui  eft  perpendiculaire  3  parce 
qu'elle  ne  penché  pas  plus  d'un  côté  que  de  l'autre 
par  rapport  a  cette  corde. 

Corollaire  I.  Si  le  point  d'înterfeârion  s  eft 
également  éloigné  des  extrémités  ^  &  rf  de  la  corde  * 
ad  y  Se  que  la  ligne  es  foit  perpendiculaire  à  cette 
corde ,  elle  aura  par  la  démonftration  du  théorème, 
tous  fes  autres  points  également  éloignés  àe  a  Se 
de  d;  donc  c  s  paflera  par  le  centre  t ,  point  égale^ 
ment  éloigné  de  a  Se  de  d. 

Corollaire  IL  Donc  une  ligne  es  qui  pafle  par 
le  fommet  d'un  angle  acd,  dont  les  côtés  font  égaux , 
Se  par  le  milieu  du  côté  oppofé  à  cet  angle  ,  pafle 
auui  par  le  milieu  de  l'arc  &  le  divife  en  deux  pat- 
ries égales ,  aufli-bien  que  l'angle  mefuré  par  cet  arc. 

C'ORoxLAiRE  III.  Il  fuit  duThéotême^  de  la  Re- 
marque Se  du  Corollaire  précédent  que  û  des  tro^s 
propriétés  pafler  par  le  centre  y  ètr  eperpendiculaire 
a  la  corde ,  couper  la  corde  ^en  deux  parties  égales , 
une  ligne  cj  en  a  deux,  elle  doit  avoir  la  troiuémew 

11.  Problème.  Faire  faffer  une  circonférence 
de  cercle  par  trois  points  donnés  a ,  b ,  d  (  fig.  14). 
Ayant  Joint  ces  points  par  tes  lignes  aby  db  y  cou- 
pez ces  lignes  (i  7)  en  deux  également  par  les  per- 
pendiculaires hhy  XX  y  le  point  d'interfeâion  c  de 
ces  perpendiculaires  fera  le  centre  du  cercle  cher- 
ché ;  &  fi  du  point  c  &  de  l'intervale  cb  yca  o\xcd 
on  décrit  une  circonférence  y  elle  pafTera  par  les 


ÉOMÉTRIE. 


.355 


crois  points  donnes  ^  car  tous  les  points  de  la  ligne 
h  h  étant  également  éloignés  (i  7)  de  a  6c  de  b  y  Se 
tous  ceux  de  XX  étant  auflî  également  éloignés  de! 
6  Scde  di  le  point  c  commun  aux  deux  lignes  hk^ 
XX ,  fera  également  éloigné  de  a^b^d;  donc,  &c.  * 

Corollaire»  U  fuit  de-là  due  fi  l'on  avoic 
un  arc  ^^^  dont  on  voulût  trouver  le  centre  ^  après 
avoir  tiré  deux  cordes  ab  ^  bd  dans  cet  arc ^  on 
chercheroit  le  centre  c ,  comme  nous  venons  de  1^ 
dire. 

11.  PkoblemCj  Couper  un  arc  ab  en  deuic  paftie^ 
égales.  Tirez  la  perpendiculaire  h  h  de  manière 
qu'elle  coupe  la  corde  ab  en  deux  également  (  1 7)^ 
cette  ligne  palTera  par  le  centre  c  (io)  ^donc  elle  aura 
un  point  c  également  éloigné  de  a  &  de  b^  &  puifque 
d'ailleurs  elle  paiïe  par  le  milieu  de  ^  ^  ^  elle  aura 
deu3t  points  c ,  s  également  éloignés  de  a  &cde  b; 
donc  tous  les  points  de  cette  ligne  feront  également 
éloignés  de  iz  &  de  ^  ;  donc  le  point  o  eft  égale- 
ment éloigné  de  iz  &  de  ^  ;  ainfi  l'arc  a  o  eft  égal 
à  Tare  i>b  \  donc ,  &c. 

2  j.  Théorème*  Les  arcs  compris  entre  une  tan* 
gente  &  une  corde  ^  ou  entre  deux  cordes  paràUeles  , 
jont  égaux  (  fig«  1^  )•  Car  la  ligne  i:/f*pafiànt  par 
le  centre  &  aDOUtiiïànt  au  point  de  contingence 
eft  perpendiculaire  fur  la  tangente  gh{i^)^Sc  pat 
conféquent  fur  fes  parallèles  ad  y  mn{i^)\  mais 
le  point  c  de  la  ligne  cp  eft  également  éloigné  ' 
de  A  &  de  ^  «  de  m  &  de  iz  j  donc  tous  les  autres 
points  de  la  ligne  cp  font  également  éloignés  de  4 

*  Pour  ouc  îe  Problème  fôir  pofiStlc  ,  îl  faut  G[ue  les  tioh 
poititr  ne  ibiftnt  pas  eh  ligne  droite  5  car  il  efl  tif%te  qn^mië 
4toite  ne  peut  reocoUtrér  ttii  cefde  eil  plus  de  dà'uiê  poidt^ 
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Se  de  d;  donc  ap^=pd;  de  même  mp^=ipn;  donc 
ap  —  mp^=:dp  —  np  yon  a  m^=nd;  donc  y  Sec» 

14.  Théorème.  De  toutes  lesjecantes  extérieures 
tirées  d*un  point  a  à  la  partie  convexe  hd  de  la  cir- 
conférence j  la  plus  courte  eft  celle  qui  prolongée 
pajferoit  par  le  centre  (fig.  i  jf  )  >  rnais  fi  les  fécantes 
font  tirées  à  la  partie  concave  d  b  (fig,  16)  j  celle  qui 
pajfe  par  le  centre  eft  la  plus  longue.  Si  les  fécantes 
font  intérieures  y  la  plus  courte  fera  celle  qui  prch 
longée  pajferoit  par  le  centre  lorfque  l'origine  fe 
trouve  au-dejfous  du  centre  (fig,  xy)-^  mais  fi  le  point 
a  eft  au'dejjus  du  centre  (  fig»  1 8  )  j  la  plus  longue  eft 
celle  qui  paJfe  par  le  centre.  Ayant  tiré  le  rayon  dc^ 
la  ligne  anguleufe  a i^c  (fig.  1 5)  eft  plus  longue <}ue 
abc  y  donc  retranchant  de  ces  deux  lignes  les  rayons 
égaux  cb  y  cd  y  il  reftera  ad^  ab-y  donc  1*^.  Sec. 
2°.  (  fig.  \6)  acdy>  ad\   mais  acd  =  acby 
puifque  ces  deux  lignes  ayant  la  partie  commune 
ac  y  ont  encore  les  parties  égales  d Cy  b  c  y  donc 
ncb^ad  i  donc  i°.  Sec.  5°.  (  fig.  17)  c  ad^ 
cd  =  cb=ca^aB  'y  donc  (^irf-f-  ac —  ttc)  ]> 
{ca^ab  —  ac^y  ou  ad^ab\  donc  }°.&c.  4°. 
(fig.  18)  ac-^  cd=i a  c ^ cb  'y  or  àc-^rcd^ady 
puifnue  ad  çSi  une  ligne  droite  &  acd  une  ligne 
anguleufe  ;  donc  ab^  ad\  donc  4®.  Sec. 
.  Corollaire.  Donc  fi  le  point  a  eft  a  la  cir- 
conférence (fig.  .19)  y  le  diamètre  acb^=i  ac  d  £era 
plus  grand  que  ta  corde  ad.;  donc  de  toutes  les 
cordes  le  diamètre  eft  la  plus  grande. 

Remarque.  D'un  point  a  pris  en  dedans  ou  en 
.dehors  ^  ou  à  la  circonférence  d'un  cercle  (  fig. 
15^  i^,  17,  18  &.15))  Ion  ne  peut  évidem- 
ment tirer  que  deux  lignes  ad  j  ap^  qui  s'éloi- 
gnent également  de  la  ligne  àb ^ Tune d'im. cot^ 
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&  l'autre  de  l'autre  j  &  par  conféquent  il  ne  peut  y 
avoir  (fig.  19)  que  deux  cordes  égales  ad  ^  ap  lï- 
rées  d'un  même  point  a  de  là  circonférence  d'un 
cercle  j  c'eft-à^dire  ,  quelles  cordes  également 
éloignées  du  centre. font  égales.  Il  eft  d'ailleurs 
évident  que  les  plus  petites  cordes  répondent  aux 
plus  petits  arcs  &  réciproquement.   , 

15.  Théorème*  On  ne  veut  fair^pajjer  aucune 
ligne  droite  entre  la  circonférence  &  la  tangente  ; 
mais  on  peut  y  faire  pajfer  une  infinité  de  courbes. 
Car  fi  ab  (  fig.  lo  )  eft  tangente ,  c^  lui  fera  per- 

{>endiculaire  (i9)>  donp  ca  feroit  oblique  fur  la 
igné  ad  qu'on  voudroit  faire  paffer  entre  la  tan- 
gente a  A  &  ta  circonférence  j  donc  du  point  c  me- 
nant co  perpendiculaire  fur  ad  ,  co  feroit  plus 
courte  que  ca  (19)  >  donc  le  point  a  eft  dans*  le 
cercle  ;  donc  ad  coupe  te  cercle,  &c  par  conféquent 
ne  pafie  pas  entre  la  circonférence  &  la  tangente  ; 
donc ,  &c.  Mais  fi  dans  la  figure  11  o^i  prolonge  ac 
jufqu'en  /?,  &  que  du  rayon  /7  a  &  du  point  p 
comme  centre  on  décrive  le  cercle  ad  h  y  il  eft  évi- 
dent que  ab  fera  encore  tangente  à  ce  cercle, 
comme  elle  l'eft  au  cercle  ^  0  ,  &  de  plus  que 
ces  deux  cercles  n'auront  d'autre  point  commun 
que  le  point  a  ;  car  le  point  d  y  par  exemple  , 
ne  fâuroit  être  commun  aux  deux  cercles.  £n  effet 
tirant  de  ^  on  aura  ,  par  rapport  au  grand  cercle  ^ 
une  fécante  intérieure ,  qui  prolongée  ne  pafieroit* 
point  par  le  centre  c  Donc  (14)  dc^  ac=^co  *y 
donc  lé  pd^inf  o  du  petit  cercle  ne  peut  pas  fe  con- 
fondre avec  le  point  d  du  grand  \  donc  ces  deux 
cercles  n'ont  d'autre  point,  commun  que  le  point 
<z,*^&  le  grand  embrafie  le  petit  fans  le  couper  j 
donc^  &c.  £n  prolongeaût.  le  rayon  ap  on  pou];roit 
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décrire  un  troifiéme  cercle  qui  embrafTeroit  le  cer- 
cle adky&c  n'auroit  avec  lui  d'autre  point  cpmmun 
que  le  point  a^&c  ainfi  de  fuite.  Donc  on  peut  faire 
pafler  autant  de  circonférences  que  Ton  Voudra 
entre  la  tangente  ab  ScIsl  petite  circonférence ,  fans 
f  puper  ni  Tune  ni  l'autre  ligue. 

Remarque.  Cela  vient  de  ce  que  la  cirçonfc-r 
rence  du  cerole  adh  fe  détourne  pour  embraflfer  la 
petite  circonférence  ,  &  la  circonférence  d'un  troi- 
fiéme cercle  fé  détourneroit  de  même  pour  em* 
braffer  le  cercle  <2^ A  ;  maïs  la  ligne  droite  ad  allant 
toujours  dans  la  mêmç  (iil^eâion ,  dpit  couper  la 
petite  circonférence. 

ÇoROLLAiR?.  De-U  il  fuit  que  l'efpace  bo^ 
R  petit  qu'il  foit ,  peur  fe  divifer  en  une  infinité  de 
parties ,  puifqu'en  fàifant  paflTer  tant  de  cercles 
qu'on  voudra  { on  prend  ici  la  circonférence  pour 
le  cercle)  entre  la  tangente  &  la  circonférence ,  ces 
cercles  couperont  la  ligne  ob  qiî  tant  de  parties  que 
Yqn  V9^dra, 

f)e  la  me/lire  des  AngleJi. 

t6.  Nous  avons  déjà  dit  (  7  )  que  la  mejTure 
d'un  angle  qui  a  fon  fommet  au  centre  d'un  cercle, 
floit  s'eftimer  par  le  nombre  des  degrés ,  minutes , 
fécondes ,  &c.  de  Parc  compris  entre  fes  cotés  ; 
de  forte  qu'un  angle  qui  a  fon  fommet  au  centre 
*du  cerclé ,  a  pour  memre  l'arc  compris  entre  fes 
côtés.  D'où  if  fuit  qu'étant  donné  un  angle  bac 
(  fig.  11),  pour  faire  un  autre  angle  hfg  fur  la 
ligne  /g^,  égal  ail  premier  ,  du  points  &  d'un 
întervale  à  difcréttôn  <r  c  dérivez  Tare  b  c  ^  du 
point  /  comme  centre  &  de  la  même  ouverture 
fie  compris  dêçriyçz  un  ^rrc  indé^^i  gh-^  prenant 


avec  le  compas  la  grandeur  de  Tare  ic,  portçz-la 
«le  g  en  h  y  par  les  points  /,  h ,  tirez  la  iighe  fh  , 
&c  l'angle  hfg  fera  égal  i  langle  bac  :  car  ces 
^eux  angles  font  mefurés  par  des  arcs  égaux  décrits 
de  la  même  ouverture  de  compas. 

ly.  Théorème.  Vangle  à  la  circonférence  for- 
mé par  deux  cordes  ab  ,  ad,  ou  par  une  tangente 
g  a  &  par  une  corde  ba  ^  a  pour  mefure  la  moitié  de 
rare  compris  entre  fes  côtés  (  fig.  1 1  ).  Car  fi  Ton 
fuppofe  qu'un  de  fes  cotés  foit  un  diamètre ,  en 
tirant  par  Je  centre  c  la  ligne  hf  parallèle  au  côté 
ba  y  les  angles  bady  fcd  (étant  correfpondans  ) 
font  égaux  (  1 3  )  j  mais  l'angle  fc  d  ayant  fon  fom- 
met  au  centre,  a  pour  mefiire  Vztcfd=ah  (parce 
oue  ces  deux  arcs  mefurent  des  angles  oppolés  au 
fommet)  =  bf  à  caufe  de|  parallèles  ba  yfh  (i^)i 
àoncfd  =  bfy  donc  bad=:fcd  a  pour  mefure 
fd  pu  bfy  ou  la  moitié  de  Tare  compris  entre  fes 
cotés. Mais  par  la  propriété  de  la  tangente,  la  ligne 
ca  lui  eft  perpendiculaire,  $c  par  conléquent  Ta^igle 
gadefk  droit  ;  donc  gad  z  pour  mefure  la  moitié 

de  la  demi-circonférence  abd y  ou  — 


or  b  a  d  a  pour  mefure   —  ;  donc  gah  z  pour 

mefure  —  ;  donc ,  &c.  * 

Remarque.  Nous  avons  fuppofé  qu*un  des 
côtés  ad  àe  langle  paflbit  par  le  centre  ,  mais  la 


*  L'angle  form^  par  une  corde  &  une  csiagente  ,  s'appelle 
angk  du  fegment ,  tel  eft  Tangle  g  a  h.  L'angle  bad  formé 
par  deux  cordes ,  ou  par  un  diamètre  &  uae  corde  y  eft  appelle 
an^  infirk% 

2  4 


i^f^r^^f 
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mime  chofe  a  lieu  dans  le  cas  contraire  (  fîg.  25); 
car  l'angle  iâfy  entre  les  côtés  duquel  fe  trouve  le 
centre  c ,  peut  être  divifé  en  deux  parties  par  le 
^ametre  ad  y  6c  par  le  Théorème  préfent ,  Tune 

4ç  fe$  parciçs  ^  pour  mçfurç  —  ,  &  l'autre  —  ; 

^  f 
0X  ceç  deux  moitiés  valent  —  ;  donc ,  &:t,  A  l'c- 

gard  de  l'angle  ^^/j  hors  duquel  fe  trouve  le 
centre  c,  ayant  tiré  le  diamètre  ad ^  il  eft  vifible, 
par  le  Théorème ,  que  l'angle  d ag  z  pour  mefure 

—  3==  —  -|-rV-^  j  mais  l'angk/flrfa  pourmefur.ç 

2.  %  % 

d  f  '  f  e 

—  ;  donc  l'angle  gafsL  pour  mefure  — ;dQnc,&c. 

Corollaire!.  Dçnc  Vzngle  pab  formé  par 
une  corde  a^,  &  le  prplongement/?^  d'une  autre 
corde  ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme  des 
arcs  a  à^  a  g  fôutendus  par  ces  cordes  y  car  les 
angles  pab  ^  b  ag  font  deux  angles  contigus  ,  qui 
par  conféquent  (  9  )  valent  deux  angles  <iroits , 
i:'efl:-à-4ire ,  l^i  moitié  dyi  cercle  entier.  Or  le  feul 
angle  b  a  g  vaut  la  moitié  de  l'arc  b  d  g  y  donc 
I Vngle ^pab  ^  pour  méfiée  la  o^oitié  du  ref^e  du 

cercle  ,  c'çft-à-dire 1 \  donc ,  ^c. 

GorollaireII.  Donc  i  **.  les  angles-  infcrits 
a  Se  i  appuyés  fur  le  même  arc  df  font  égaux 
(fig.  X4) ,  &  chacun  d'eux  vaut  la  moitié  de  l'angle 
central  d/:/.  z^.Vn  angleJ^  a  rf  appuyé  fur  ledia- 
pietrç  bd  y*&c  qui  a  fqn  lonimet  à  1^  circojiférence, 
eft  droit  (fig,  15),  parce  qu'il  a  pour  mefuf e  la 
mpitié  de  la  dçoii- circonférence  b/d^ow  90°* 
yangle  fa  d  appuyé  fur  un  arc  plus  petit  quç  1^ 


«t» 
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demi-circonférence  eft  aigu  ,»ô^'angle  b  a  g ,  appuyé 
fur  un  arc  bfg  plus  grand  que  la  demi-circonférence 
e^obtus.  En  général  le  plus  grand  angle  eft  mefuré 
par  la  moitié  d'un  plus  grand  arc  ,  &  ui)  plus  petit 
angle  par  la  moitié  d'un  plus-  petit  arc  ,  lorsqu'il 
eft  queftion  des  angles  infcrits ,  ou  des  angles  qui 
ont  leur  foihmet  à  la  circonférence  du  cercle^ 

Remarque.  Si  deux  angles  dcfy  daf  font 
appuyés:  fur  la  même  bafe  df  (  fig.  ^4  )  &  que  leur 
fommet  foit  fitué  fur  la  même  ligne  ac  perpendicu- 
laire a  dfy  celui  qui  aura  fon  fommet  a  plus  éloigné 
de  rf/,  fera  le  plus  petit ,  puifqu'il  eft  évident  qu'à 
proportion  que  les  côtés  da\  af  s alongent  pour 
ue  le  point  a  parvienne  jufquà  la  circonférence 
u  cercle  dfh^  l'angle  daj  doit  diminuer;  à 
plus  forte  raifon  il  diminuera  davantage  fi  les  cotés 
le  rencontrent  au-delà  de  cette  circonférence. 

28.  Problème.  Sur  lUxtrémitf  de  la  ligne  ab 
(^quon  fuppofe  ne  pouvoir  être  prolongée)  mener 
une  perpendiculaire  db  (fig.x6)..Yy\xïi  point  quel- 
conque c  hors  de  celte  ligne  &  d'un  intervale  cb 
décrivez  un  cercle  dba  :  par  le  point  a  y  où  re 
cercle  coupe  la  ligne  aby  tirez  le  diamètre  acdy 
^  du  point  d  la  ligne  db  y  qui  fera  perpendiculaire 
fur  a  b.  En  effet  l'angle  dba  t&  appuyé  fur  un 
diamètre;  donc  (27)  il  eft  droit;  donc,  &c. 
'  29.  Problème.  D*un  point  a  hors  d'un  cercle  dp, 
mener  une  tangente  à  ce  cercle  (fig.  27).  Divifez  en 
deux  également  la  diftance  ac  entre  le  points  &  le 
centre  du  cercle  donné  ;  du  point  o  milieu  de  la 
ligne  a  c  &  de  Tinter vale  a  0 ,  décrivez  un  cer- 
cle apd  qui  coupera  Ip  premier, en  d&c  enp.  Par 
}e  point  a  &c  les  points  d  ôc  p  tirez  les  lignes  ad, 
(i^y  elles  feroni  tangentes  du  «ercle  a  dp  \  car  les 
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angles  adc  y  apci^  étant  appuy es  fur  le  diamecxe 
a  c  y  font  droits  j  donc  les  lignes  ap  y  ad  font  per- 
pendiculaires fur  les  rayons  cd  y  c p  y  donc^les 
lignes  ap.j  ad  font  des  tangentes  (19). 

30.  Théorème.  L'angle  excentrique  *  bad  a  pour 
niefi^re  la  moitié  de  deux  arcs  b  d  ,  F  g  compris  erure 
fes  cotés  prolongés  (fig,  i8  ).  Car  ayant  tiré  g  h 
parallèle  à/i/,  les  angles  correfpondans  A  a  rf ,  bgk 
feront  égaux  (i  3 )  j  or  (17)  la  meiure  de  Tangle  bgk 

bdh  b  d         g  h  .,,  r     t       \  s 

eft  = ==r  _  +5—  ;  maisrfÂ=/^(2  5)  i 

caofe  des  parallèles  f  dy  gh  \  donc  la  mefure  de 

b  d  f  P 

l'angle  bad  ^^  === 1 \  donc ,  &c. 

Rem;arque.  Sila  ligne  g  h  devenait  tangente , 
J  arc  g  h  s'évanouiroit ,  &  alors  gf  feroit  égal  à 
gd y  &  le  Théorème  auroit  également  lieu. 

3.1.  TifBOREltE.  V angle  circonfcrit  dab  {cefi-à- 
dire  dont  lefommet  ejl  hors  du  cercle)  a  pour  mefure 
la  moitié  de  Varc  concave  b  d ,  compris,  entre  fes  cotés 
moins  la  moitié  de  Vare  convexe  g  f  (  fig.  29  ).  Car 
ayant  tiré  gx  parallèle  i  da  y  les  angles  corref- 
pondans  dab  y  xgb  feront  égaux  j  mais  l'angle 

infcrit  xgb  ^  pour  mefure  —  j  &  x b  eO:  égal 

1  / 

à  db—^ dxy  Se  dx  eft  =  ^/ à  caufe  des  parallèles 
df^  gxy  donc  —  === '  —  ;   donc 5  &c. 

1  i  2"         .    . 

Corollaire.  Si  la  ligne  a  d  devient  tangente,, 
de  manière  que  ad  Ce  confonde  avec  apy  l'arc  fpd 


*  Un  angle  cpï  a  fon  fommet  entre  la  circonférence  &  le 
^centre ,  eft  appelle  ey^centrique  ;  mais  on  'appellç*  angk  (ir* 
<^<mfirit  cel^  qui  a  (bivf(»9mG&  fcoi^du  Çtiçvç^' 
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s*é vanouira  y  les  deux  points  fScdk  confondront 

çn/7  ,    &  Vzxxglé  pab  aura  pour  mefure  > —• 

On  voit  auffi  que  l'angle  pam  ^  formé  par  deux 
tangentes  ap ^  am^  a  pour  mefure  la  moitié  de 
l'arc  concave  3  moins  la  moitié  de  Tare  convexe  > 

Des  Polygones. 

3 1.  \5nQ-fimre  reSiligne  ou  un  polygone  reSili-^ 
gncy  eft  un  e^ace  renfermé  par  des  lignes  droites , 
qu'on  appelle  côtés  du  polygone  ^  où  de  la  figure. 
Il  eft  évident  qu'il  faut  au  moins  trois  lignes  pour 
renfeimer  un  efpace.  Les  polygones  prennent  dif- 
férens  noms  ,  félon  le  nombre  de  leurs  c6tés.  Le 
triangle  eft  un  polygone  de  trois  côtés  ,  le  quadri" 
latere  en  a  quatre  ,  le  pentagone  cinq ,  ïexagonc 
fix  ,  Veptagone  fept ,  Vociogone  huit ,   Vénéa^one 
neuf,  le  décagone  dix,  Vondécagone  onze  ,    le 
dodécagone  douze  ,  &c.  On  zi^i^tWe  polygone  •régW' 
lier  celui  dont  les  cotés  font  égaux  entr'eux  auflî- 
bien  que  les  angles  y  dans  le  cas  contraire  les 
polygones  font  dit^  irréguliers.  Les  polygones  Jym-, 
métriques  font  ceux  qui  font  compofés  des  côtés 
parallèles  &  égaux  deux  à  deux  ;  d*où  il  fuit  qu'ils 
doivent  avoir  up  nombre  pair  de  côtés, 
.    Un  triangle ,  donc  \e%  trois  côtés  font  égaux 
entr'eux ,  s'appelle  triangle  iquilaUral  :  tel  eft  le 
triangle  ^^ c  (  fig.  jo  )  ;  h  deux  de  fes  côtés  feule- 
ment font  égaux ,  on  le  nomme  ifocelle  ,  tel  eft  le 
triangle  b  ae  (fig.  31))  mais  (î  les  trois ,  côtés  du 
ffian^le  bdç  (âg.  3  a  )  f^t  illégaux',  le  triangle  eft 


/ 
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zppeWé  fcalene.'  Un  triangle  dont  tous  les  angles 
font  aigus  s'appelle  acutangle  ,  celui  qui  a  ulx  angle 
droit  s'appelle  triangle  reSangle  y  &  Ton  nomme 
triangle  obtuf angle  celui  qui  a  un  angle  obtus.  La 
figure   30   repréfente   un   triangle  acutangle ,.  la 
.  figure  j  I  un  triangle  reftangle ,  &  la  figure  3  z  un 
triangle  obtufangle.  Dans  im  triangle  le  côté  op- 
pofé  à  un  angle  s'appelle  la  bafe  de  cet  angle  ;  ainfi 
b  c  eft  la  baie  de  l'angle  a  (fig.  -3 1).  Mais  fi  Tangle 
a  eft  droit  (  fig.  }  i  )  la  bafe  /J  c  eft  appellée  hypo^ 
thénufe. 

3  j .  T  H  É  o  R  E  M  E.  Les  trois  angles  (Tun  triangle 
quelconque  abc  valent  deux  angles  droits  (fig.  35)* 
Ayant  fait  pafler  une  circonférence  de  cercle  par 
les  trois  points  A ,  û  ,  c  (z  i  ) ,  chaque  angle  aura  pour 
mefure  la  moitié  de  lare co^ïpris  entre  fes  aôtcs  ; 
donc  les  trois  angles  it ,  by  c  auront  pour  mefure 

h  c  ae  a  6  abc  a  ^  , 

1 h  —  =  :=  1 80®  ;  donc  ,  &c. 

2  11  1  ' 

OoROLLAiRE  I.  Douc  uu  triangle  ne  peut  avoir 
qu'un  feul  angle  droit  ou  un  feul  angle  obtus, 
autrement  la  fomme  de  fe3  trois  angles  vaudroit 
plus  de  deux  angles  droi.ts. 
:    Corollaire  IL  Si  le  triangle  ^^c  eft  fup- 

fofé  reârangle  en.  a  ,  les  angles  b  Se  Cy  fitués  fur 
liypothénufe  bc  ,  vaudront  un  angle  droit,  & 
feront  compiémens  l'un  de  lauf re  (7 J. 

Corollaire  III.  Si»  dans  ,  un.  triangle  on 
connoît  deux  angles ,  on  iconnoîtra  le  troifiéme , 
en  ôtant  la  valeur  de  ces  deiwc  at^gles  de  î8a^. 

Corollaire  IV.  Dans  un  triangle  abc, 
le  plus  grand  angle  a  eft  oppofé  au  plus  grand 
côté^  &  le  plus  petit  angle  b  an  pjkis  petit  côté^c, 
&  réciproquement  le  plus  g;rao4.  côté  eft  oppofé 
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au  plus  grand  angle  y  8c-  le  plus  petit  côté  au  plus 

çetic  angle  \  car  fi  a  eft  plus  grand  que  h ,  donc  la 

moitié  de  lare  bc  ,  mefure du  premier  angle ,  fera 

plus  grande  que  la  moitié  de  Tare ac  y  mefure  du 

fécond  j  donc  l'arc  bc  fera  plus  grand  que  lare  ac; 

donc  la  corde  b c  fera  plus  grande  que  la  corde  aci 

donc  I  ^.  &c,  a°.  fi  la  corcfe  ^c.eft  plus  grande  que 

la  corde  a  c ,  Tare  b  c  fera  plus  grand  que  l'arc  acy 

Se  la   moitié  du  premier  arc  plus  grande  que  la, 

moitié   du  fécond,   c'eft-à-dire  que  .la  mefure 

de  Tangle  a  fera  plus  grande  que  la  mefure  de 

Vangle  A  ;   ainfi  l'angle  a  fera  plus   grand   que  - 

l'angle  A.  ^  < 

CoROLLAiRE.V.  U  fuit  du  dernier  Corol- 
laire que  fi  les  trois  angles  a  y  by  c  font  égaux ,  tes 
trois  cotés  oppofés  le  feront  auffi ,  c'eft-à-dire  qu'im 
triangle  équiangle  eft  équilatéral  &  réciproque- 
ment. De  plus  It  deux  angles  d  ic  b  feulement  font 
fuppofés  égaux  ,  les  cotés  oppofés  à  ces  angles 
feront  égaux  , .  &  réciproquerneiiS  fi  un  triangle  a 
deux  côtés  égaux  ,  les  angles  oppofés  i  ces. côtés 
feront  égaux  y  donc  dans  un  triangle  ifocelle  lea  ^ 
angles  oppofés  aux  côtés  égaux  font  égaux. 

34.  T  H  i  o  R  È  M«;  L angle  ôtftéricur  à  ç  d  formé 
par  un  côté  ^c  &  h  prolongement  cd  d^un  autre 
coté  vaut  les'  deux  angles  intérieurs  oppofés  a  6*  b 
(  %•  3 ^)'  ^^'^  l-angle  acd  avec  l!angle  acb  valent 
deux  angles  droits^  mais  le  même  angle  ^c^  avec 
les  deux  autres  .angles  a  ^b  valent  de  même  180^ 
(Théorème  précédent  )  j  donc  l'angle  acd  vaut  les 
deux  angles  b  Sc.a  oppofés;  donc,  &c. 

55.  Théorème.  Deux  triangles  abc,.dfg  (fig.  34) 
qui  ont  un  angle,  a  &  à  égal  j  &  l^s  côtés  qui  -coni^, 
prennent  cet  angle,  égaux  de  pa^  &  d!*  autre  j  font 
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égaux  en  tout.  Car -fi  l'on  conçoit  le  côté  dfexzâtc-* 
ment  appliqué  fixt  ab  ^  le  point  d  fur  le  point  a , 
le  point  /  lur  le  point  b  ,  ces  deux  côtés  égaux  fe 
confondront  \  ôc  parce  que  Tangle  a  eft  égal  à 
1  angle  d ,  le  côté  d  g  tombera  lur  a  c  &  le  point 

«1^  fur  le  point  c  ;  donc  fg  tombera  fur  ^  c  ;  donc 
es  deux  triangles  fe  cdmfondront  y  donc  ils  font 
égaux. 

Corollaire.  Deux  triangles  a bc ,  dfg  qui 
ont  leurs  trois  côtés  égaux ,  chacun  à  chacun ,  font 
égaux  en  tout.  Car  pofant  df  fur  ab  y  ces  deux 
cotés  égaux  fe  confondront  ^  or  je  dis  que  dg  tom- 
bera fur  ac  y  le  point  g  fur  le  point  c  y  &c  que 
l'angle  d  fera  égal  à  l'angle  a  ^  car  autrement  fg 
ne  feroit  pas  =z  bc  ,  puifque  le  côté  dg  s'écar- 
ù^oit  plus  où  moins  du  côté  df^  que  ac  de  ba'y 
oonc  l'angle  a  eft  égal  à  l'anele  d.  Mais  les  deux 
côtés  qui  comprennent  l'angle  a  ôc  ceux  qui  com^ 
prennent  l'angle  d  font  ^gaux  ;  donc  par  le  Théo- 
rème ,  les  deux  triangles  font  égaux. 

^6.  Théorème.  Deux  triangles  abc,  fdg  qui 
ont  un  côté  bc  ,  f  g  égal  de  part  &  d'autre  y  &  les 
angles  \>&  c ,  f  6*  %Jur  ce  côté  ^  égaux  chacun  à 
thacun  y  font  égaum  en  tout*  Cai  pofant  fg  fui  bcy 
le  point  /fur  le  point  b ,  le  point  g  fur  le  point  r, 
il  eft  vifible  (  à  caufe  de  /==s  b  8cdeg=^c)  que 
fd  tombera  rat  b  a  6c  g  d  fur  c  a  ;  donc  d  tom- 
bera fur  A ,  ôc  les  deux  triangles  fe  confondant  ne 
iferont  qu'un  feul  &  même  triangle.'  Us  font  donc 
égaux.    • 

3  7.  Problème.  Faire  un  triangle  abc  égal  au 
triangle  dfg.  Ay^nt  tiré  bc==:fgy  faites  {16) 
l'angle  abc  égal  i  l'angle  dfg,  ôc  l'angle  acb 
égal  à  l'angle  dgf^  tirant  les  lign^  ai  ^  ac  jafr' 
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qu'à  ce  qu'elles  fe  rencontrent  en  ^ ,  vous  aurez 
les  deux  |f  iangles  h  ac  ^  dfg  qui  auront  un  côté 
égal  de  part  &  d'autre  ,  &  les  deux  angles  fur  ce 
coté  égaux  chacun  à  chacun  ;  donc  par  le  Théorème 
précédent  ces  triangles  feront  égaux. 

38.  Théorème.  La  fomme  de  tous  les  angles 
'd*un  Polygone  abcdf  (fig.  35)  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  ^  que  le  Polygone  a  de  cotés 
moins  deux.  Car  fi  dil  fommet  d'un  des  angles  a 
du  Polygone  on  rire  à  tous  les  autres  angles  (  ex- 
cepté aux  deux  angles  voifins  )  des  lignes  ad^  ac, 
il  eft  vifible  qu'on  formera  autant  de  triangles 
rnoins  deux  qu'il  y  a  de  côtés  ,  &  les  angles  de  cts 
triangles  feront  forinés  des  angles  mêmes  du  Poly- 

Î;one.  Mais  les  angles  de  chacun  de  ces  triangles  va- 
ent  deux  angles  droits  j  ainfi  les  angles  du  Polygone 
valent  autant  de  fois  deux  angles  droits,  qu'il  a  de 
côtés  moins  deux. 

Remarque.  Lorfque  dans  les  Polygones  il  y  à 
un  angle  rentrant  rf*  (fig.  3(5) ,  le  Théorème  nef 
peut  être  vrai  ,  à  moins  qu'on  ne*preî>ne  pour  cet 
.  angle  fon  fiipplénient  à  3  60^ ,  parce  que  les  angles 
adfy  adc  j  joints  à  l'aide  /^c,  valent  }6o^ 
(11)  ;  or  la  fomme  des  angles  a  dfy  à  de  jointe 
aux  autres  angles  du  Polygone ,  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  ; 
donc,  &c. 

Corollaire.  Donc  pour  avoir  la  fôfnnie  de^ 
angles  d'un  Polygone  de  8  côtés  ,  il  faut  mukipti'éé 
180^  par  8  —  is=t6  y  le  produit  1080°  fera  ti 
valeur  des  angles  da  Polygone.  En  gétiérat  éffeU 
*\         '  ■■  -'      •    '         '  ■     ■■,.  ■  -x...^  ^.^ 

*  On  appelle  angle  rentrant  celui  qui  rentre  diins  la  figure^ 
Sangle  /aillant  cA  cfclui  ç#fort  pouif  ainû  dkèdc  la  figure.: 
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lanc  n  le  nombre  des  côtés ,  j  la  fomme  des  angles 
du  Polygone  ,  r  l'angle  droit ,  oh  aurl  j  =  z  r 

Corollaire  IL  Si  le  Polygone  eft  régulier ,  la 
valeur  de  chaque  angle  fe  trouvera  en  divifant  la 
fomme  des  angles  par  le  nombre  des  angles  ou  des 
câtés  (  parce  que  dans  ce  cas  tous  les  angles  du' 
Polygone  font  égaux  (32)  )  ;  ainfi  layabçur  de  cha- 
que angle  fera  = •  Dans  le  cas  du  trian- 
gle équilatéral ,  cette  quantité  ,  que  j'appelle  x  , 
eft  =  60^  'y  pour  le  quarré  on  a  ;c  =  90®  ^  108 
pour  le  pentagone  ,  120^  pour  l'exagone  ,  135 
pour  loftogone  ,  &c. 

39,  Théorème.  La/omme  des  angles  extérieurs 
d^un  Çolygone  vaut  4  angles  droits  j  0^  3  60°  (fig.  3  7). 
Car  chaque  angle  intérieur  abc  y  joint  à  fon  exté- 
rieur cbpy  vaut  deux  angles  droits ,  puifque  ce 
font  deux  angles  contigus  ^  donc  la  fomme  des 
angles  intérieurs  Se  extérieurs  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  dr<Sits  qu'il  y  a  d'angles  ou  de  côtés. 
Mais  (  Théorème  précédent  )  les  feuls  angles  inté- 
rieurs valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il 
y  a  de, côtés  ipoins  deux;  donc  les  angles  extérieurs 
valent  feulement  deux  fois  deux  angles  droits  ,  ou 
quatre  angles  droits. 

Corollaire.  Si  le  Polygone  eft  régulier ,  les 
angles  extérieurs  feront  égaux  entr'eux  aufli-bien 
que  les  intérieurs  ;  donc  l'angle  extérieur  d'un  Po- 
lygone régulier  fe  trouvera  en  divifant  3<îo**  par 
le.  noipbre  des  angles  ou  des  côtés ,  ou  par  n  ;  amii 
la  formule  générale  de  la  valeur  y  de  l'angle  exté- 
rieur d'un  Polygone  régulier  quelconque  ferajr 
s=  ^*  Si  /2  =  8  l'on  aura  j^  =5  45  >  c^eft-à-dire  que 

l'angle 
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l'angle  extérieur  de  rôftogbne  régulier  vaut  45^. 

40*  Théorème.  Shpar  tous  les  angles  a,  t,  d  &Ci 
d'un  Polygone  régulier  (fig. }  8)  on  tire  des  lignes  ac; 
bc ,  de  i^Ci  ^ui  partagent  ces  angles  en  deux  égale- 
Ment  3  ces  lignes  partageront  le  Pofygone  en  autant 
de  triangles  égaux  qu'il  a  de  côtés.  Car  l'angle  d 
étant  égal  à  l'angle  b  (  |)uifque  le  Polygone  eft  fup- 
pofé  régulier  )^'b  ac  moitié  de  a  fera  ::^=abc  moi- 
tié de  b  ;  donc  le  triangle  baç  z  deui  ailgles  égznt 
bac^  abc  \  donc  (5 })  les  totés  ac  y  b  c  bppofés  à 
ces* angles  font  égatix.  On  démontrera  de  même  que' 
le  côté  bctU^dcy  &c.  ;  donc  les  deux  triangle^  bacj 
bde  qui  ont  tous  leurs  côtés  égaux  feront  égaU3t 
(35)1  on  peut  prourer  la  mctne  chofe  pour  les  autre^ 
triangles  ;  donc  f  icc^ 

Cok'oLLAmB,  Donc  fî  du  point  c  comme  cen- 
tre v^  de  Tin  ter  valle  ac'on  décrit  un  cerde ,  il* 
paff^r^  pat  foUs  leS  angles  dn  Polygone  qui  fe  trou-» 
Verà  inftrit  diaiis  le  c€îrtlé-*j  de  forte  qu'on  peiit  tou: 
jours  infcrire  un  Polygone  régulier  dans  un  cercle^ 

Remarqué.  On  appelle  rayon  obliqué  une  ligne' 
a  c  menée  du  centre  c  à  un  angle  a  quelconque  du 
Polygone  régulier  i  mais  on  appelle  rayon  droit  une  ' 
perpendiculaire  c  p  tirée  du  cehtre  c  fut  un  côté 
quelconque '^  h  du  Polygone  réguliet*   . 

Corollaire  L  Le  point,  c  eft  le  centré  du  Po-»' 
^  lygône  ,  &  les  angles  aucentrea  c  ^  j  ictrf'^  &c*  op- 
poféé  à-des  côtés  égaux,  font  évidemment  égaux  :  êtt  ! 
effet  les  cordes  ab^  db  nt  peuvent  êtte  égales  farts 
que  les  *  arcs  cotrefpdndans  te  foieiit  ';  donc  les  ' 
angles- dont  ces  arcs  font  les  mefures,  foiir  égaux/ 
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dont  tes  cfce^{ont  Ses  cordes  ^  un  Polygone  cinonferit  4.  tin 
cercle ,  eft  celai  dont  les  côtés  lotit  <l«s  ungentes  dû  éerâel 
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Corollaire  IL  Les  angles  au  centre  à^\u\  Poly- 
gone régulier,  ayant  pour  m^ure  le  cercle  entier^ 
valent  3  tfo®  ,  &  chacun  d'eux  eft  égal  i^{n  étant 
le  nombre  des  angles  du  Polygone)  j  mais  (39)  les 


angles  extérieurs  d'un  Polygone  régulier  valeK 
auflî  3<>o°  ,  &  chacun  d'eux  eft  =^î  donc  la 
fomme  des  aneles  au  centre  d'un  Polygone  régu- 
lier eft  égale  à  Ta  fomme  des  andes  extérieurs ,  & 
chacun  des  premiers  eft  égal  à  cnacun-de^  féconds. 

Corollaire  IIL  Si  le  Polygone  régulier 
a  b  dfg  A  eft  un  exagone  ,  Tangle  au  centre  fera 
de  60^  *y  car  langle  au  centre  aura  pour  mefure  la 
{ixiéme  partie  de  la  circonférence  du  cercle  ,  &  i 
caufe  du  triangle  ifocelle  bac  y  chacun  des  angles 
fur  la  bafe  b  c  fera  aufli  de  ^o^  ;  donc  le  triangle 
bac  fera  équianele  &  équilatéral  ^  donc  le  coté 
ab  àt  l'exagone  régulier  .eft  égal  au  rayon  du  cercle. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  Corollaire  pré- 
cédent, que  pour  infcrire  iin  Exagone  régulier 
dans  un  cercle  ,  il  fuffit  de  porter  le  rayon  ac  An 
cercle  6  fois  fur  la  circonférence  ^  &  pour  infcrire 
un  dodécagone  régulier  dans  le  cercle  »  il  iu£ra  de 
divifer  en  deux  paiement  les  arcs  ba^  bdy  &c. 
(  iz  ) ,  &  par  les  points  de  divifion  tirant  les  lignes 
m  a  y  mb  y  nb  y  ndy  &c.  Ton  aura  un  dodécagone 
Y^ulier  infcrit. 

Kemarque.  Etant  donné  un  angle  bca  pour  le 
divifer  en  deux  également  y  du  fommet  de  l'angle 
c  on  décrira  l'arc  ba  qu'on  coupera  en  deux  parties 
égales  au  point  niy  Q,  par  le  point  c  Se  par  le  point 
•  m  on  tire  la  ligne  cnzy  l'on  aura  les  angles. âc/7z, 
te  m  mefurés  par  des  arcs  égaux  ma  y  bmj  donc 
ces  angles- font  chacun  la  mçitié de  l'angle  ad  i 
donc^&c. 
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41.  Theorimb.  Tous  Us  rayons  droits  c  p  >  cq  , 
&c.  d*un  Polygone  régulUrfont  égaux.  Gar  le  cayon 
oblique  c  h  cuvifant  en  deux  également  Tangle  h 
(  voyez  le  Théorème  précédent  )  ,  les  triangles 
reâangles  céip  ^  chq  ont  le  côté  commun  hcy^Sc 
les  angles  fur  ce  coté  égaux.  En  etfet  chjpssackq  ^ 
mais p  SC4j  étant  droits  >  les  angles  qch^  pch  font 
complémens  des  angles  égaux  chp'y  ckqi  donc 
ils  font  égaux  ^  donc  les  triangles  chp  y  chq  ont 
deux  angles  égaux  fur  un  même  côté  y  donc  ils  font 
égaux  y  donc  cp=icq  ;  donc ,  &c. 

42.  Théorème.  Le  rayon  droit  d*un  Polygone 
régulier,  efl  d'autant  plus  petit  que  le  Polygone  a 
moins  de  côtés  :  par  exemple ,  le  rayon  droit  du  pen^ 
iagone  régulier  (  fig.  3  9  )  cjl  plus  petit  que  le  rayon 
droit  de  '  l'exagone  régulier.  Car  moins  le  Poly- 
gone a  de  côtés ,  plus  chacun  de  fes  côtés  eft  grand  ; 
donc  en  fiippofant  les  Polygones  infcrits  dans  le 
même  cercle  ^  le  rayon  droit  du  pentagone  fera 
une  perpeildiculaire  abaiffée  du  centre  fur  une 
plus  grande  corde  ;  donc  cette  perpendiculaire  fera 
plus  petite  que  fî  la  corde  étoit  plus  petite ,  c^eft- 
a-dire  ,  fi  le  Polygone  avoit  plus  de  cotés  :  puifque 
les  cordes  font  d  autant  plus  éloignées  du  centre  » 
qu'elles  font  plus  petites  \  donc  ,  &c. 

■  45.  Problème.  Infcrire  un  cercle  dans  un  Poly-^ 
gone  régulier  abdfg  (fig.  J9),  Tirez  les  rayons 
obliques  bc^dc  qui  partagent  les  angles  ^^  d^  Sec» 
en  deux  également*  Menez  par  le  centre  c  £ir  le 
côté  fgklsL  perpendiculaire  cp  ,  qui  coupera  fgtn 
deux  également  (10).  Du  point  c  comme  centre  & 
de  Tinter vfllle  cp  décrive:?  un  cercle pp  y  il  eftvi^ 
ble  que  tous  les  rayons  droits  cp ,  cp^Scç»  ému 
^égmi  te  perpendiculaires  iat:  les  cocéa  tf^^,'  gf^ 
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Sec.  y  ces  c&tés  feront  des  tangentes  du  cercle  ;  donc 
tous  les.  côtés  de  ce  Polygone  feront  des  tangentes 
du  cercle  ,  ou  (  ce  qui  revient  au  même  )  le  Poly-^» 
gone  fera  circonfcrit  au  cercle  pp* 

Remarque,  ^i  du  point  c  &  de  riarervalle  cd 
çn  décrit  un  fécond  cercle  db  a  gf^  le  Polygone 
fera  in£:rit  dans  ce  iecond  cercle  &  circonfcrit  au 
premier. 

:  44.  PjcoBiEME.  Infcrirc  un  Polygone  régulier 
dans  an  cercle.  Cherchez ,  par  le  moyen  du  nzp- 
potteur  (qui  neft  autre  chofe  qu'un  demi-cercle 
ap  d  (fig.  40)  divifé  en  degtés  *) ,  1  arc  correfpon- 
dant  au  côté  du  Polygone  \  par  exemple ,  l'arc  de  7 1  • 
s'il  eft  queftion  d^un  pentagone.  Du  centre  c  du 
rapporteur  &  du  cercle  donné  tirez  le  rayon  cm^ 
qui  n'eft  autre  chofe  que  le  rayon  du  rapporteur 

fïroloncé.  Par  le  point  ^  que  je  f^ppofe  répondre  â 
adivilionyx  tirezlerayonc/i,  l'arc  m  n  fera  de  72*^. 
Portant  la  corde  mn  cinq  fois  fur  la  circonférence , 
vous  aurez  le  pentagone  infcirit  n  m  j  ç  At  II  eft  vifible 
que  cette  mctliode  ne  peut  s'étendre  qu'aux  Poly- 
gones ,  dont  le  nombre  des  côtés  peut  divifer  exaât* 
ment:3  6^o.  ..  ^    .,  ..i  •     .*.. 

,  REMARQUE.  Pour  trouver  géométriquement  *  * 
l'arc  de  30°  ,  ou  pour  divifer  le  quart  dé  cercle  af 


I  ■  pp  i< 


*  Cet  inftrument  fe  trouve  <lan$  les  étuis  <Ie  Mathématiques* 
Ôti  péVt  ^tti  fervir  pour  partager  un  angle  en  deux  également* 
Supporons ,  ^ar  exempU  ,  qu'on  ait  un  angle  de  30*-,  ayant 
applidjpé  le  centre  du  tsçrrorteur  fiu:  le  fSmmet  de  l'angle , 
en(brte  que-le  diamètre  de.l  iqftnurient  réponde.à  uiidés  côtés, 
Tautte  répondant  â  la  divi{îo|n,  30  ,  on  tirera  par*e  centre 
ixk  rapporteur  &  la  divifîon  15  une  ligne  qui  coupera  l'^nele 
âonne  en  deux  également;  <iela  fu^pofe  que  le  nombre  des 
degrés  eft-  pair*'.  ' 
^  .V  yne.opéaoipnjdl  ^ioxûéxA^ak  Idriqu^oa  peut  îtjtca^ 
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(  %•  41  )  eiï  trois  parties  œales  ,  par  le'  moyen  de 
la  régie  &  du  compas  ^^  il  faSit  de  porter  le  rayon 
du  certle  d'abord  de  a  &x  m,  8c  emuite de/en  /2., 
pour  avoir  les  arcs  an  y  n  ny^  mf  chacun  de  30°» 
£n  effet ,  le  rayon  ou  le .  Coti  de  Texagone  eft  la 
çotde  de^o^  (40)  y  donc  lare  ^772=^0^.,  de  même 
iVc  fn=^6o^y  donc  1  Vc  an=i af — fn  =90 ^ — ? 
1^0^=5»  30®.  De  même  m.feà  de  j^LjiJegpés  j  dpnc 
auflî  /J/7»  eft  de  50**.. 

Corollaire*  Donc  on  pept  facilement  infgire 
dans  un  cercle  un  dodécagone  régulier  >  en  portant 
1 2  fois  fur  la  circonférence  la  cordé  de  3  o  degrés. 

Des  Lignes  Proportionelles. 

.  -^5,  On  appelle  figures  femblables  celles,  qui 
^yant  un  même  nombre  d'angles  &  de  cotés  ^  ont 
tous  leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun  ^  &  le$ 
«otés.  qui  comprennent  ces  angles  proportionek, 

Lemme.  Les  lignes;  parallèles  ab  ,  cg  (£g,  41) 

comprifes   entre  deux   lignes  parallèles   ac^.b.g 

font  égales.  Des  points  a  &c  c  ayant  abaiffié  le^ 

{perpendiculaires  a'p ^  cp  fur  la  ligne  i^.pço- 
ongée  s'il  le  faut ,.  les^^  angles  b  Se  g  cojrefpon-: 
dans  feront  évideinment  égaux.  De  plus^.|es.aj;iglçs 
en^  font  égaux  &  drpîts  ,  9c  les  perpemUculaires 
ap y  cp  égales  (  puifqu  elles  mefurent  U  diftance 
des  parallèles  y  qui  eft  par-tout  la  même  ),  j,  donc  le 
troinéme  angle  bap  »^  c:/?danf  les  deux  triangles 
papjf  g  cb  fera  égal  de  part  &  d'autre  \  donc  ces 
deux  tringles  ont  un  cote  égal  dq  part  5c  d'autre , 
&*Ies  deux  angles,  fucce  coté  égaux  *y  ain/î  ces  deux 
triangles:  font  égaux  en  tout  {}.<>)  j  donc  a  b  =^c  g. 

■ '  11'  J--  I  l'ir  i_ij 

1er  par  te  .moyen  de  la  regfe  8c  du  compas  &  (ans^tâtonement^. 
.  j^vùraiit  les  principes  de  teGéooïécrie»  ' 

Aa  j 
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CoRottAiit^,  Si  deax  lignes  parallèles  ac  ,ig 
font  autant  éloignées  Tune  de  •Vautre  que  deux 
autres  lignes  parallèles  a:^, /?p,  ^  que  les  pa- 
rallèles ah  ycg  foient  autant  inclinées  fur  les  lignes 
ac ,  ^^  que  les  parallèles  xp ,  yp  le  font  entre  les 
lignes  xy  y  ppy  l'on  aiura  les  lignes  ba,  c g  égales 
tpnçr'elles  &  aux  lignps  xp ,  y  p. 

46.  TnioRiMEt  «îi  deux  lignes  ab  ,  de  (fig.  45  ) 
ijui  /è  rencontrent  çn  un  point  yjont  divifces  par  des 
parallèles  m  d  »  «i  g ,  ôcc.  également  éloignées  les 
unes  de^  autres  j  un  nombre  quelconque  des  parties  de 
la  ligne  a  b ,  /èra  au  même  nombre  des  parties  de  la  ^ 
ligne  ac,  comme  unep^tie  de  z,b  ^  à  une  partie  d^ 
fie.  Car  les  parties  rf^,  ^/font  des  obliques  égale* 
hient  inclinées  entre  parallèles  également  éloignées  j 
de  rncme  les  lignes  eorrefpondantès  mm  ^  mm 
font  également  inclinées  entre  parallèles  égales» 
ponc  (45)  les  lignes  rf^,  gfiont  égales  entre 
elle$  auui'bien  que  les   Hgnes  çorrefpoiidante^ 
I»  m  j   m  m.   P  ailleurs  en  tirant  les   perpendi-r 
culaires  dp ,  ap ,  mp ,  &ç.  ,   il  eft  vifible  que 
les  triangles  iç^tsu^gie^  a p  d  ^  dp  g  ont  les  eôifés 
égau3?  a/7,  dp  y  les  angles  en  d  &c  en  g  coneC* . 
pondans  égaux ,  8ç  à  caufe  de$  angles  droit$  p ,  les 
angles  pa  dy  p  d^  égaux ,  de  forte  que  ces  deux 
friangles  ont  les  cotés  ap  y  pd  égaux  &  les  angles 
fur  ces  c6tés  égaux  ;  donc  ces  triangles  font  égaux 
en  tout  &  ^z  rf  eft  È=  dg.  Il  n'eft  pas  difficile  de  voir 
que  les  triangles  amp ,  rnpm  font  dans  le  même 
cas ,  &  que  par  coriféquent  am^=^mm.  Cela  pefé 
il  eft  évident  que  aml^  ^amizadlj  %ady  ou  ami 
firf  :  !  3  ^am  i  }*a4}  &  en  général  .une  partie  quel- 
conque a  m  de  la  première  ligne  ,  eft  à  une  pàtû^ 
41  (^cotrefpondante  de  }a  iecoi^de  ^  coo^jneoii  nçng^ . 
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btt  quelconque  des  parties  de  la  première  ^  au^ 
même  nombre  des  partîtes  de  la  féconde. 

Corollaire.  L'on  a  de  même  comme  deux 
parties  Ji/e  ab  i  deux  parties  de  £zc,  ain(î  trois 
parties  de  a  b  font  à  trois  parties  correfpondanites 
de  a  c.  £t  eti  général  une  partie  quelconque  de  ^  c 
comprife  entre  deux  parallèles ,  ou  ^ntre  le  fommet 
&  une  parallèle  eft  à  la  partie  correfpoudante  de  ^  ^ 
comme  une  autre  partie  de  la  première  y  comprife 
entre  deux  parallèles ,  ou  entre  le  fommet  a  de  une 
parallèle,  4  la  partie  correfpoudante  de  |a  féconde. 

47  .THâoREME.  Deux  triangles  qui  ont  leurs  eôtcs 
perpendiculaires  l'un  à  l* autre  Jont  equiangles  (fig,  44), 
Soit  le  triangle  gfm  dont  les  côtés  (oient  fuppofés 
perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle  ab  c  ^  il  eft 
vifible  qu'en  faifant  tourner  le  triangle  fg  m  fur 
le  point  g  y  \q  côté  fg  perpendiculaire  fur  ac  de- 
viendra parallèle  au  côté  ac  lorfque  la  ligne  gfzmz 
décrit  un  quart  de  cercle  ,  de  même  g  m  fera  pa- 
rallèle ib aSc  fm  à  * c  j  c'eft-à-diré  que  les  côtés 
qui  forment  les  angles  correfpofidans  de  ces  deux 
triangles  feront  parallèles  ;  donc  les  aneles  corref 
pondans  font  égaux  (  1 4)  &  les  triangles  équianèles. 

Corollaire.  Il  fuit,  de  ce  qu'on  vient  de  dire  ^ 
que  les  triangles  dont  les  côtés  iont  parallèles,  font 
equiangles. 

4$.  Théorème.  Les  triangles  equiangles  font 
femblables  j  c'efl-à'-d'ire  qu'ils  ont  leurs  côtés  hémo^ 
logues  proportionels  {les  côtés  homologues  font  ceux 
quifontoppofés  à  des  angles  égaux).  Soient  les  deux 
triangles  abc  ^  ^/fi"  (%•  4$  )  qu'on  fuppofe 
equiangles.  Pofant  le  point  d  fur  le  point  a ,  enlorte 
que  le  côté  d  f  tombe  fut  ab  y  il  eft  vifible  ,  à 
caufe  de  Tangle  d  égal  k  Taille  a  ^  que  d  g  tooï* 

Aa4 
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J)çra  fur  ^  c  ;  •  &  preqatlf  a  j  =  rf/,  ap  :=d  g  ^ 
fg  tombera  fur  j/? ,  /8ç  le  triangle  tf  ^p  fera  égal  au 
friangle  dfgi  dqr\c  langle  s=rfj,  Ôç  p  =  g. 
Mais  par  fupppfîtion  /=  bôçg^=açc }  dpnc  ^==  i 
&c  p  =  ç;  4Qnc  les  angles  ÇQifrefponciaQs  ^  &c  ^  font 
égaux  i  ^onc  (i  s)  J/?  eft  parallèle  à  àc^;  <lonc  (4<j) 
ai  l  ac  II  as  ou  dfl  ap^=ndg.  Si  Ton  ayoit 
pofé,  rangle  /  fup  Tangle  h  ^  on  auroit  démontré 
de  même  que  bal  bç  wd.f  l  fg.  U  eft  çyident 
j[4^)  que  a%r  l  ap  il  s  b  l  pc  :;  b  a  \  aç. 

49.  Remarque.  Si  Ton  tice  la  ligne  x  a  parallèle 
^bcy  on  vpiç  qi^e  les  lignes  as  ^  ap  qui  font 
autant  inclinée^  entre  les  parallèles  xa  ^  s  p  que 
les  ligne?.  jA  &/?  c  le  font  entre  les  parallèles  j/7, 
bç^  foi\t  proportiônelles  à  çesj  dôrnieres». 

.  CoRpLL'.  I,.  Les  çri^qgleîî  qui  on^c  leurs  côtés  perr 
pen4içulaire$  oi;  parallèles  Tun  4  Tautre  font  fen>blar 
bleç ,  car  (47)  ces  triangles  font  équiangles  \  donç^&c 
.  C01L01.LA19.E  IL  Deux  triangles  d^/i,  abc<\àx 
^nx  un  angle  a  égal  de  part  &P  aautre,  &  des  baies 
^  P>  kç  patalleleS)  font  équiangles  &ç  femblahUs. 

50.  Théquemç.  JDienK  triangles  qui  ont  un  a^gU 
égal  ^  &  Us  côtés  qui  comprennent  cet  angle  propor-r 
tionelsj^  f&ntfe^mkl^ltSf.  S^uppofons  l'angle  a  dans 
|e  tria^^le^  a  ç ,  égal  à  langle  4  du  triangle  fgd , 
ôCjquou  ait  en  même  tems  la  proportion  ab\  aç 
Xldf'\  dg.  prenant  fur  ^f  A  la  ligne  as=^df^^  & 
tirait  sp  parallèle  à  b  c ,  il  eft  vifible  que  les;  deux 
triangles  ç^^P  ^  abc  feront  équiangles  &ç  femblar 
blés.  Or  dfg  =?=  as  p  :  car  (  par  fuppofuion  ) 
balaç,  IVdf:  dg\  m^\s  f  d:=^  a  s'^  àonc  b  a  :  ac 
::  SI  a  2  dg.  Mais  a  caufe  des  parallèles  j/7 ,  bc  Ton 
^  (49)  A  «  lac  II  as=^  d  f  l  a  p;  doxica  p=:^dg  ; 
donc  les  dQux .  ttiungles  dfg.  j  a,sp  cm  un  angle 


EOMETRIE.  J77 


ar 


d  Se  a  égal  de  part  &  d'autre  ,  &  les  côtés  qui 
comprennent  cet  angle  égaux  ^  donc  ils  font  égaux 
en* tout.  Mais  asp  eft  lemblable  à  bac ^  &  pas 
çonféquent  baced  auffi  femblable  à  i//^;^onc,  &c. 

51.  Théorème.  Deux  triangles  abc,  d  f  g  qui 
ont  leurs  trois  %otés  proportionels  font  Jemhlables. 
Car  fi  fur  fg  on  fait  l'angle  gfh  égal  a  l'angle  b  , 
&  /^  A  =  c ,  il  eft  évident  que  l'ange  a  fera  égal 
à  l'angle  h  ;  donc  les  triangles  abc  y  hfg  feront 
équiangles  &  femblables.  Or  hf  g  =  dj g  :  car, 
( ^r  fuppofition  )bç\  abll  fg  l  fd  j  mais  à  caufe 
des  triangles  femblables  abc  y  hfg  on  a  de  même 
èc  labilfg  ifhj  donc  (puifque  les  deux  premiers 
termes  de  cette  proportion  font  les  mêmes  )  Ton 
a/^:/^::/#:/A>  ou  {alteraando)fg:fg::fd:fk; 
m2Lisfg=ifg;  donc  fd^sssf h.  Déplus  bciacHfg: 
dgy  Se  bc  :  acl-.f g  :  g  A  i  donc  f  g  :  d^llf g  :  g  h],> 
ou  [alternando)  fglfglldgld^  h;  mais  fg  ^^fg  ; 
doncilgssigh  ;  donc  les  trois  cotés  du  triangle  dfg 
font  égaux  aux  trois  côtés  du  triangle  hfg  ;  donc 
(3.5)  ces  deux  triangles  font  égaux  en  tout.  Mais  hfg 
eft  îembtable  iiac  ;  donc  dfg  eft  auJÛH  femblable 
au  triangle  bac  ;  donc ,  &c. 

51.  Théorème.  Une  ligne  droite  ap  qui  divifi 
en  deux  également  l* angle  bac  £un  triangle  quel-» 
conque  bac  (fig.  ^6  ) ,  coupe  le  câté  oppofé  en 
deux  parties  bp  ,  p  c  proportîonellts  aux  côtés  corn 
ujfondans  a  b  ,  a  c.  Par  le  point  b  tirez  b  d  parallèle 
à  pa  y  Se  prolongez  ca  juiqu'à  la  rencontre  de  b  d. 
A  caufe  des  parallèles  ap ,  db  ,  les  triangles  apc  ^ 

4  b  c  font  femblables  *  ,  &  (  par  les  numéros  ^6 

.  •  .    '    '  '        '  .  ■■  '         >■> 

*  Car  a  caufe  des  parallèles  ap ,   db  les  angles  cdb ,  cap 
corFcfpondans  fonc  égaux  auiC-biçn  que  les  angltis  cbd  ^ 
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&  ^^)yYon2LUX^ pi,: p dldalac.  Mais  à  caiife  des 
parallèles  bd^  ap  ^  1  angle  <^=/? ac=:bap{ autre 
moitié  de  langle  bac)^=:atd^  pai£que  ces  angles 
ibnt  alternes-internes  entre  les  parallèles  db^  ap; 
donc  les  angles  d  &C  b  àxk  triangle  db  a  font  égaux  ^ 
&par  conféquent  les  côtés  qui  foift  oppofés  à  ces 
angles  font  égaux  (3  }) >  donc  ba^^^da.  Mais  nous 
venons  de  voir  que  bp  l  pc  lld  a  l  ac  ;  donc  en 
fubftituant  y  bp  l  p  c  II  ab  :  ac. 

5  }.  Théorème.  Si  deux  cordes  a  b  ,  g  fjc  cou- 
pent dans  un  cercle  (  fig,  47  ) ,  Us  parties  de  Vâne 
feront  réciproques  aux  parties  de  Vautre  j  de  forte  que 
Von  aura  la  proportion  ac  Igcllfc  l  c b.  Car  ayant 
tiré  les  cordes  ag  Se  fb  ^  les  deux  triaogles  g  ac  j 
fc b  ont  les  angles,  oppofés  au fommet, acg  yfcb 
égaux  :  de  plus  Tangle  •a  du  premier  &  langle / 
du  fécond  foilt  égaux  (étant  appuyés  fur  le  même 
arc  gb)\  donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  de 
part  &  d'autre  ;  donc  les  deux  triangles  font  equian^ 
gles  &  femblables  ;  donc  leurs  cotés  homologues 
font  proportionels  j  &  Ton  ^  ac  l  gc  il  fc  \  c  b. 

Corollaire  L  Si  Tune  des  cordes  ab  (fie. 48} 
éft  un  diamètre  Se  que  l'autre  corde /^  lui  foit  per- 
pendiculaire, à  caule  que  cette  perpendiculaire  eft 
divifée  en  deux  également  au  point  c  (  2o),/c  fera 
v=Kc  g;  donc  la  proportion  dû  Théotême  deviendra 
éi  C  !  fc  II  C  g  oxxjc  l  cb.  C'eft^à-dire  qu'une  per- 
pendiculaire quelconque  fc  fur  un  diamètre  eft 
moyenne  proportionelle  tntt^  Iqs  deux  parties  de 
ce  diamètre.  .     . 

Corollaire  !!•  Sûppofant  Iç  diamètre  abs=a^ 
la  perpendiculaire /c=j^ ,  la  partie  ac  dudia* 
metrè  comprife  entre  l'extrémité  ^  &  la  rencontre 
He  la  perpendiculaire  (  pn  l'appelle  abfcijfe  )  5»  *  » 
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l'autre  partie  cb  du  diamètre  fera  a  —  x  ^  Se  la 
propartion  da  Corollaire  précédait  deviendra  xzjf 
Zl  Y  l  a  —  x,on  (faifant  le  produit  des  extrêmes 
égal  à  celui  des  moyens) j^*  =  a 4^  —  4:*  *. 

Corollaire  III.  Le  triangle  afi  étant  reâangle 
en  /  (  parce  que  l'angle  /  eft  appuyé  fur  un  d«- 
metre } ,  il  s'enfuit  que  dans  un  triangle  reâ:angle 
la  perpendiculaire  abaiflée  fur  l'hypothénufe  eA 
moyenne  proportionelle  entre  les  deux  parâes 
de  l'hypotnénufe  déterminées  par  cette  pefpen*- 
diçulaire. 

5  4.  Problème.  Trouver  une  moyenne  géométrie 
que  entre  deux  lignes  données  x&  n.  Joignez  ces 
deux  lignes, enforte  qu'elles  ne  faflênt qu'une  feule 
&  même  ligne.  Divifez  leur  fotnme  ab  en  deux 
également  au  point  p.  De  ce^  point  comme  centre 
&  du  rayon  p  a  moitié  de  ab  décrivez  un  cercle 
hfag  y  par  le  point  d'union  élevez  fur  abXz  per*» 
pendiculaire  c/ jufqu'à  la  rencontre  de  la  circon** 
férence  en  /,  elle  fera  moyenne  proportionelle 
entre  x  8c  n  j  par  le  plbmier  Corollaire  du  Théo* 
rême  précédent. 

5  5.  ThéorexUî.   Si  dufommet  £  de  Vixngle  droit 

d*un  triangle  rectangle  quelconque  on  abaijfe  une  ptr^ 

pendiculaire  îc  fur  Vhypothénufe,  -ab  ,  ce  triangle 

fera  diyifé  en  deux  autres  triangles  aif  c  ,  b  f  c ,  Jem* 

blable^  au  grand  triangle  &  par  conféquentfemhlables 


m^m0m 


*  CeÛ  ce  qu'on  appelle  tiquatîon  du  cercle  ^  5c  cette  pro-' 
priété  cpAvient  i  toutes,  les  perpendiculaires  fe  \  de  u>rte 
qu'en  donnant  plufieurs  valeurs  fiicceflîves  i  x  ic  prenant  les 
racines  des  quantités  ax — x^  coirrefbondantes ,  on  détermi- 
nera les/c  correipondantes  aux  Xy  &  railànt  palTer  une  courbe' 
'pskt  tous  les  points /^  oti  aura  uncerde  d'autant  pluis  0xaâ  qu^ 
4e^  y  feront  |4u$  ex^Âs  &  plus  pf^^  les  «ns  d^  siatres. 
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tntr*cux.  Car  I  •.  le  triangle  id/ca  un  angle  droit  en  c, 
^un  angle  a,  commun  avec  le  grand  trianglopqui  a 
aufli  un  angle  droit  en/;  donc  le^ çroiiiéme angle 
eft  égal  de  part  &  d'autre  \  donc  ces  deux  triangTes 
f6ntec|uiangles & femblables.  x^\  Le  triangle  bjc a 
un  angle  h  commun  avec  le  graml.trkngle ,  un  angle 
droit  en  c  comme  le  grand  tci^ngle  ena  un  en/; 
donc  ces  deux  triangles  font  équiànglës  ^  donc  les 
deux  petits  triangles  font;.'fem}>labTes  au  grand 
tciangle ,  &  par  confcquént  femblables  entr'eux. 

Corollaire  L  II  fuit  de-là  que  ac  \  af\\  af\ 
Ab\  parce  que  ac^  af  côtés  du  petit  triangle  afc 
font  homologues  aux  cqtés  a/,  ab  àsx  grand  trian- 
ele  afb.  De  même  bc  y  fb  côtés  du  triangle /ci 
étant  homologues  aux  côtés  bf ,,  ba  du  grand 
triangle  ,  Ion  xb  cl  bf  il  bf  :  ba-i  c'eft-à'^dire , 
chaque  côcé  du  triangle  reâangle  <z/A  eft  moyen 
proportionel  encre  rhypothénwîe  &  ie  fçgment 
correfpondant  **  Il  eft  viable  aufli  que  les  deux 
triangles  acf  ^  efb  donnent  de  \  cfll  çfl  <:  i  ,  ou 
que  la  perpendiculaire  /#  eft  moyenne  propor-» 
tionelle  entre  les  deux  parties  de  rhypotnénufe  , 
ainfi  que  nous  l'iiYons  dit  ci-delTus. 

Corollaire  II.  Les  côtés  d/,  fb  étant  de$ 
cordes  tirées  du  même  point  /aux  extrémités  du 
diamètre  ci  b  ,  il  fuit  du  Corallaite  précédent  que 
fi  Je  L  extrémité /d'une  <orde  af  ou  fbVon  ahaifl^ 
une  perpendiculaire  fur  le  diamètre  a  b  qui  paÛe 
par  1  autre  extrémité  de  la  même  corde-,  cette  corde 
£^a  moyenne  prôportipnelle  entvet  le  diainerre  ôc 
fe  fegment  correfpondant. 


^  *  Les  partig^  <1'ihiç  ligne  ^^f^eUtet  ^nfG  Ic^  fifmtu  4ft 

,çç«tc  i^9«^     :. .  j  ,  :  .^ 
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^6.  Tnio^^iA^.  M^euxfèèàntes  exte'rieures  abi 
ac  tirées  d'un  même  point  à  Iccpartie  concave  h'C  dd 
la  circonférence  j  font  réciproquement  proportionelles 
à  leurs  parties  extérieures  au  cercle  (fig.  49  ).  Ayaitf 
tiré  IrfS  lignes  bd^  cf  ^  l'on  a  les  triangles  adb  ^ 
a/c  femblables  ,  puifqu'ils  onc  un  angle  a  com-? 
mun^)  &  les  angles  b  &c  c  appuyés  fur  le  mémo 
arcfd  ;  Se  partant  ab  :  ac  il  ad  la  f 

CoROLtAiRE.  Si  lare  de  s'évanouit,  le  points 
tombera  fur  le  pointa ,  la  fécante  ac  deviendra 
cangeni^  (âg.  5  o).  Se  l'on  aura  toujours  abiacllac  i 
uf.  Ainiî  la  tangente  fera  moyenne  proporcionel- 
le  :entre  la  fécat\te  entière  ab^  &  fa  partie  hors  dû 
cercle.  .....  -  ; 

On  dit  qu'une  ligne  ab  t^  divifée  en  moyenne 
&  extrême  raifonJ^ng.  51),  lorfqu'elle  eft  divifée 
en  deux  parties. iz  tf ,.  rf^  telles  que  la  ligne  entière 
eft  à  l'une  de  ces  JMirties  ,  comme  celle-ci  eft  à 
l'autre  partie.  ;  i 

57.  Problème..  Dm^erartf  ligne  ab  en  moyenne  &  extrême 

ratjbné  Sur  rextrémité  h  dç  cette  ligne  ,  élevez  la  perpeiif^ 

•,  ti  h      *  '    '        "  •* 

diculaire  o  ^  =  — ,  du  point'  0  comme  centre  ,  '  avec  'le 


^        .       .  ....  /  »      n    -  . 


rayon  oB^  décrivez  le  cercle  cbfy  pan  le,  point  aM.  le  cefitr^ 
o  du  cercle  >  tirez  la  fecante  ac  y  &.  prenant  ad^==af  y  Je  dis 
que  ab  :  adiiad  :  db.  Car  ob  étant  perpeh£dilaii:e  fur  «A*» 
a  b  fera  tangente  \  donc  (  CoroUaîiré  précédem)'  a<:abi:àb^^ 
af  f^ady  &  ( dividende )  «z c  —  ab^^i <^u xisc r-^.cf  (  iiCeoiCi 
du  diamètre  c/  —  ab)  y'^ônfa  ie=md  :a  k  '^l^b-^r^af^fk^ 
y^  ajd  ;s^  db  i  af^=^  ad  î  donc  ai  i  jik  M.bd  i^ad^OKL 
Qiettant  les  antécédens  ila  place  des  confô<|uens  &  réciproque* 
ment  (ce  qulnepeutdétr\iire  la  proportion,  puifque  le  procIUlJ 
des  extrêmes  refit  égâl^  â  celui  des  ihoyéfîs)  ct^94^::ii</%^A» 

^  5$.  Pkobleme.  Divifir  une  Hgnt  donnée  a'b  (fig.  ^^  V4Ï? 
parties  proportionelles  dux  parties  éhwx  uiUrt  ligne  a  c  Faites 
aiirec  ces  lignes  on  anglç;  quelconque  ^  ir^s  y^y^m-  iojnt!^ 


mm 
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extrémité  h  êc  c  par  la  ligne  c  b  ,  parles  points  de  divifion 
de  la  ligne  a  c ,  menez  des  parallèles  â  la  ligne  c  h  juiqn'â 
la  rencontre  de  la  ligne  ab^A.  caufe  des  paralle^  dx  ^fp ,  &c« 
la  ligne  a  b  aura  toutes  fes  parties  proportionelles  aux  parties 
correspondantes  de  4c  (46). 

59,  Problème»  Div'ifer  une  ligne  ad  en  parties 
égales  (  âg.  53),  Prenez  une  ligne  indéfinie  b  c  plus 
grande  que  iz  ^ ,  portez  aucanc  d'ouvertures  égales 
de  compas  fur  cette  ligne  que  vous  voulez  avoir  de 
parties  égaies  dans  ai^  difpofez  enfuite  adpor- 
rallelement  ibc  ^  par  le  point  b  &c  l'extrémité  c  de 
la  dernière  divifion  ,  tirez  les  lignes  ba^cd  qui  fe 
rencontreront  en  im  point  quelconque  ;ir  au-defliis 
de  a^  ( nous  fuppoibns  bc^a^l)^  du  point  x  aux 
points  m  ^  ^rp  y  &c.  des  divifions  de  la  ligne,  bc  ^ 
menez  les  lignes  xp  y  Sec.  ces  lignes  divifèront  ad 
en  parties  égales  aux  points  o^  i>  «^  >  &c«  En  efifet  à, 
caujfe  des  parallèles  aoScpb^ûi  Ôc  pm^les  trian* 
eles  xao  y  x  bp  fonf  fémbla|;>les  entr^eux  ,  aufS* 
bien  que  les  triangles  xioy  xpm.\  donc  bpi 
^ollxpixo.  De  même  les  deux  derniers  trian- 
gles  dont  nous  venons  de  parler  donnent  pmioi 
llpxlxo  ;   donc  bplp  mil  aoZoi'y  donc  ao 
==  o  u   On  démontrera  de  même  que  o  i^is  en 
fe  fervant  des  triangles  xpni  y  aio  8c  des  triangles 
x,mn  y  xis  y  &  quel  que  foit  le  nombre  des  par-| 
ties  égales  de  ^c,  en  procédant  de  cette  manière 
l'on  démontrera  que  les  parties  correfpondantes  de 
â  dr  font  toutes  égales  entr 'elles. 
'    rfo.  Problème*  Trouver  une  quatrième  propor- 
tionelle  4  trois  lignes  données,  a ,  h  ,  c  (  fig.  54), 
Avec  les  lignes  indéfinies  /?  r ,  ps  ]^  fais  Un  angle 
quelconque  /•  Je  porte  la  ligne  a  fur  pri,Q  ptnx^ 
icifox  ps  ae  p  en  g ,  |e  tire  xg.  Portant  enfuite 
#4e  <;!?  en  ^  9  ^  tirant  o  q  pai^alléle  â  1»  g-^  il  eft  évi» 
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dent  ( à caufe  des  parallèles  x g  ,  o  q)  que  pxl 
xollpglgq^  oa<i\ie  a:cl\i:gq 'y  doncgq  ett 
la  ligne  cherchée.  Sib=^c.  gq  fera  troiiiéme  prp^ 
portionelle  aux  lignes  a&c  b. 

^i.  Définition.  Deux  Polygones  fonr  appelles 
fsmblabUs  lorfqa^ils  ont  un  même  nombre  d  an?- 
gles,  &  les  câccs  qui  comprennent  ces  angles  pro- 
portionels. 

6i.  Théorème.  Deux  Polygones  femblables 
peuvent  être  divifés  par  des  diagonales  qui  partent 
des  angles  homologues  en  un  même  nombre  de  trikirh" 
gles  Jemblables  (  âg.  55  ).  Du  point  a  du  pentagone 
a  hcdf  tirez  les  diagonales  ac  ^ad^icoM  point  g 
correfpondant  du  pentagone  femblable  ghilm  tirez 
les  diagonales  gi  ^  S^ij^  ^^^  V^^  ^^^  triangles 
é^fd^  a  de  y  acff  font  femblables  aux.  triangles 

^l>  g^^  >  g^^*  Puifque  les  Polygones  font  fem- 
labiés,  les  angles  corcefpondans/&  m  font  égaux, 
&  les  côtés  qui  comprennent  ces  angles  propor*^ 
tionels  {61)  i  donc  (  yo  )  les  triangles  afd ,  gm  l 
font  femblables  ;  donc  fd  l  ml  il  ad  :  gl  ;  op 
f  d  l  ml  II  de  l  li  { par  h  propriété  des  Polygones 
femblables)  ;  donc  ad  l  gllldcl  l i  y  ou  ( a/ter-- 
nando)  ad  l  d  c  II  gl  il  i  y  mais  l'angle  d=s=:l8c 
l'angle  adf:s=st glm  \  donc  glL=adc'y  donc 
les  triangles  ad  Cy  g  li  ont  un  angle  égal ,  &  lejp 
côtés  autour  de  cet  angle  proportionels  j  donc 
ils  font  femblables.  On  démontrera  la  même  chofe 
pour  les  triangles  a^çb^  #^*M  ^^nc,  &c. 

Corollaire  I;  Donc  les  pétimetres  ou  contour» 
des  figures  femblaHe^/^^  Xy  font  ennr'eux  comme 
deux  côtés  homologues  (c'eft-à*dire  femblablemeii^ 
fîtués  dans  les  figures  )  quelconques^  af^  gmy  ow 
comm^  deux  diagonales  liomoli^ues^a ^',  gl  fem« 
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blablement  tirées  daiis  les  figures.  Car  à  caufe  de  la 
fimilitude  des  figures  p  Se  x  ^  af:gm  V.fd :  ml 
Zldcllillbc  lihllbalkg  ;  donc  la  fomme  des 
antécédens  eft  à  la  fomtne  des  conféquens ,  c'eft-; 
i-dirc ,  le  périmètre  de  p  jeft  au  périmètre  de  x 
comme  afl  gm^  on  comme  adlg  lyZ  caufe  des 
triangles  femblables  afd  y  g mL 

Corollaire  IL  Donc  les  périmètres  de  deux 
Polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés 
font  entr'eux  comme  un  des  cotés  du  premier  Po- 
lygone à  un  des  côtés  du  fécond.  Car  les  Polygones 
réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  font  de$ 
Polygones  femblables. 

<^  5.  Théorème.  Deux  Polygones  réguliers  fembla- 
bles j  ceji'à'-dire  j  d'un  même  nombre  de  côtés  j  ont 
leurs  périmètres  proportioneU  à  leurs  rayons  draitS' 
&  obliques  (  fig.  5 (S ).  Car  les  rayons  obliques  oa^rs 
partagent  les  angles  égaux  a  Se  ren  parties  égales  ; 
mais  à  caufe  des.  angles  droits  x  Se  p\ts  triangles 
rxs  y  ao p  ont  deux  angles ésaux p  Se  x  y  pOrë Se 
srx,;  donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  de  part  Se 
d'autre ,  8e  les  deux  triangles  font  feînblables  ;  ainfi 
rsio  allsx  :  opllrx  Ipà;  mais^rr  eft  la  ipoitié 
de  rnSe  p  a  la  moitié  à€>ag  (  :pàrce*  que  la  per- 
pendicalaire  abaiflée  du  centre  fur  une  corde  d'un 
cercle  divife  cette  corde  «n  pj^rtieségales  )  ,  &  les 
moitiés  font  ^:omme  les  tous^  doiftc  lès  rayons-  dirôits' 
&  obliques  (bnt  comme  les  côtés.qiii  (^2)  font  eiitre 
eux  comme le^  périmètres;  dàno  lès  piérimetres  font 
entr'eux. comme  les  '  rayons  ^dr(>iti  Se  comme  les 
rayons  0bliques;&  en  géné^loonimél^s  lignes  fem-^ 
'  blablement  tirées,  qui  nécô0aireiiâènt  font  ehtr'ëtles* 
comme  les xôçés  Se ies^ rayoïis dcoits ^it obliqué^.' '■" 
*.  Cx>\rjp,li;A'L1le.  Donc  Its  circonférences^S' 

cercles 
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cercles  font  encr'elies  comme  leurs  rayons  ^  &  pal 
conféquent  comme  leurs  diamètres ,  comme  les 
arcs/emblables  j  c'eftà-dire  ,  d'im  même  nombre  dû 
degrés ,  comme  les  cordes  de  ces  arcs,  &c.  :  car 
les  cercles  peuvent  être  confidérés  cothmedes  po** 
lygones  réguliers  d'uh  même  nombre  de  côtés  infi- 
nimentpetits  j  donc ,  &Ci 

<>4.  iHioREME.  De  touJ  les  Polygones  régulitrs 
infctits  au  cercle  j  celui-là  ^efi  le  plus  grand  qui  a  plus 
de  côtés  y  au  contraire  de  tous  les  Polygones  circon^ 
fcrits  j  celui  qui  a  le  mains  de  côtés  ejl  le  plus  grande 
Car  dans  la  fig.  3  9  le  pentagone  infcrit  diffère  plus 
de  fon  cercle  que  Texagone  infcrit  (fig.  3  8  )  ne  dif- 
fère du  fien  j  mais  il  eft  vifiblè  auffi  qu'en  circonfcri* 
vant  un  quatre  &  un  odtogone  à  un  cercle  (  fig.  5  7)  > 
le  quarré  ditférerl  plus  du  cercle  que  Toâogone  &L 
fera  plus  grand  que  loétogone  ;  donc ,  &c» 

Corollaire.  Donc  fi  un  Polygone  régulier 
inûnrit  ou  circonfcrit  avoit  un  très-^grand  nombre 
.de  cotés  y  il  ne  différeroit  pas  fenfiblement  du 
cercle ,  &  Von  pourroit  prendre^  Tun  pour  Tautro 
fans  erreur  fenfible* 

De  là  mefute  &  âii  rapport  des  Surfaces» 

6^.  hzfujfàce plane  eft  celle  qui  n'a  ni  enfonce- 
ment ni  élévation  ^  &  fur  laquelle  par  conféquent 
une  ligne  droite  petit  s'appliquer  eitaâement.  La 
Jufface  courbe  au  contraire  eft  telle  qu'on  ne  peuc 
lui  appliquer  jexaâement  une  ligne  droite  :  telle  eft 
la  iurface  d'une. boule* 

DÉFi^TtôH.  Un  quadrilatère  ahcd  qui  a  feule^* 
tnent  deu^  cotés  ak %  cd  parallèles  ( ng.  5 iS  }  eft 
appelle  trapB!(e.  S'il  n'a  aucun  coté  parallèle  (fig.  5  9) 
,on  l'ap^llç  trapé^oîde*  S'il  a  fes  côtés  ^ralletes 
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deux  à  deux ,  on  le  nomme  parallélogramme  (fig.  ^o). 
Si  les  côtés  du  parallélogramme  font  égaux  &  que 
les  angles  ne  foient  pas  droits ,  il  prend  le  nom  de 
rhombe  y  &c  celui  de  rhomboïde  lorfque  les  cotés 
oppofés  feulement  font  égaux.  Si  les  angles  du 
pai-allélogramme  font  droits  (fig.  ^i),  on  lappelle 
reSanffle  ;  mais  fi  les  angles  étant  droits  les  côtés 
ibnt  égaux ,  il  fe  nomme  quarré  (  fig.  61  ).  Une 
ligne  bc{  fig.  5$  ,  (^o ,  (71  )  menée  d  un  angle  d'un 
quadrilatère  à  l'aingle  oppofé  s'appelle  diagonale* 
Xi  ne  ligne  cd  (fig.  58  )  fur  laquelle  on  conçoit 
qu'eft  pofée  la  figure  cubdy  ou  le  triangle  c  bdy 
eft  appellée  bafe  de  cette  figure ,  ou  du  triangle 
cbd.  Une  ligne  ap  tirée  du  fommet  d'un  angles 

i>erpendiculairement  fur  la  bafe  c  d  (fig.  ^3) ,  prô^ 
ongée,  s'il  le  faut,  efl:  appellée  hauteur  du  triajjc^le 
acd.  Si  on  mené  la  perpendiculaire  p  m  entre 
les  côtés  parallèles  d'un  trapèze  (fig,  58) ,  ca  d*un 
parallélogramme  (  fig.  60  ),  cette  perpendiculaire 
lera  la  hauteur  du  trapèze  ou  du  parallélogramme. 


açd:=z  e{û.S).  Prenez  af  =£=  i ,  tirez  <zi  parallèle 
&  égal  z  c  d  y  tirant  enfui  re  b  d  ,  vous  aurez  le 

f)araïléloeramme  cherché.  Si  l'angle  g  étoit  droit  > 
e  parallélogramme  feroit  un  reftanglé-,   &  un 
quarré  fi  les  côtés  étoiehr  de  plai  fuppofts  égaux. 
6-/.  Remarque.  Nous  avons  démontre  (45) 

3ue  les  parallèles  entref  pâtàUèlès  étoiefît  égaies  y 
onc  les  côtés  oppofés  d'un  pairailélogramine  font 
toujours  égaux  entr'eux.  •       *     '     i'- 

,^8.  Théorème.-  Vnt  diagonale  bt'ifiUtage'itn 


J 
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paraltélogramniè  quelconque  a  b  d  c  en  deux  triangles 
égaux,  tn  effet  abz=i  cdSc  bdzzzi  ac  (remarque 
précédente)  j  &  la  ligne  b  c  étant  commune  aux  deux 
triangles  abc  y  c  db  ^  ces  triangles  ont  leurs  côtés 
égaux  chacun  à  chacun)  donc  (35)  ils  font  égaux 
en  tout. 

^  Corollaire.  Donc  un.  triaftgle  eft  la  moitié 
d'un  parallélogramme  de  même  bafe  &  de  même 
hauteur  *. 

6^.  TnèaREME.  Un  parallélogramme  &  un  recian^ 
gle  de  même  bafe  &  de  même  hauteur  font  égaux  en 
Jurface,  Des  extrémités  aybàxx  côté  oppofç  à  la  bafe 
ayant  abaiffé  les  perpendiculaires  ap,b p  fur  cetta 
bafe  prolongée  s'il  le  faut  j  les  triangles  acp  ^  b  dp 
auront  les  angles  correfpondans  c&cd  égaux ,  &C 
les  angles  droits  enp  ;  donc  ils  font  femblables  & 
ont  de  plus  les  angles  égaux  fur  les  côtés  égaux  ac^ 
bld  ;  donc  ils  font  égaux  en  tout ,  &  dp  =:cp; 
donc  pp  =:z  ab=z  c  d  ;  donc  le  parallélogramme 
açdb  Se  le.  redtangle  a ppb  ont  même  bafe  & 
rrième  hauteur  (  puisqu'ils  font  conip'ris  entre  les 
mêmes  parallèles  ).  De  plus  pour  avoir  le  redlangle 
il  Tuffit  d'ajouter  au  parallélogramme  le  triangle 
b  dp  &c  d'en  ré  trancher  en  même  tems  le  triangle 
acp=^b  dp  i  donc  ces  deux  figures  font  égales.; 
donc ,  &c. 

70.  Thé  o'r e  m  e.  La  furface  d*un  reciangle  fijl 
égale  au  produit  de  la  bafe  par  fa  hautenr  (  iig.  <f  5  ). 
Suppofant  la  bafe  t  i  de  (î pieds,  la:  huuteuf  ^ i: 
de  4  ;  divifezi  c  d  en  ^  partiel  égales  &  ca  en  4. 
Par  les  points  de  divifion  dé  cd*  m«ie2  des  pa- 


^•k 


''^  Le  triangle  chd  a  poiir, hautettr  la  peipendkttlake  i*/ 
auffi-bien  ^ue  le  paiallélogrampe  abçd. 

Bb  % 
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ralieles  au  côté  ac ^  &c  par  les  points  de  divifîon 
de  ac  des  parallèles  icdy  vous  aurez  quatre  tran- 
ches ,  dont  chacune  contiendra  6  quarrcs  égaux , 
chacun  au  quarré  poco  {poco  eft  évidemment 
un  pied  quarré  )  j  donc  le  redangle  vaut  4  fois 
é  pieds  quarrés  ou  24  pieds  quarrés  ,  produit  *  de 
la  bafe  6  par  la  hauteur  4  y  donc  ^  &c. 

Remarque.  Si  l'on  conçoit  que  la  bafe  c d 
(  fig.  66)  monte  parallèlement  à  elle-même  le  long 
de  ac  &c  qu'elle  laiffe  par-tout  des  traces  d'une 
largeur  très^petite ,  il  eft  évident  qu'il  y  aura  autant 
de  traces  égales  que  la  hauteur  peut  contenir  de 
fois  la  largeur  d'une  de  ces  traces ,  &  que  la  femme 
*de  ces  traces  eft  égale  à  Ùl  fur  face  du  reâangle  ; 
donc  il  faudra  multiplier  une  de  ces  traces  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  fa  largeur 
eft  contenue  dans  la  hauteur ,  &  en  fuppofant  Té- 
Jjaiffeur  de  la  trace  infiniment  petite  ,  il  faudra 
de  même  ^nultiplier  la  trace  ou  ligne  c  d  par  la 
hauteur  a  c;  donc,  &c. 

Corollaire  I.  Donc  un  parallélogramme  eft 
égal  au  produit  de  fa  bafe  par  la  hauteur  ;  car  {69) 
un  parallélogramme  &  un  redangle  de  même  bafe 
ic  de  même  hauteur  font  égaux. 

Corollaire  IL  Donc  un  triangle  eft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  par  la  moitié  de  la  hauteur ,  ou 
au  produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe , 
où  a  la  moitié  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 


*  On  ne  peut  pas  muitîplîer  une  ligne  c  d  par  une  ligne  ca'y 
mais  on  prend  le  nombre  des  quarrés  qu'on  peut  former  Cutcd 
(cnprenant  p  c  pour  hauteur) ,  autant  de  fois  que  la  ligne  pccà 
contenue  dans  ac*  Ceft  ce  qu'on  dpit  entendre  quand  on  dit 
^u'on  multiplie  la  bafe  par  la  hauteur. 


«^ 
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Car  un  triangle  eft  la  moitié  d'un  parallélogramme 
de  mêine  baie  &c  dé  même  hauteur  ((78). 

Corollaire  III.  Donc  un  triangle  eft  égal  à 
un  parallélogramme  de  même  bafe  ^  mais  d'une 
hauteur  deux  fois  moindre* 

7 1  •  The  oremb.  La  fur  face  (tun  trapèze  a  b  c  d 
(fig.  58)  eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  m  p  par 
la  moitié  de  lafomme  des  deux  bafes  oppofées  & 
parallèles  ab  ,  cd.  Car  la  diagonale  be  partage  le 
trapèze  en  deux  triangles  de  même  hauteur  que  le 
trapèze  (puifqu'ils  font  compris  entre  mêmes  pa- 
rallèles) &  dont  la  bafe  de  l'im  eft  ^  ^  &  celle  de  Tau- 

a  b 

tre  cd  ;  donc  I4  fûrfaçç  de  Tun  eft  rnpx — ,  celle 

**.      » 

cà 
de  Tautre  étant  :=smpX  — ■  ;  donc  la  futface  du  tra- 

{ab+cd}     ,  . 

peze  eft  =  mpx- — i >  donc  y  &c. 

• 

Corollaire  I.  Donc  la  furface  d'un  trapèze 
eft  égale  au  produit  de.  fa  hauteur  mp  multipliée 
par  une  ligne  xg,  menée  par  k  milieu  x  du  côté 
ac  parallèlement  à  la  bafe  cd.  En  effet  les  triangles 
ab  c  y  xnc{  femblables  à  caufe  des  parallèles  aby 
xn  )  donnent  ab  l  xnlXac  l  cxV*^  T  i.  De  même 
les  triangles  femblables  b  c  d  ^  ^  ^  g  donnent 
bd  :bgil  cd*ng\\  1  M  (puifqueles  lignes  ac, 
b  d  comprifes  entre  les  parallèles  ab  y  cd  &  cou- 
pées par  une  parallèle  x  g  doivent  être  coupées 
proportionnellement,  &  la  première  étant  coupce 
en  deux  également ,  la  Seconde  doit   l*être  de 

même  ) }  donc  xn;s=z  —  ^tcng^  —  j'donç  xg 

arb-\-cd        ,  {ab-\*cd) 

=i i  doncmjpX ^=^mpxxg\ 

donc  3.  &c.  Bb  j 
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Corollaire  IL  Donc  (Calcul  Si  )  xged 
moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  les 
bafes  parallèles  du  trapèze. 

CoRQLLAiB.p  m.  Donc  pour  avoir  la  furfâce 
d'une  figure  curviligne. a/? xÂ  (fig;.  (^7),  ayant  tiré 
Ul  ligne  X  Â  qu'on  divifera  en  parties  égales  Se  aflèz 
petites  pour  que  les  arcs  compris  entre  les  lignes /?/? 
perpendiculaires  àxA  foient  cenfés  des  lignes  droi* 
tes,  oudu moins puifTent être  confidérés  comme  des 
droites  fans  une  erreur  confidcrable  ^  il  eft  vifible 
u'il  y  aura  autant  de  trapèzes  qu'il  y  a  de  poinrs  de 
iviiîon ,  en  y  comprenant  le  triangle  px/^  que  nous 
çonfidérons  comme  un  trapèze  ,  dont  la  bafe  fimée 
en  a:  eft  infiniment  petite,  ou  =  o.  Cela  pofé,  parce 

3ue  tous  ces  trapèzes  ont  une  même  hauteur  =  xny 
faudra  multiplier  la  demi-fomme*  de  leurs  baies 
par  la  hauteur  nx  y  le  produit  donnera  la  furface 
cherchée.  Or  il  eft  vifïble  que  chaque  bafe  pp 
doit  être  prife  deux  fois  ,  p^jce  qu'elje  appartient 
à  deux .  trapèzes  ,  tandis  que  la  première  bafe  a^^ 
ou  la  dernière  (  fi  elle  exiftoit  )  ne  doivent  être 

Erifes  qu'une  fois  ;  donc  la  moitié  de  toutes  ces 
afes  f^  trouvera  en  ajoutant  enfemble  la  moitié 
des  deux  extrêmes  avec  toutes  celles  du  milieu.  La 
ibmme  multipliée  pair  nx  donnera  la  furface  cher- 
chée. On  peut  voit  par- là  comment  on  pourroit 
mefurer  la  furface' de  flotaifon  d'un  vaifleau. 

71.  Théorème.  La  furface  d'un  polygone  régu- 
lier a  b  dfg  h  (fig.  î  8)  eft  égale  au  produit  de  fbn 
périmètre,  par  la  moitié  de  fpn  rayon  droit  c  q.  Car 
un  tel  polygone  eft  compofé  d'autant  de  triangles 
égaux  que  ce  polygone  a  de  côtés,  &  chacun  de  ces 
triangles  ah  ce^  égal  au  produit  du  côté  ah  par 
|a  moitié  de  fa  hauteur  c^  j  dpnçla  furface  entiçrç 
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du  polygone  eft  égale  au  produit  de  tous  les  côté$ 
(ou,  ce  qui  revient  au  même  3  au  produit  de  fon 
périmètre  )  par  la  moitié  du  rayon  droit  ^  ou  au  pro- 
duit du  rayon  droit  par  la  moitié  du  pétimetre } 
donc»  ôccp 

,  Corollaire  I.  Donc  la  furface  d'un  cercle  eft 
igale  au  produit  de  fa  circonférence  par  la  moitié 
du  rayon ,  ou  au  produit  du  rayon  par  la  moitié 
de  .la  circonféreifce  ;  car  un  cercle  peut  être  regardé 
com^  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de 
côtés  y  dans  lequel  le  rayon  oblique  ne  diffère 
pas  du  rayon  droit  ;  donc  y  &c.  . 

.  Corollaire  IL  II  fuit  du  dernier  Corollaire 

2ue*la  furface  d'un  fejfbeur  acd  eft  égale  auprbr- 
uit  de  Tare  ad  qui  termine  ce  feSeur  par  la 
moitiié  du  rayon  (fig.  tf  8)  j  car  ce  fefteur  peut  être 
regardé  comme  une  partie  déterminée  du  cercle , 
p,ar  ixêrnpiç  >  la  fixiénae  ;  il  fadtira  donc  multipUer 
Vzïcadoa  la  (ixiéme  patrie  de  la  circonférence  par 
4a. moitié  du  rayon  y  &  l'on  aura  la  furface  cher- 
chée. Ou  bien  d'une  autre  manière ,  confidérant  |e 
fedeur  comme  compofé  d'une  infinité  de  triangles  , 
tels'que^âATc^  xcb  ^x^vlx  ont  tous  leur  fommet  au 
centre  &  dont  les  bafes  font  des  portions  infinimenr^ 
petites  de.  U  circonférence  »  l'on  aura^  la  furface  de 
chacun  de  ces  triangles  en  multipliatUt  fa  bafe  pat 
la  moitié  du  rayon  ou  de  fa  hauteur  y  dbnc  la  fur- 
face  totale  eft  égale  au  produit  de  toutes  les  bafe  s  » 
ou  d^  l'arc  ad  pj^r  la.  moitié  du  rayon  a  c. 

7  j . Théorème.  De  tous.Us polygones  réguliers  ifo 
périmeirôs ,  ccfi^-dirty  qui  oflt  des  périmètres  égaux  j 
celui  quh  a  le  plus  de  côtés. efi  le  plus  grand.  Soit  un 
pentagone  régulier  circonfcrir  au  cercle  m  (fig.  69)  y, 
&  un  exagoiie  régùli^  du  mêtue  périmètre  circoc^ 

fib  4 
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fcrit  au  cercle  a.  Il  eft  vifîble  (^4)  que  le  tercle  a  eft 
plus  grand  que  le  cQfclem\  ainfi  le  rayon  ap^mj?: 
or  eninfcrivanc  ces  figures  dans  des  cercles,  ap  Se 
fnp  feroier^t  les  rayons  droits  de  ces  polygones  •  Mais 
(  Théorème  précédent  )  pour  avoir  les  furfacôs  de 
ces  polygones ,  il  faut  multiplier  les  périmètres  qui 
font  ici  égaux  5  par  ap  ôc  par  mp  ;  donc  le  pre- 
mier produit ,  c'çft-à-dire  la  furfece  de  Texagone  , 
fera  plus  grande  que  le  fécond  prt>duit  ^  ou  la  fur» 
face  du  pentagone  ;  donc ,  &c,  41 

Corollaire.  Donc  de  tous  les  polygones 
réguliers  ifopérimetres  le  cercle  eft  le  plus  grand, 
car  on  peut  regarder  le  cercle  comme  un  polygone 
'^      régulier  d'une  infinité  de  côtés. 

74.  Théorème.  Un  cercle  a d m  (fig.  6S)  f/? 
^  ^al^  à  un  triangle  rectangle  cmn  ,  dont  la  bafc 
mn  efi  égale  àja  circonférence^dù  cercle  j  &  la  kau^ 
teur  cm  égale  au  rayon  du  cercle.  Car  (72)  la 
furface  du  cercle  eft  égale  au  produit  de  la  cir- 
conférence mn  par  la  moitié  <le  fou  rayon  cm  ; 
or  la  furface  du  triangle  redangle  cmn  ^^  égale 
au  même  produit  (70)  j  donc,  &c. 

CoRQLiAiRE.  Donc  la  couronne  circulaire 
mdapuy  comprife  entre  deux  circonférences  con-» 
centriques ,  eft  égale  au  produit  de  la  demi-fomme 
de  ces  circonférences  par  la  diftance  «  /»  de  tes 
circonférences.  Car  tirant  u q  parallèle  i  mn  y  les 
triangles  femblables  çuq  ,  cmn  donneront  eu  l'cm 
Il  uq  i  mn  ;  or  les  circonférences  de  c^s  cercles 
font  entr 'elles  comme  leiirs  rayons  eu  Se  cm  (^j), 
&  par  Gonféquent  comme  uq  ôc  mn  i  donc  la 
grande  eft  a  la  petite  comme  mnluq-^oth  grande 
eft  égale  i  mn  (  par  fuppofition  ) ,  donc  la  petite 
çft  é^ale  i  uq  'j^  donc  le  petit;  cercle  eft  égal  4 
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uqX >  &  lé  grand  eft  égal  imnX  — ,  c'eft-à- 

dire  que  le  petit  cercle  eft  égal  au  petit  triangle* 
cuq  y  &  le  gr^d  eft  égal  au  triangle  c/n/2;  donc 
la  couronne  circulaire  eft  égale  au  trapèze  uqmn=s 

^-r^--^ iX (71)  i  donc,  &c. 

75.  Theorime.  Deux  parallélogrammes  dont  Vun 
fait  appelle^  &  Vautre  qj  font  entr'eux  comme  lespro^ 
dîdts  de  leur  bafe  par  leur  hauteur.  Car  f oit  h  la  hau" 
teur  j  b  la  bafe  du  premier^  (la  hauteur^  g  la  bafe  du 
fécond.  La  furface  du  premier  fera  (70)  p's=.hb  ^ 
celle  du  fécond  fera  qr=ifg'^  donc pZq  II  h bxfg ;  or 
la  raiibn  de  hblfg  eft  le  produit  des  raifons  hlfôc 
blgy  donc  la  raifon  de  /?  t  ^  eft  compofée  des  raifons 
de  la  hauteur  à  la -hauteur  &  de  la  bafé  à  la  bafe  y  de 
partant  les  parallélogrammes  font  entr'eux  en  rai- 
fon compofée  des  bafes  &  des  hauteurs ,  ou  comnie 
les  produits  des  bafes  par  les  hauteurs. 

Corollaire  I.  Donc  les  triangles  font  en  raifon 
compofée  des  bafes  &  des  hauteurs  ;  car  les  trian^ 
les  font  Les  moitiés  de^  parallélogrammes  de  même 

fe&cae  même  hauteur  y  mais  les  moitiés  font, 
commje  les  tous  ;  donc  ,  &c. 

Corollaire  II.  Donc  les  parallélogrammes  qui 
ont  même  bafe  font  comme  leurs  hauteurs  ,  & 
s'ils  ont  même  hauteur  ils  font  comme  leurs  bafes*} 
il  en  eft  de  même  des  triangles. 

Corollaire  IIL  Donc  ceux  parallélogrammcis 
feront  égaux  fi  leurs  hauteurs  font  en  raifon  invcrie 
de  leurs  bafes.  Car  fi  kif\\g\b  ^  on  aura  h  b  ==/^, 
OMp  ra=z  q  :  ce  qui  a  lieu  auQî  pour  les  triangles. 

Corollaire  IV.  Si  les  parallélogrammes  font 
f<^mblables ,  ils  font  emr'eux  con;tme  les  quarrés 
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de  leurs  bafes  ,  ou  de  leurs  hauteurs ,  ou  même 
comme  les  quartés  de  leurs  côtés  homologues.  Oar 
dans  les  parallélogrammes  femblables  aBdcyfhig 
{  fig.  70  )  les  deux  triangles  cep  ^  fhp  font  fem- 
Ùables  (à  eau  fe  des  angles  homplogues  égaux  c&c  h^ 
&  des  angles  droits  p  & p)\  donc  ac  ifhilaplfp  y 
or  ac  l  fh  II  c d  l  h  i  (puifque  les  parallélogrammes 
font  fuppofés femblables  j  donc  cd  i  hi  il  ap  ifp. 
C  eft-à-dire  que  la  raifon  des  bafes  eft  égale  à  celle 
des  hauteurs  y  donc  la  raifon  qui  en  efl;  compofée 
eft  doublée  ,  &  par  conséquent  égale  à  la*  raifon  des 
quarrés  des  termes  d'une  des.raiipns  compofantes, 
ou  égale  à  la  raifon  des  quarrés  des  bafes  ^  ou  des 
quarrés  des  hauteurs  ,  ou  des  quarrés  des  cotés  ac 
êcfh  qui  font  entr'eux  comme  les  hauteurs  ap  ôc 
jfp;  donc  p  l  ql  b^lg^llA^  lf'-:i{acy  l  (/A)^ 

Corollaire  V.  Les  fnrfaces  des  triangles  fem- 
lylables  cady  hfi  (  parce  qùe^ces  triangles  ont  un 
angle  c  Çc  h  égal  de  part  Se  d'autre ,  &  les  côtés 
qui  comprennent  cet  angle  proportionnels)  font 
entr 'elles  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  cd  Se 
hi  y  de  leurs  jiauteurs  cup  &  fp  ,  de  leurs  côtés 
:hpmol6gues  fic  Se  fh  y  &:|)ar  cpnféquent  auflide 
leurs  côtés  ad  y  fi  qui  font  dans  IfS  mcme  rapport 
ique  ac  Se  fh.  Cela  eft  évident  y  car  ces  triangles 
SoTit  moitié  des  parallélogrammes  femi;^ables  ; 
;donc ,  &c.         ,  , . 

Corollaire  VI.  1^  furface  d'un  parallélo- 
gramme dont  la  hauteur  eft  A  &  la  bafe  b  eft 
égale  à  la  furface  d'un  quarré ,  doxit  le  côté  a  eft 
.moyen  proportionnel  entre  hSeb.  Car  fi  hlaWalby 
l'on  a  A  A  =?=  û*  }  or  A ^  eft  la  furface  -du  parallér 
Ipgrainme  &  a  <z  =  <i*  celle  d.u  quarré  ;  donc,  &c, 

7^.  TiiÉpRÇMg,  L<^  qHÇtrréM  i'byipqthénufe  d'un 
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triangle  rectangle  h^ice/i  égala  la  fomme  des  quarrés 
u&  m  faits  fur  les  côtés  qui  comprennent  l*anglfi  droit 
a  (  fig.  7 1  ).  Car  la  perpendiculaire  ap  abaiflce  de 
l'angle  droit  fur  Thypothénufe  divife  le  triangle 
^  ^  c  en  deux  triangles  femblables  entr'eux ,  Se  au 
grand  triangle  (5  5)  J  donc  ces  triangles  font  entr^ 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  ^ 
&  le  grand  triangle  eft  à  la  fomme  des  deux  au- 
tres comme  le  quarrc  de  l'hypotKénufe  du  grand 
triangle  à  la  fomme  des  quarrés  des  hypothénufes 
des  deux  autres.  Mais  la  furface  du  grand  triangle 
eft  égale  à  la  fomme  de  furfaces  des  deux  petits 
triangles  ;  ainii  le  quatre  de  rhypothénufe  b  c  efli 
^gal  a  la  fomme  des  quarrés  o&c  m  hits  fur  les  deux 
côtés  qui  comprennent  Tangle  droit. 

Remarque.  On  peut  démontrer  la  même  ckofè  de  cette 
autre  manière.  Selon  ce  que  nous  avons  d^ja  dit  (f  5) ,  chaque 
côte  du  triangle  41  ^c  eft  moyen  proportionnel  entre  Thypothé^ 
nufe  &  le  fegment  correlpondant  fait  par  la  perpendiculaire 
^p'^  donc  o=»=(Atf^*  =î^c  X  Bp  =  bpnx y  &  m==  (4 r)*=aB 
B c  Xpc^=px qc  'j  donc  o  +m5=*(^c)^  ^:;=B c qn» 

Corollaire  I.  Donc  le  quarré  de  la  diagonale 
ic  d'un  quarré  bacd  (fig.  6i)  eft  double  du  quarré 
du  côté  <2 1  ==  A  û  :  car  le  triangle  reârangle  b  a£.  eft 
ifocelle  y  donc  le  quarré  de  la  diagonale  eft  double 
du  quarré  de  l'un  clés  côtés  égaux  ac^  oxiba;  c'eft- 
à-dire ,  que  l'on  a  (A  c)^  2=  z  •  (^  c)*'=  2  •  [a by.  Donc 
appellant  a  le  côté  y  le  quarré  de  la  diagonale  fera 
xa^  &  celui  du  côté  fera  ^  ;  donc  le  quarré  de  la  diar 
gonale  fera  à- celui  du  côté  comme  ia^\a^\\ili  , 
&  la  diagonde  fera  au  côté  comme  \/i  :  i  \  mais 
V^i  eft  incommenfurable  avec  l'unité  ou  tout  autre 
nombre  quelconque  ;  donc  le  rapport  de  la  dia/<* 
gonale  au  côté  n'eft  pas  de  nombre  i  nombre. 

Cp^Voi^LAUiE  IL  Soit  a  rbypothéiiuf&^  h  Vim 
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des  côtés ,  c  l'autre  côté  d'un  triangle  redtangle , 
1  on  ajura  a*  s=2  A*  -f-  c*  ;  donc  b^  =  ^^  —  c*  ,  & 
b  =  \/(a»  —  c»).  De  même  c»  =  a»  —  i»  &  c  = 
\/{a*  —  A^)  ;  Ton  a  auffi  ^  =  \/(A*  +  c^)  ;  donc 
étant  donnés  les  deux  côtés  pour  avoir  l'hypothé- 
nufe  ,  on  prendra  la  racine  de  la  fomme  de  leurs 
quarrés  ;  mais  étant  donné  un  côté  &  Thypothénufe 
Ton  aura  l'autre  coré  en  retranchant  le  quatre  du 
côté  donné  du  quarré  de  Thypothénufe ,  &  prenant 
la  racine  du  refte. 

77.  Théorème,  Les  furfaces  des  polygones  fem-- 
blabks  font  entr* elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ou  même  de  leurs  lignes  homo^ 
logues.  Car  (  fig,  55)  les  polygones  femblables 
abcdf  ^  ghilm  peuvent  être  divifés  en  triangles 
femblables  par  les  lignes  homologues  acy  ad  8c 
gi  y  g l  {^i)'  De  même  les  polygones  réguliers 
femblables  (  fig,  5  (^  )  peuvent  être  divifés  en  un 
même  nombre  de  triangles  femblables  par  leurs 
rayons  obliques  ;  or  les  aires  ou  Yurfaces  de  ces 
triangles  font  entr'elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ;  donc  (fig.  5  5  )  Taire  du  poly- 
gone /?  çft  à  Taire  du  polygone  x  comme  la  fomme 
Aqs  aires  qui  compofent  la  furface  du  premier  à  la 
fomme  des  aires  qui  compofent  la  furface  du  fé- 
cond :  mais  (  à  caufe  que  les  polygones  femblables 
ont  leurs  côtés  &  par  conféquent  les  quarrés  de  ces 
côtés ,  auflî-bien  que  les  triangles  faits  fur  ces  co- 
tés' ,  proportionnels  )  on  peut  confidérer  les  aires 
qui  compofeiit  la  furface  p  comme  la  fomme  des 
antécédens  ,  &  les  aires  qui  compofent  la  furface  x 
comme  la  fomme  à^s  conféquens  d'une  fuite  de 
raiCoris  égales  5  donc/?  :  x  comme  l'aire  du  triaiv 
gle  afd  eft  à  Taire  du  triangle  fe«ïbkble|^/7z /:  ;  («/)* 

Më^Yi*^{^dyi{gi]\ 
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Corollaire  L  Donc  (  fig»  ^6)  les  polygones 
réguliers  femblables  font  entr'eux  comme  les  qiiar- 
rés  de  leurs  côtés  homologues  ag,  A  r,  ou  comme 
les  quarrés  de  leurs  périmètres  ,  qui  font  entr  eux 
comme  les  côtés  de  ces  polygones  ,  lefquels  côtés 
font  entr'eux  (d^j)  comme  Les  rayons  droits  ou  obli- 
ques i  donc  les  furfaces  des  polygones  réguliers 
Semblables  font  entr'eiles  comme  les  quarrés  des 
cotés  ,  des  périmètres  ,  des  rayons  droits ,  &c  des 
rayons  obliques. 

Corollaire  II*  Donc  les  cercles  font  entr'eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  lignes  homologués  ^  * 
des  circonférences ,  des  cordes  oes  arcs  femblables  ^ 
des  arcs  femblables  ,  des  rayons  &  des  diamètres  y 
de  forte  que  le  rayon  d'un  cercle  étant  Jfuppofé 
double  de  celui  d*un  autre  cercle ,  le  premier  fera 
au  fécond  comme  4:1. 

Corollaire  IIL  Donc  les  demi-cercles  faits 
fur  Thypothénufe  &  les  côtés  d'un  triangle  redfcan- 
gle  ab  c  (fig,  72)  font  entr'eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  diamètres  ;  mais  le  quarré  du  diamètre  du 
demi-cerçle  Bac^  c'eft-à-dire ,  le  quarré  de  l'hy pa- 
thénufe  eft  égal  à  la  fomme  des  quarrés  des  deux 
autres  diamètres  ,  ou  des  deux  côtés  ab,  acy  donc 
le  grand  demi-*cercle  eft  égal  à  la  fomme  des  deux 
autres.  Et  fi  le  triangle  bac  (fig.  73)  eft  ifocelle ,  le 
demi-cercle  bac  fera  le  double  du  demi-cercle  b oa^ 
ou  a  oc.  C'eft  pourquoi  fi  du  quart  de  cercle  pbx  a. 
Se  du  demi-cercle  hao  y  on  retranche  le  fegmenic 
commun  axba^  l'on  aura  le  triangle  bap  égalai 
la  lunule  boaxb  *  '^  or  nous  dirons  bientôt  com- 

.  *  On  appelle  les  lunules  aobxa^a&cxa  lunules  (^Hypù* 
crate  y  parce  ^ue  ce  Géomètre  en  a  trouvé  le  premier  k 
joadrature* 
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ment  on  peut  quarrer  un  cciangle  y  donc  on  peur 
quarrer  cette  lunule. 

Corollaire  IV.   Pour  faire  un  demi -cercle 
ima{{ig.ji)  qui  foit  à  un  autre  demi-cercle  anc 
dans  un  rapport  donné  de  1  ;  i  ;  par  exemple,  preness 
ipdei  pieds,  ou  1  pouces,  &c.  y  8c  pc  d'un  pied , 
ou  d'un  pouce,  &c.  Sur  bcy  comme  diamètre,  décri«  ^ 
vez  un  demi-cercle.  Par  le  point  p  tirez  la  per- 
pendiculaire p  a  jufqu'à  la  rencontre  de  la  demi- 
circonférence  ,  tirant  enfuite  les  cordes  bay  acy 
le  triangle  bac  fera  rectangle  en  a  (parce  que 
l'angle  a  eft  appuyé  fur  un  diamètre  )  >  &  chacun 
des  côtés  ba\b)y  ac{c)  fera  moyen  proportionnel 
entre  l'hypofhénufe  (û)  &  le  fegment  correfpon- 
dant  j  de  forte  qu'en  faifant  bp  =:x  ^  pc  ==p  y 
l'on  aura  b^  z=iax  ^  c^z=z ap;.  donc b^  l  c^llaxl 
apWxlp.  Mais  les  demi-cercles  faits  fur  les  côtés 
b  ôc  c  font  comme  les  quarrés  ^^  &  c^  de  leurs 
diamètres  j  donc  ces  demi-cercles  font  entr'eux 
comme  les  fegmens  x  Se  p  j  donc ,  &c. 

78,  Problème.  Etant  donnée  une  figure  p,  ^/i 
confiruire  une  femblable  Xy  de  forte  que  p  fou  à  x 
dans  un  rapport  donné  de  i  û  2 ,  par  exemple  (fig.74)* 
Ayant  pris  une  ligne  hc  (fig.  71)  à  difcrétion,  cou- 
pes^ cette  ligne  en  deux  parties^/? ,  /7c,  de  ma- 
nière que  p  b  foit  i  pc  dans  le  rapport  donné  de  x 
2Lp  y  ayant  enfuite  mené  les  lignes  ba  y  ac.  Prenez 
fur  ac  {  prolongée  s'il  le  faut  )  adz=  afy  tirez  dx 
'parallèlement  àbcy  ax  fera  le  côté  homologue  gm» 
Pour  trouver  les  autres  côtés  de.;ir ,  faites  abiafi  : 
ax  =  g  m  l  if  l  fera  =  gk  côté  homologue  à  .ba^ 
Ou  bien  cherchez  une  quatrième  pioportionnelle 
.aux  lignes  afy  ah  y  gm^  cette  quatrième  propor- 
tionnelle fêta-  =a=  gk.  Pour  avoir  mJ y  (^ites.a/t 
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fdzigmimly  &  ainfi  des  autres.  Faites  enfuite 
les  angles  g^  m^  l^  &c.  égaux  aux  angles  corret- 
pondans  ^ ,  /,  ^ ,  &e.  Difpofez  lesl^otés  trouvés 
autour  de  ces  angles  ,  &  le  Problème  fera  réfolu. 
Car  vous  aurez  ;^:/?:;  {g^)^l{af)**  Mzisgm{deh 
fie.  74)  eft=:tfAr(fig.7i),  &a/(fig.74)  eft=flrf 

(fig.  72)  i  donc  AT  :/>  ;:  (ax)»  :  (ad)^  :;  (a^)*  :(tf 4» 

(a  caufe  des  parallèles  bc,  xdqui  rendent  les  trian- 
gles bac  y  ad  X  femblables  )  llbpl  pc  (77) ,  ou  ici 
comme  2  :  i.Si  le  polygone/?  étoit  régulier,  tous  fes 
côrés&  ceux  du  polygone  x  feroie/ic  égaux  entr'eux, 

75>.  Problème.  Benne  donnée  la  haueeur  \i&  la 
bafc  b  d'un  parallélogramme  a  b  d c  (fig.  70) ,  erou-* 
ver  un  quarré  qui  lui  Joie  égal  en  furface.  Soit  1{ 
de  ce  quarré  =  x.  En  raifant  h  i  x  il  x  l 
aura  a?»  ===  A* ,  &  jï?==  y^(A  b)  j  c'eft-à-dire^ 
le  côté  du  quarré  cherché  eft  moyen  proport;^onnel 
entre  la  bafe  Se  la  hauteur  du  parallélogramme. 
Or  1  on  fait  trouver  (54)  une  moyenne  proportion- 
nelle entre-  deux  lignes  ^  donc  y  &c. 

CoROLiÀiRH  I.  Si  le  parallélogramme  eft  rec- 
tangle ,  fa  hauteur  ne  diffère  pas  de  fon  côté  per- 
endiculaire  à  la  bafe  ^  &  il  n'y  a  rien  à  changer  à 
a  méthode. 

CoRottAiRE  II.  Pour  quarrér  un  triangle  cady 
il  fuffit  de  prendre-  une  moyenne  proportionnelle 
entre  la«bafe  &  la  moitié  de  la  hauteur,  ou  entre  la 
hauteur  apôc  la  moitié  de  la  hditcd.  Car  le  quarré 
de  cette  ligne  fera  égal  à  la  furfâce  du  triangle. 

Corollaire  III.  Pour  quarrer  un  polygone 
réjgulier  il  fulfitde  prendre  une  moyenne  géomé- 
trique entre  fon  périmètre  &  la  moitié  de  fon 
fayon  droit ,  ou*  entre  fon  rayon  droit  ^  la  moitié 
de  fon  périmetfe^  Car-un  polygoi^:  régulier  eft  ég^l 
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au  produit  de  fon  périmètre  par  la  moitié  de  'fon 
rayon  droit  hi)  ;  il  eft  donc  égal  à  un  reélangle  , 
dont  la  bar#  feroit  égale  au  périmètre  &  la  hau- 
teur égale  à  la  moitié  du  rayon  droit  ;  donc  ,  Sec* 
Corollaire  IV.  Donc  la  iurface  d'un  cercle  a  dm 
(fig,  6%  )  eft  égale  à  un  quarré  ,  dont  le  côté  feroit 
moyen  proportionnel-géométrique  entre  la  circon- 
férence &  la  moitié  du  rayon.  En  effet  ce  cercle  eft 
égal  au  triangle  re£kangle  cmn  y  dont  la  bafe  mn 
égale  à  la  circonférence ,  &  la  hauteur  c  m  égale 
au  rayon  du  cercle  ;  donc  (  Corollaire  II  )  la  fur- 
face  de  ce  cercle  eft  égale  au  quarré  dont  le  coté  eft 

moyen  géométrique  entre  mn  àc  —  j  donc ,  &c. 

Remarque.  On  pourroit  donc  quarrer  le  cercle 
géométriquement  fi  étant  donnée  la  circonférence 
on  pou  voit  trouver  géométriquement  le  diamètre, 
&  par  conféquent  le  démi-diametre  ou  le  rayon  j 
mais  on  n  a  pu  jufqu'ici  trouver  en  nombres  le 
rapport  du  diamètre  à  la  circonférence.  Le  rapport 
approché  du  diamètre  à  la  circonférence ,  donné 
par  Archimede ^  eft  celui  de  7 : 1 2.  Celui  de  Métius 
eft  de  1 1 j  :  355.  Un  autre  Géomètre  le  donne 
de  1 00  : 3  f  4.  Si  Ton  fait  le  diamètre  ===  i  ,  la  cir- 
conférence fera  =  j  •  141 59  à-peu- près  ,  de  forte 
que  ce  rapport  eft  1  :  )•  141 59  :  mais  ces  rapports 
ne  font  qu'approchés.  Si  Ion  veut  favoir  qu^l  doit 
être  à'peU'près  le  côté  d'un  quarré  égal  à  un  cercle 
de  14  pieds  de  diamètre,  on  peut  faire  7;zz:î 
1 4  :  jt  =  ^~  ==  44 ,  ci  rconférence  du  cercle  donné. 
Multipliant- la  circonférence  44  par  f,  moitié  du 
rayon  ,  le  produit  154  pieds  quarrés  fera  la  fur- 
face  du  cercle  ,  &  prenant  une  moyenne' géomé- 
trique entre  la  circonférence  &  la  moitié  du  rayon  ^ 

on 
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oti  auta  le  côté  du  quarré  cherché ,  ou  bien  en  nom- 
bres prenant  la  racine  de  i  5  4  ,  en  s'en  tenaht  aux 
dixièmes  vous  aurez  le  côté  du  quarré  égal  à  i  z  -4, 
c'eft-à-dire  que  le  côté  cherché  eft  de  1 2  pieds  & 
quatre  dixièmes  de  pied  à-peu-près.  En  fe  fervant 
a  un  rapport  plus  exaâ: ,  de  celui  de  Mctius  j  par 
exemple  ^  on  trouvera  dans  les  difïeréns  cas  des 
circonférences  fort  approchées.  Si  étant  donn^||la 
circonférence  on  demandoic  le  diamètre ,  on  le 
trouveroit  avec  la  même  facilité  par  une  fimple- 
règle  dé  trois.  Si ,  par  exemple ,  on  demande  le 
diamètre  d'un  cercle  dont  la  circonférence  feroic 
' de  66  pieds ,  l'on  fera  i%\j\\66lx^=^ii  à-peu- 
près  j  c'eft-à-dire  ,  que  le  diamètre  cherché  eft 
a-peu-près  de  11  pieds. 

80.  Problème.  Réduire  un  polygone  quelconque 
f  abcd  (fig.  j^)  en  un  polygone  de  mêmtfurfaCej 
&  qui  ait  un  côté  de  moins.  Tirez  la  diagonale  fc , 
&  par  le  point  d  men^-lui  la  pyallele  dp  jufqu'â 
la  rencontre  ào  af  prolongée  s  11  le  faut ,  par  le 
point  c  &  le  point  /  tirez  la  ligUe  pc  y  h  figure 
ab  cp  aura  évidemment  un  coté  de  ihoins que  la 
£gure  propofée  >  &  de  plus  lui  fera  égale  en  fur- 
face  :  car  par  cette  opération  vous  retrancher  le 
triangle  /if  c  ,  mais  auffi  vous  ajoute2  le  triangle 
fcp  :  or  ces  deux  triangles  font  égaux  en  furface  , 
ayant  même  bafe  fc&c  même  hauteur,  puilquils 
oiit  leur  fommet  fur  une  même  ligne  dp  pa-« 
"  ralleleà  leur  bafe.  Eh  opérant  de  même  on  rçduira 
4L  bcp  a  en  une  figure  de  trois  côtés ,  c'eft-â-dire  ^ 
^n  triangle.        ^  /  . 

Corollaire  L  Donc  on  petit  réduire  un  poly- 
gone reétiligne  en  un  triangle  de  même  furface. 

CôROLLAini  il.  Donc oa  peut  quarrer  tour 
Tomt  /•  Ce 


\ 


4o;l   Cours  de  Mathématiques. 

polygone  reAiligne ,  puifque  {79)  nous  ùevons 
quaker  un  triangle. 

Remarque.  On  peut  avoir  la  furface  d'un  poty- 
gone  quelconque ,  en  réduifant  ce  polygone  en 
triangles  par  le  moyen  des  diagonales  que  l'on 
cirera  dans  ce  polygone  ;   cherchant  enfuite  les 
furfaces  de  chacun  de  ces  triangles ,  la  fomme 
d|^ces  furfaces  donnera  la  furface  du  polygone» 
Pott  avoir  la  furface  d'un  triangle ,  dont  on  con- 
noît  la  bafe  »  il  fuffit  de  chercher  fa  hauteur  pour 
.  la  multiplier  par  la  moitié  de  la  bafe>  or  la  hau- 
teur fe  trouve  en  abaiflànt  une  perpendiculaire  du 
fommet  d'un  angle  fur  la  bafe  oppofée  >  laquelle 
bafe  doit  être  prife  pour  la  bafe  du  triangle. 

Des    Plans. 

Si.  Le  Plan  eft  une  furface  unie ,  qui  n'a  ni 
enfoncement  ni  élévation.  Nous  coniidererons  les 
Plans  comme  ay^t  une  étendue  infinie.  - 

Un  Plan  eft  oit  fcrpendiculaire  fur  im  autre 
Plan  ,  lorfqu'iUle  rencontre  fans  pencher  d'un 
côté  ni  de  l'autre.  De  mècne  une  ligne  eft  dite 
perpendiculaire  fur  un  Plan  y  lorfqu'elle  rencontre 
ce  Plan  fans  pencher  d'aucun  côte. 

82.  Théorème,  i^.  Si  une  ligne  z ch  *  rencon-* 
tre  un  Plan  dmg  (  fig.  j6)  ^  la  rencontre  fera  un 
point  c.  1^.  Une  ligne  acné  peut  avoir  deux  points 
communs  avec  un  Plan  ^  fans  être  toute  entière  fur  ce 
Plan  j  autrement  elle  ne  feroit  pas  droite*  3  9.  La 
pojztion  d^un  Plan  à  c  ta  eft  déterminée  par  trois 
points  d  ,  c,  m  çtti  ne  font  pas*  en  ligne  droite  ^ 
car  il  eft  viiîble  qu'alors  le  Plan  auquel  ces  trois 
.*    .        ■  '■  ■  "         " '  ' 

*  Il  fiiBt  concevoir  le  fwt  a  aardeflîii  ds  Flaxx  de  h  figure. 
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points  apparcietinenc  ^eta  fixeér  4^.  Si  un  pian  pcd 
rencontre  un  plan  g  m  c  ,   la  feSion  c  d  fera  une 
ligne  droite  :  puirque  cette  feâion  éft  commune  à 
l'un  &  l'autre  plan.   ^^.  Si  deux  plans  parallèles  -j 
c^eji-à-^dire  qui  ne  s* approchent  ni  ne  s'éloignent  ^ 
tels  que  a  b  <&   f g  (  fig,  77  )  font  coupés  par  un 
troifiémc  Plan  ab  fg  ,  les  ferions  ab  ,  f  g  feront 
évidemment  dans  le  Plan  coupant  &  parallèles  entre 
elles  ;  car  autrement  les  Plans  ah  ^fg  fe  rencon- 
treroient,  ce  qui  ne  peut  être,  puifqu'ils  foht  pa- 
rallèles. 6^.  Si  une  ligne  ac  (  ng.  j6  )  ejl  pirpen^ 
diculaire  fur  un  Plan  dccn  ,  elle  doit  être  perpen-- 
dicuhdre  fur  toutes  les  lignes  c  g  j  c  d  ,  &c.  tirées 
fur  ce  plan  par  le  point  de  rencontre  ;  car  autre-" 
ment  elle  pencheroit  d*ttn  côté  ou  dç  l'autire.  Doncj 
les  angles  acg y  ^crf  doivent  être  droits*  ,7°.  On 
ne  peup  £un  point.z  hors  d'un  Plan  j  ou  d'un  point  c 
dansun  Plan  mener deu^^pespendicula^r^s  à  ceJPlant 
car  il  eft  viiîble  que  les  lignes  ag  Se  cp  penchent 
plus  d'an  coté  que  de  l'autre.   8^«  X^  commune 
feàion  ab  ( %•  78  )  <&J  deux  Plan^  gm  ,  pn  ptr^ 
pendiculaires  fur  un  ttoifiétne  plan  cà,^  efi perpcn^ 
diculaire  far  ce  trojfiéme  Plan.  Si  par  1^. point  A 
commun  aux  deux  plans  gm  f  p  n  un,  tpeœ  une 
perpendiculaire  ^ ^  au  plan  cd  ^  cette,  perpen- 
diculaire^ doit  fe  trouver  dans  les  deux  Plans  ^^ 
autrement  elle  pencherait  d'un  côté  ou  de  1  autre« 
Cette  perpendiculaire  eft  donc  là  k^oti  cotn^ti^e 
des  deux  plans^ 

8  )  «  T  H  i  o  R  £  M  fi.  VlncUnaifon  de  dekx  Plaf\s 
b  n  >  b ^  (iig*  79)  *  dok  $*tpmer  pat  ViQigle  dx p , 

^  It  ^t  cônteroir  k  figne  xd  (  qiiï  appattient  aufeooiid 
llaâ }  coditee  a)^t  £m  cxKi^cé  i/^n  Taie» 
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formé  par  deux  lignes  d  x  ,  p.  x ,  perpendiCidaira 
fur  lafeSion  zhdeces  deux  Plans  j  &  menées  l*unc 
dans  le  plan  bn  6^  l^ autre  dans  le  Plan  bq.  Car 
fi  l'on  conçoit  d  abord  les  deux  Plans  exaâiement 
appliqués  l'un  fur  lautre ,  &  qu'enfuite  ces  Plans 
viennent  â.  s*écarter  »  le  point  d  en  s'éloignant  du 
point  p  décrira  lare  pd  mefure  de  Tangle  pxd^ 
ou  de  Tangle  que  forment  les  deux  Plans  6n  ,  bq. 
Remarque.  L'inclinaifon  d'une  ligne  p  c  tm 
un  plan  m  c  i  (  fig,  7^  )  eft  égale  à  l'angle  pcd  formé 
par  la  ligne  pc&c  h  ligne  ed  menée  du  point  c  où 
p  c  rencontre  le  Plan ,  au  point  ^'où  la  perpendicu- 
laire abaiflfée  de  l'extrémité  p  de  cette  ligne  ren- 
contre le  même  plan.  Car  fi  l'on  conçoit  cp  cou- 
chée fm  cd y  en  écartant  enfuite  la  ligne  cp  de 
c  d  y  le  point  x  qui  fe  trouvoit  en  d  au  commen- 
cement du  mouvement  décrira  VsLtcdx,  mefure 
de  l'angle  pcd  y  qui  eft  évidemment  l'inclinaiion 
de  cp  par  rapport  au  plan» 

84.  Théorème.  La  di/iance  d'un  point  p  à  un 
Plan  fe- mefure  par  la  perpendiculaire  pd  ahaifjée 
de  ce  point  fur  le  Plan.  Car  p  d  eft*  plus  courte 
que  cp  'y  puifque  pdefk  perpendiculaire  fur  la 
ligne  cd  y  tandis  que  cp  lui  eft  oblique. 

85.  Théorème,  i^.  Si  plufieurs  Plans  fc  coït- 
pent  dans  la  mime  ligne  j  les  angles  qu'ils  fom»* 
ront  autour  de  cette  ligne  vaudront précifément  3  60^. 
%^.  Si  plufieurs  Plans  parallèles  font  coupés  par  un 
Plan  quelconque  j  les  angles  correfpondans  ^  les 
angles  alternes  -  internes  ^  alternes-externes  feront 
égaux  ^  &  deux  angles  fou  intérieurs  j  foit  exté-- 
rieurs  du  mime  coté  du  Plan  coupant  j.  l'un  appaX'* 
tenant  à.Tun  des  Plans  parallèles  y  &  le  fécond 
à  un  autre  ^  vaudront  dçux  angles  droits.  5^.  .Si 
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un  Plan  en  coupe  un  autre  ^  les  deux  angles  de 
Juite  que  forment  ces  Plans  vaudront  deux  angles 
droits.  De  même  deux  Plans  feront  parallèles  ^  fi 
étant  coupés  par  un  tfoifiéme  Plan  y  les  angles  cor'^ 
r<fpondans  font  égaux ^  files  angles  alternes-internes 
ou  alternes-externes  font  4gaux  ^  &c.  Tout  cela  fuit 
évidemment  de  la  naruré  des  Plans  ,  &  de  là  me- 
fure  de  Pangle  de  Tinclinaifon  des  Plans  qui  fe 
rencontrent. 

S6.  Théorème.  Deux  droites  de,  gc  qui  Je 
rencontrent  en  un  point  c  ^  font  toujours  dans  un 
même  Plan.  Car  la  furface^ci/,  dans  laquelle  fe 
trouvent  ces  droites  eft  évidemment  un  Plan. 

87.  Théorème*  Deux  droites  ac,.pd  perpen-' 
diculaires  fur  un  Plan  ^cà  font  parallèles.  Car  joi- 
gnant pax  la  ligne  c.  d  les  points  de  cencontre  de 
ces  lignes  ayec  le  Plan  >  les  lignes  ac  y  pd  feront 
perpendiculaires  fur  la  même  ligne  cd  {i^}'y  donc 
félon  ce  que  nous  avoirs  dit  ci-deflus  (18)^  ces 
lignes  foiit  parallèles* 

.  818.  Théorem^b..  Si  deux  Plans  font  parallèles  y 
une  ligne  perpendiculaire  à  l^un  des  deux  fera  per-^ 
pendiçulaire  à  l^autrd  Cm  autrement  ce  fécond 
Plan  feroit  incliné  fur  une  perpendiculaire^  au  per- 
mier;  donc  il:  feroit  auffi  incliné 'au  premier  y  donc 
il  ne  lui  fèroit  pas.  parallèle  >  ce  q,ui  ef^  contra 
la  fHippofition  ;.  donc,  &c. 

DistMiTiOM.  On  q^eUetfA^il /a/iàè  ^tm  angle  r 
(fig.  8ç.)  formé  par  le  concours  de  plufieurs  angles  plans» 
(  ^uxMgU  jplan  eft  la.  fiiriacc comprife  entre. les. cfic^  d'un 
angle  rc6Hligne  ^)acb ,  ac  dy^dcb  *  itti.  c&ypar  exemple ,, 

*  n.  ftiit  cônccvbit  le  point  c  élevé  au-dcflus  dû  plan  & 
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un  des  colas  d'un  dé  à  jouer.  Il  efb  évident  que  deux  angles 
plans  ac6  ,  ac d  nt  fuâUeac  pas  pour  h^ntx  uneQ>aGe  , 
qu'il  en  faut  gu  œoins  trois  pour  rornier  un  angle  fblide  ^ 
&  que  deux  quelconques  de  ces  trois  font  plus  grands  que 
le  trôifiërne.  Par  exemple  ,  les  deux  angles  acb  ^  a  c  d  pris 
ekfemble  forment  une  (urfiice  anguleufe  da^cb  plus  grande 
que  le  troifiéme  angle  plaadicit 

^9*  T^ykû<y%%u%»  Tous  les  angUs  qui  forment  un  angle 
fçlide  valent  toujours  moins  de  )éo^  (fig«  8i  )•  Car  les  angles 
^^fi  fcg,  &c.  autour  du  point  c  v^ent  feulement  3^6*j 
dpnc  Ci  l'on  fuppofe  qu^n  élevé  en  l'air  le 'point  c  pif- 
qu'en  a. ,  par  exempU  y  les  côtés  de,  fcy  cg^  ftc,  s'sdlen- 
geronc  &  deviendront  da  ^fa^  ga^  Sec*  le^  baies  df^ 
f^y  ^c^^eft^nc  les  mêmes  j  doftc  les  allées /c<^,  fcgy  &ç» 
diminuçront  'y  donc  les  ^nglçs  plans  qui  forment  l'angle  Cor 
lide  d  vàudçoiit  moins  de  3  69^ 

:       J^  S  S      S  Q  L  I  n  E  S. 

$é/'ïiJe  Sôliïle  géom'etri^è  j  ànqnel  feut  il  efi, 
ici  ^iief^ian ,  eft  une  étendue  qui  a  tes  crois  dî- 
jVïenfians  ,  longaeur ,  lârgeUf  &  pFofo»d!e»r  **  Oh 
appelle  piifihe-  un  Solide ,  dSolit  la  groffeur  eft  la 
même  dans  toute  fa  longueur.  On  peut  le  conce- 
voir (ôtttii  par  le  mouvement  d'un  pk»  qu'on 
noihmé  bàfs  du  prifme  ^  k^\  montt  paFaJtelement 
â  lui  même  fe'long  du  c4t^  dh  du  prilme  (%.  Si), 
&"  qui  laîflfe  partout  dei  tia<îes  d*«ne  ëpaiflfeur  fort 
petite..  Le  priffiie  tk  ^^ftWè  mangulair'e  j  qundran-^ 
gulaire  yp^nêètgenal  j  Mdgc^l  j  Çt^.  felo»  que  le 
plan  générateur  eft  un  mangle ,  un  quadrilatère  , 
un  j>eqtagoiie^  &c.  De  cetf^  génération  duptifitte , 
il  mit  que  chaque  cbté  d«t  polygone  généfatkup  dois 


'1 1 1   r  III  »*jLi^<^ 


"^Le  corps  eftun  affëmbtage'de  pardcsmatérlëliesqaî  fe  trout 

▼«nt  fmwcntdans  l'efpace  q«<»  nnnc  appolIrtn^yn/rV^,  r <*pi^n^ai^y 

^ien  des  gens  donnent  le  nom  de  folide  au  corps  ,  confia* 
dant  mal-i-propôs  le  folidit  géométrique  aVeç  \é  fdîdt  vkyt 
fipe,  ^    \        '  ^ 
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décrire  un  parallélogramme  pendant  le  mouve- 
ment de  ce  polygone  générateur.  Si  le  polygone 
générateur  eft  un  cercle  (  fig.  8  j  )  ,  le  prifme  eft 
appelle  cylindre.  Si  le  plan  générateur  eft  un  pa- 
rallélogramme y  le  prifme  prend  le  nom  de  par^âlé" 
lipipede.    Si  le  plan  générateur  eft  un  parallélo- 
gramme reârangle  ,  on  a  un  paralUlipipede  reclan» 
gle.  Si  le  plan  générateur  eft  perpendiculaire  dans 
fon  mouvement  au  côté  ,  le  priune  eft  droit  ;  s'il 
lui  eft  oblique ,  le  prifme ,  le  cylindre  ,  le  pàrallé* 
lipipede  font  dits  obliques.  Si  le  plan  générateur 
eft  tm  quarré  ,  &  que  dans  fon  mouvement  il  foit 
perpendiculaire  au  côté  ad  (fig.  84),  le  folide 
fera  un  cube  ,  pourvu  que  le  côté  a  d  fbit  égal  au 
côté  ab  àvL  quarré  générateur.  Une  ligne  droite 
tirée  du  centre  de  la  bafe  fupérieure  au  centre  de 
la  bafe  inférieure  d'un  prifme  où  d'un  cylindre , 
s'appelle  l'axe  du  prifme  ou  du  cylindre  :  telle  eft 
la  ligne  a  a  (  fig.  81  &  8}  ).  Si  Taxe  eft  perpendi- 
culaire fur  les  bafes  fupérieure  &  inférieure  (  qui 
font  toujours  parallèles  ) ,  les  prifmes  &  cylindres 
font  appelles  droits;  mais  fi  l'axe  eft  oblique  fur  les 
bafes,  le  prifme  eft  dit  oblique ^Cc  fa  hauteiurdoit  s'ef- 
timer  par  une  perpendiculaire  menée  entre  les  deux 
bafes  parallèles  ,  en  en  prolongeant  ime  s'il  le  faut. 
Une  pyramide  eft  un  folide  dont  la  bafe  eft  un 
polygone  ,  &  qui  eft  terminée  par  des  furfaces 
triangulaires  qui  forment  un  angle  folide  ,  qu'on 
appelle  le  fonzmet  de  la  pyramide  (fig.  85).  Si  Ton 
fait  mouvoir  une  ligne  ad  àt  manière  que  fon 
extrétnité  a  reftant  fiice  ,  l'extrémité  <f  parcoure  le 
contour  du  polygone  b  dfg  h ,  cette  ligne  engen- 
drera dans  ce  mouvement  la  furface  latérale  da 
iblide ,  qu'on  appelle  pyramide.  Si  le  plan  de  U 
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bafe  eft  un  triangle ,  un  quadrilatère ,  un  pen- 
tagone» &c.  U  pyramide  eft  appellce  triariffilaire  ^ 
quadrangulaire  j  pentagonale  j  &c.  Si  le  plan  de  la 
bafe  eft  un  cercle  (  fig..  86  )  la  pyramide  prend  le 
nom  de  cône ,  de  forte  qu'un  cône  n'eft  autre  chofe 
qu'un  folide  ,  dont  la  bafe  eft  un  cercle  &  qui  finie 
en  pointe.  Une  ligne  tirée  du  fommet  du  cône  ou 
delà  pyramide  au  centre  de  la  bafe,  s'appelle /'a^r^ 
du  cône  ou  de  la  pyramidç*  Si  i'axe  eft  perpendicu- 
laire à  la  bafe»  la  pyramide  e&  droite^  de  même  dans 
ce  cas  le  cône  eft  droit.  Une  lign^  a  m  (fig.  8j)  abaif- 
fée  du  fommet  du  cône  ou  de  la  pyramide  perpen- 
diculairement fur  le  plan  de  la  bafe  prolongée  s'il 
le  faut ,  mefure  la  hauteur  de  la  pyramide  ou  du 
çone.  L'apothème  d'une  pyramide  droite  (fig*  8 1  ) , 
dont  la  bafe  eft  un  polygone  régulier  (  nQj^s  défigne- 
rons  dans  la  Aiite  cette  pyramide  en  l'appellant  Am- 
plement/^yra/Tzit/^  droite  ) ,  eft  une  ligne  a.p  tirée 
du  fommet  perpendiculairement  fur  un  desçotés  de 
la  bafe  de  la  pyramide. 

Si  un  demi -cercle  amb  fe  meut  autour  du 
diamètre  a^  { fig.  87 ) •  il  engendrera  un  folide 
rond  y  dont  tous  les  points  de  la  furface  feront 
également  éloignés  du  point  c  qu'on  nomme  cen-^ 
fre  :  ce  folide  s'appelle  fphere  ou  globe.  L'arc  u  n 
engendrera  une  calotte  fphérique  nal  ^  le  feéleur 
circulaire  ncl  engendrera  un  feci^ur  fphérique 
ri  aie  j  &  le  demi-fegment  nag  engendrera  un 
fegment  fphériqne  n  a  Ig^  La  partie  de  la  furface 
iphérique  comprife  entre  deux  plans  parallèles 
pip  ^  ni  s*appelle  une  \qne^  * 

9 1 .  Les  \  folides  font  réguliers  ou  irréguliers.. 
J-es  folides  réguliers  font  ceux  qui  font  terminés 
jàç  çpus  çoih  par  de$  face$  égales  &  réguUere$. 
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Les  folides  irréguliecs  font  ceux  qui  font  terminés 
par  des  furfaces  qui  n'ont  point  ces  conditions^ 

Il  y  a  cinq  folides  réguliers.  Le  tétraèdre ,  qui  n*eft  qu'une 
pyramide  terminée  par  4  triangles  égaux  &  équilatéraux 
(ng.  88).  Le  cube  ou  l'exaedre  {fig.  84)  terminé  par  iîx 
quarrés  égaux.  L'u£?i2iri//'f  (qui  n'eft  qu'une  double  pyramide 
quadrangulaire  1  efl  terminé  par  8  triangles  égaux  &  équila- 
téraux (  fig.  8^  ).  Le  dodécaèdre  eft  terminé  par  i  z  pcnta-» 
gones  égaux  &  équilatéraux  (  fig.  ^o  ).  Enfin  Vicofaedre  eft 
terminé  par  lù  triangles  égaux  Se  équilatéraux  (fig«^i). 

^2.  Corollaire  I.  Parce  que  les  Solides  réguliers 
font  terminés  de  tous  côtés  par  des  ngures  régulières  égales , 
il  eft  clair  qu'on  peut  les  infcrire  dans  une  Q>here,  de  ma- 
nière que  tous  leurs  angles  fe  trouvant  à  la  {îirfàce  de  la 
iphere,  leur  centre  fe  confonde  avec  celui  de  la  fphere. 

^3.  Corollaire  IL  Si  donc  l'on  tire  des  angles  de 
cliacun  de  ces  Solides  des  lignes  au  centre  de  la  fphere ,  il 
eft  vifible  que  ces  Solides  feront  compofés  d'autant  de  pyra^ 
jnides  égales  qu'ils  ont  de  fiêice^  >  que  le  fommet  commun 
de  ces  pyramides  étaat  au  centre  de  la  fphere  y  leurs  bafes 
font  les  faces  mêmes  de  ces  Solides. 

P4.  Problème.  Trouver  le  développement  des  Solides 
réguliers.  Pour  le  tétraèdre  (fig.  ^%)  coupez  {v^r  une  car^;: 
uu  triangle  équilatéral  ahc  ^  divifez  les  cotés  de  ce  triangle 
en  deux  également  en  .v  &  tirant  des  lignes  par  les  points  de 
dlvifion,  vous  aurez  4  triangles  égaux  &  équilatéraux.  Le 
triangle  xxx  fera  la  bafe ,  les  autres  triangles  feront  les  faces 
du  tétraèdre  >  que  vous  formerez  facilement  en  pliant  la  figure  ^ 
de  forte  que  les  lignes  xx  fervent  de  plis  »  &  que  les  pointa 
aBc  aillent  fe  joindre  en  un  feul  point.  La  figure  ^3  ,  com« 
pofêe  de  6  quarrés  égaux,  repréi^nte  le  développement  du 
cube.  La  figure  94,  compofée  de  deux  triangles  équilaté- 
raux &  tellement  afTortis  qu'ils  aient  chacun  la  moitié  d'un  de 
leurs  cotés  commune  ,  repréfente  les  8  triangles  qui  forment 
la  &ce  de  lodaedre.  La  figure  y  5  repréfente  le  développe* 
ment  du  dodécaèdre  j,  ^  enfin  la  figure  96  rçpcéfènce  celui  de. 
l'icofaedre. 

55.  Théorème,  li  ny  a  que  cinq  Solides  réguliers^ 
Car  les  angles  pla;is  qui  forment  un  angle  folide  raient  ton*. 
)>urs  m^ins  de  3^0''  {9p)',  donc  crois  ^gles  4e  triopglQ 
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ëqûlatérat  ponrrdnr  former  l'angle  fblide  du  tétraèdre   :  en 
enet  l'angle  du  triangle  équilatëral  vaat  60^  ;  donc  Ces  trois 
tngles  valent  feulement  i8o^.  L'angle  folide  de  l'oCtacdre 
fera  compofé  de  quatre  angles  plans»  chacun  de  éo^  ;  donc 
il  fera  de  140^.  L'angle  de  ricofàedre^  compofé  de  5  angles 
plans  chacun  de  ^0°,  vaut  300^ ,  moindres  que  3^0  .  Mais 
6  angles  de  60°  valant  3^0**,  il  eft  vifible  qu'on  ne  pourra  pas 
former  d'angle  folide  avec  6  triangles  égavx  &  équilatéraux  ; 
i  plus  force  raifon  on  n'en  pourra  pas  former  avec  un  plus 
grand  nombre.  VoiU  donc  les  (èuls  Solides  réguliers  qu'on 
peut  former  avec  îe  triangle  équilatéral.  Avec  trois  angles 
de  quarré ,  qui  valent  enfepble  3  fois  ^0°  ,  ou  170]^,  on 
pourra  former  l'angle  du  cube  ou  de  l'exaedre  ;  mais  on  ne 
pourra  former  d'^gle  folide  avec  4  angles  de  quarré ,   ni 
avec  un  plus  grand  nombre.  Enfin  l'angle  du  jjentagone  régu- 
lier valam  108^  (jS),  on  peut  avec  3  angles  de  pentagone 
régulier  former  Fangle  folide  du  dodécaèdre  ,   qui  vaudra 
324*  ,  mai*  4  de  ces  angles  valent  pltis  de  3^0'  ;  donc  on 
ne  peut  forawr  d'autre  Solide  régulier  avec  le  pentagone  , 
que  le  feul  dodécaèdre.  A  l'égard  des  autres  polvgones, 
par  exemp/t ,  de  l'ex^çone  ,  de  l'cptagone  ^  &c.  il  eft  vifible 
qu'on  ne  peut  s'en  fervhr  poinr  former  un  angle  folide  ; .  car 
pcAir  former  un  angle  folide  ,  il  faut  au  moins  3  angles  plans , 
<^nt  la  feitime  A>it  moindre  que  3^0°  5  or  3  angles  d'exa- 
gone  3^  d'^tagone^  8cc*  ne  peuvent  pas  donner  une  {bmme 
moindre  que  3  éfo^  ;  donc ,  Sec. 

ç6.  Remakque.  Le  triangle  équilatéral ,  le  quarré  & 
le  pentagone  régulier  font  les  feuls  polygones  avec  lefquels 
on  puifïè  former  un  Solide  régulier.  Mais  on  ne  peut  pas 
fe  fendr  de  tous  ces  polygones  pour  remplir  l'efpî^ce  qui  eft 
amour  d'un  point  o^  en  n'employant  que  des  polygones  de 
iHême  e^éce  (fig.  ^7  ).  Car  l'efpace  autour  cTun  point  o  vaut 
^60^  (^  I  )  ,  ïnaiî  ^  angles  de  triangle  équilatéral  valent  auffi 
3^0^  ;  donc  on  peut  avec  é  angles  de  triangle  équilatéral 
remplir  TeÇiace  autour  d'un  point.  4  angles  de  quarré  valent 
^éo  y  donc  4  angles  de  quarré  peuvent"  remplir  l'efpace  au- 
tour d'un  point.  4  angltrs  de  pentagone  valent  plus  de  ^60^  y 
éc  3  angles  de  pentagone  valent  moins  de  3^0°  ;  alnfi  Fon  ne 
peut  pas  fè  fèryir  du  pentagoàe  régutier  pow:  remplir  l'e^ace 
âôwmr  c^un  point.  3  angles  d*e3«gone  valent  3^0^  ;  par  confè- 
rent on  peiiç  4vec  3  angles-d'cxagone  rejppUf  l'e^ace  an^ 
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tour  dun  pmnx  ;  mais  3  angles  d'çptagone»  doâogone ,  &c* 
valaot  plus^  3^0^  y  8c  oeux  de  ces  angles  valant  moins 
de  3 60^  (parce  qu'un  angle  ne  peut  jamais  valoir  1 8p° ,  autrc- 
jnent  il  n'y  auroît  point  d'angle,  mais  une  feule  ligne  droite) , 
il  s'enfuit  qu'on  ne  peut  point  les  employer  pour  remplir 
fefpace  autour  d'un  point*  Cefl  pourquoi  pour  carreler  une 
chambre  en  n'employant  que  des  polygones  de  même  espèce, 
on  ne  peut  (è  fervir  que  du  triangle  équilatéral ,  du  quarf^ 
ou  Je  i'ezagone.  On  préfère  ordinairement  ce  dernier  à 
caufe  que  fçs  angles  obtus  font  plus  folides  que  ceux  des 
4eui^  autres, 

97.  Problème.  Trouvtr  le  dévthppemenc  de  td 
furface  lutérale  du  prifme  droit.  La  fârtface  latérale 
du  prifme  droh  (fig.  81)  étant  compafée  damant 
de  parallélogramittes  de  même  hauteur,  qu'il  y  à 
de  côtés  dans  le  polygone  générateur ,  ïa  furrace 
latérale  du  priime  fera  égale  à  un  parallélogramme 
re£kaiigie  acdb  y  dont  k  hauteur  ac  fera  égale  au 
côté  ^  À  du  prifme  6c  dont  la  bafe  ab  e^  égale  au 
périmètre  de  la  bafè  du  prifme. 

Remarque.  Si  le  prifme  étoit  oblique  en 

{>renanr  la  ligne  ae  égale  à  la  hauteur  des  parallé* 
ogrammes  qui  compofént  la  fùrface  latérale  du 
f>rifme  ,  Ton  auroit  une  furface  égale  à  la  furfacé 
atéralè  du  prifn^e. 

CoROLLAïRi.  Lereftangle  eahd  peut  t eprcfenr 
ter  le  développeniïent  du  eyïindre  droit  dha  (fig.  8  j ) 
en  prenant  acsxnh  d^Sc  failant  ab  égale  i  la  cireonfé- 
xenfce  du  cercle  de  la  bafe.  Si  le  prifme  eft  oblique  y 
on  prendra  ^c  égale  à  la  diftance  qu*il  y  a  entriô 
les  circonférences  des  bafes  fupérieure  &  infé- 
rieure ,  &  l'on  aura  une  furface  égale  à  la  furface  k- 
téraiedù  prifihe,  mais  non  pas  fon- développement. 
$8.  Théorème^  Tr^uvep  k  développement  de 
la  furface  latér-ah  de  la  pytamidis  { fîg.  9^  ).  Cette 
furface  éta^t  cofâpof^  à  suçant  de  triangles  qti'il 


t 
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y  a  de  côtés  dans  la  bafe  de  *la  pyraimde ,  il  eft 
clair  que  la  furface  latérale  d*une  pyrài^Se  qui  au- 
roit  cinq  faces  égales  refpeâcivement  aux  triangles 

3ui  forment  la  figure  5)  8  ,  a  cette  même  figure  pour 
éveloppement. 
,  Corollaire.  Le  développement  de  la  forface 
d un  cône  droit  fera  un  leàéur  de  cercle  ab  d 
(fig.  99  ) ,  dont  le  rayon  ab  fera  égal  au  côté  du 
icône  ( on  appelle  audice  côté  l* apothème  du  cônef)  , 
de  l'arc  b  d  égal  1  la  circonférence  de  la  bafe  de  ce 
cône  ;  car  tous  les  points  de  la  circonférence  de  la 
bafe  du  cône  droit  étant  également  éloignés  du  fbm- 
met ,  la  furface  latérale  du  cône  droit  eft  égale  à  la 
fomme  de  tous  les  triangles  qui  ont  leur  fommec^u 
fommet  du  cône ,  &  leur  bafe  fur  la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône  ;  or  tous  ces  triangles  font  cvi- 
demmenc  égaux  au  fefteur  bad  ;  donc,  &c. 

9^,  Définition.  On  ?ipp^lli^  folides  femb/a" 
blcs  ceux  qui  ont  un  même  nombre  d'angles  ho- 
mologues égaux ,  dont  toutes  les  faces  font  des 
figures  femblables  (  qui  par  conféquent  peuvent  ie 
réduire  en  triangles  femblables  )  &  dont  toutes 
les  dimenfions  font  proportionnelles» 

Corollaire.  Si  l'on  me  deux  diagonales 
homologi^eç  dans  deux  Solides  femblables  ^  ces  dia« 
gonales  fetoiit  avec  les  côtés  homologues  (ou  même 
avec  à^^  lignes  homologues  qvielcônques)  des  trian- 
gles femblables  y  donc  ces  diagonales  font  ^ntre 
elles  comme  les  cotées  hqn^qlçgue^  ou  diagonales 
homologues  ,  &c.  •  ^  -  . 

100.  TstEOREME.  La  furface  iun  Solide  queU 
conque  ejl  égaJ^  à  la  fomme  des  furf aces  des  faces  de 
ce  Solide  :  ce  Théorème  efl  évident. 

C  o  fi.  o  I.J.  A I R  £•  Pqnc.  ;en  melurant ,  les  fac^^ 
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-d'un  Solide ,  en  aura  aifénient  la  furface  de  c6 
Solide. 

loi.  Théorème.  La  furface  d*  un  Solide  régU" 
lier  eft  égale  à  la  furface  d'une  des  faces  multiplie'^ 
par  le  nombre  des  faces  du  Solide^  Car  la  furface  d'un 
Solide  régulier  eft  compofée  d'un  certain  nombre 
de  faces  égales  (91);  donc:  la  furface  totale  d'un  tel 
Solide  eft  égale  à  la  furface  de  l'une  quelconque  de 
ces  faces  ,  multipliée  par  le  nombre  des  faces. 

loi.  Théorème.  La  furface  latérale  d^  un  prifmt 
efl  égale  au  produit  d*un  des  côtés  du  prifme  par  U 
périmètre  d*une  feSion  du  prifme  fdue  perpendicu" 
lairement  à  taxe  du  prifme.  Car  nous  avons  dit  que 

3ue  la  furface  latérale  d'un  prifme  étoit  compofée 
'autant  de  paralléltgratisnes  qu'il  y  a  de  côtés 
à&xs&  le  polygone  génétttteur  \  mais  chacun  de  ces 
paralléldgrammes ,  tel  que  li  gf  [100)  eft  égal  au 
produit  du  coté  fi  on  g  l  du  ^prifme  par  la  ligne 
X p  perpendiculaire  à  ^/  ou  ifi  donc  la  fur- 
face  latérale  eft  égale  au  produit  d'un  des  côtés  g  l 
du  prifme  par  le  nombre  des  perpendiculaires  xp  ^ 
ou  par  le  périmètre  de  la  feftion  faite  perpendicu- 
lairement à  l'axe  ou  au  coté  du  prifme. 

Corollaire.  Donc  la  furface  d*un  prifme 
drçit  &  d'un  cylindre  droit  ^fig.8i'&  8  3)  eft  égale 
au  produit  du  côté  h  d  par  le  contour  de  la  bafe  : 
parce  qu'alors  cette  bafe  eft  perpendiculaire  au 
côté.  A  l'égard  du  cylindre  oblique  (  fig.  1 00) ,  on 
-mefurera  ,  fî  l'on  veut ,  la  circonférence  pp  avec 
un  fil  *  ,  &  multipliant  cette  circonférence  par  le 

*  Cette  circonférence  perpendiculaire  an  côté  hd  ne  fer^ 
•paf  un  ^cercle ,  mais.unc,x<MirbeQa*ott.  appelle  €llijfe  &  dqnç 
^ttous  parlcxpns  dan^  le*  Serions  Çoui^uesf,  ^        ,^ 
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côté  h  d  jperpendiculaire  au  plan  de  la  citconfc- 
rence  pp. 

Remarque.  En  mefuranc  les  farfaces  des  baies 
ic  les  ajoiicanc  à  la  furface  latérale ,  Ton  aura  la 
furface  totale  ;  or  il  eft  aifé  d'avoir  la  furface  des 
bafes  qui  font  des  polygones  ou  Aqs  cercles ,  dont 
on  peut  trouver  la  furface  du  moins  par  approxi- 
mation. 

103.  Théorème.  La  furface  latérale  d'une 
<vyramide  droite  b  d  f  g  h  (  fig.  il  )  eft  égale 
au  produit  du  périmètre  bd  f  g  h  par  la  moitié  de 
fon  apothème  a  p.  Car  puifque  la  pyramide  eft 
droite  &  fa  bafe  un  polygone  régulier  y  les  trian- 
gles qui  forment  la  furface  latérale  font  égaux  entre 
eux  ;  or  la  furface  d'unie  cei  triangles  daf  ^  par 
exemple  j  eil  égale  au  plpduit  du  coté  df  par  la 
moitié  de  lapôthème  ap  ^  hauteur  du  triangle  ; 
donc  la  furface  totale  eft  égale  au  produit  du  pé- 
rimètre de  la  bafe  par  la  moitié  de  lapothcme  de 
la  pyramide ,  ou  au  produit  de  rapotnême  par  la 
jmoitié  du  périmètre  de  la  baie. 

Corollaire.  Donc  la  furface  latérale  d'un  cône 
droit  abpd  (fig.  8^)  eft  égale  au  produit  de  fon  côté, 
ou  apothème  ba  par  la  moitié  de  la  circonférence 
de  la  bafe  ,  ou  au  produit  de  la  itioitié  de  l'apo- 
thème par  la  circonférence  de  la  bafe. 
,  .  Remarque  I.  Si  la  pyramide  eft  oblique  (fig.  85) 
on  mefurera  chacun  des  triangles  qui  forment  ia 
furface  latérale ,  &c  l'on  aura  la  furface  totale.  A 
l'égard  du  cône  oblique  ,  on  divifera  {a  xirconfé- 
sence  en  parties  ip  afllez  petites  pour  que  chacuno^ 
puifle  être  regardée ,  fans  ecf  e^r  ienfible  j  comme 
une  ligne  droite  ^  &  mefur-ancla  furface  d&chaquf^ 
triangle  bap^  ajoutant  ènfuitè  toutes  ce^  fiirfaces  ^ 


j 
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Ton  aura  la  futface  latérale  du  cône  oblique  d'au-r 
tant  plus  exa<îlement  que  les  lignes  é  p  auront  étQ 
prifes  plus  petites  *• 

Remarque  II.  A  Tégardde  la  bafe  foit  de  la  pyrai 
mide  ,  foit  du  cône ,  on  voit  bien  comment  il  faut 
la  mefurer  ,  puifqu'elle  eft  un  polygone  ou  un 
cercle. 

104.  Théorème.  Lafurface  latérale d* une pyramU 
de  droite  tronquée  envtinva  ^fuppofant  Us  deux  hafes 
parallèles  (fig.  8 1  ) ,  e/î  égale  au  produit  du  rejle  de 
l'apothème  a  p  par  la  moitié  de  lafomme  des  pé-* 
rimetres  des  deux bafes.  Car  fi  Ion  conçoit  un  plan^ 
coupant  mnm  parallèle  à  la  bafe  ,  ce  plan  retran- 
chera la  petite  pyramide  /tz^/z  &  la  partie  /za  de 
lapothême  ap  ^  &  les  faces  latérales  du  tronc 
feront  évidemment  à,t%  trapèzes ,  dont  la  hauteur 
commune  fera  le  refte  /z  /?  de  rapothême ,  &  les 
bafes  feront  les  côtés  mêmes  des  bafes  de  la  pyra- 
mide  tronquée  ;  dotlc  la  furface  latérale  de  cette 
pyramide  fera  égale  à  la  furfacè  d'un  trapèze,  doalt. 
une  de  bafes  feroit  (e  périmètre  de  la  bafe  infé^ 
rieure  ,  &  l'autre  bafe  le  périmètre  de  la  bafe 
fupérieure  de  la  pyramide  tronquée;  or  (71)  la 
furface  d'un  trapèze  eft  égale  au  produit  d(S  fa  haù-* 
teur  par  la  moitié  de  la  fomme  de  fes  bafes  ; 
donc ,  &c. 

Remarque.  Si  la  pyramide  étoît  oblique  on 
chercheroit  la  furface  de  chaque  trapèze  dmtf ^  la 
fomme  de  toutes  ces  furfàces  donneroit  la  furface 
cherchée.  De  mêmp  ppvir  le  çpn.e  oblique  (fig*  85) > 

fuppofànt  que  la  partie  b  p  d^^  \x  circonrerj^n^^e 

'■  " ■  ■   ■■     '     '    *      ■  ■■  i  ■.  - <■.  ■<■  ■■■'   <(■ ,«  ■       ■■     -s,   .-^ 

"  *  La  furface  exafte  du  cône  obliqric  ne  p^t  pas  te  tronver' 

par  Id-Gtéométrte  Éiémemaitc  ;  cHe  ëemsnde  le  feçonrs  ^ 
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de  la  bafe  inférieure  ne  diffère,  pas  feniîblefnenc 
d  une  ligne  droite ,  on  cherchera  la  furface  de 
chaque  trapèze  bMnp ,  la  fomme  de  ces  furfaces 
donnera  la  furface  du  cône  tronqué  oblique  d'au- 
tant plus  exadtement  que  les  lignes  bp  approche- 
ront plus  d'être  droites. 

CoROLLAiaBl.La  furface  latérale  d'une  pyrami- 
de tronquée  droite  (  fig.  8 1  )  eft  égale  au  produit  de 
fon  apothème  np  par  le  périmètre  00  de  la  iec- 
tion  00  que  je  fuppofe  pafler  par  le  milieu  des  côtés 
772  d ,  m  g  parallèlement  aux  bafes  ;  car  chacun  des 
côtés  de  cette  fedion  fera  la  moitié  de  la  fomme 
des  bafes  du  trapèze  correfpondant  ;  donc  le  péri- 
mètre de  cette  ledtion  fera  la  moitié  de  la  fomme 
des  périmeifes  des. deux  bafes  j  or  (  par  le  Théo- 
rème )  le  produit  de  cette  demi-fomme  par  rapo- 
thème  eft  égale  à  la  furface  latérale  de  la  pyramide 
tronquée  ;  donc ,  &c. 

Corollaire  IL  Donc  la  furface  latérale  du 
cône  droit  tronqué  (  en  fuppofant  fes  deux  bafes 
parallèles)  eft  égale  au  produit  de  fon  apothème 
nd  par  le  périmètre  00  de  la  fe&ion  faite  par  le 
milieu  d'un  des  côtés  nd  parallèlement  aux  bafes 
(fig.  i6).  Car  un  cône  droit  tronqué  n'eft  autre 
chofe  qu'une  pyramide  droite  tronquée  ,  dont  tes 
bafes  font  des  cercles  ;  donc  pac  le  Corollaire  pré- 
cédent cette  furface  eft  égale  au  produit  de  l'apo- 
thème nd  pair  là  circonférence  Noo  du  cercle  décrit 
par  le  inilieu  du  côté  n  d  parallèlement  aux  bafes. 
-  105.  Théorème.  La  furface  d'une  fphere  décrite 
par  la  révolution  du  demi-cercle  a  m  b(fig.  87)  autour 
du  diamètre  a  b  *  ç/?  égale  au  produit  de  la  circonfé-^ 

^  Toutes  les  lignes  tirées  par  le  centre  àt  la  (phere  & 

renu 
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rens^  à* un  dt  fcs  gtamis  cérclei  par  fon  diamètre^ 
1>QS  points  myiyîiy  ou  des  extrémités  &c  du  milieu 
de  Tare  min  {  qui  en  le  fuppofant  excrèmeme^nt 
petit ,  fera  fenfiblement  une  portion  de  la  tan- 
gente tt)  y  ayant  abaiffé  les  perpendiculaires  md^ 
i X  ^   ng  fur  le  diamètre  ab  y   Se  du  point  ni  la 
perpendiculaire  mo  fur  ngy  tes  triangles /w  a /2  ^ 
ng  c  ayant  tous  leurs  côtçs  perpendiculaires  l'un  à 
Tautre  feront  femblables  (49).  Donc  l'on  a  ne  \  ng 
Qfxi  ix {  parce  que  l'arc  mn  étant  fort  petit  >  ix  eft 
fenfiblement  égale  ing)i\mn  :  mo  ;  mais  les  cir- 
conféreiKeS  .étant  entr'elles  comme  leurs  rayons 
(^î)  >  l'<>ïï  ^  '*  circonférence  dont  ne  eft  le  rayon  , 
&:  à  la  airconférence  dont  ix  efl:  le  xayon  coipme 
mn\mo  '^  donc  le  produit  de  m  o  par  la  circonfé- 
rence du  rayon  ne  y  ou  par  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  de  ia  fpher©,  eft,  égal  au  produit  de 
mn{  côté  du  cône  tronque  décrit  par  mn  g  <^pendan  t 
la  révolution  du  demi-cercle  amb  autour  àe  ab) 
par  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  at  i  autour 
de  X  ^  c'eft-à-dire  i  par  la  circonférence  d'un  cercle 
décrit  par  le  qjilieu  i  de  ce  cône  tronqué  parallèle- 
ment à  (è%  bafes.  Or  (104)  ce  produit  eft  éeal  à  hi 
furface  du  cône  tronqué  décrite  par  mn'y  donc  la 
iurface  décrite  par  chaque  arc  mn  eft  égale  au 
produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle  d<î  la 


i**> 


terminées  Je  part  &  d'autre  â  (a  furface ,  font  appeltée»  dta" 
mètres  delafphere\  mais  on  appelle  axe  celui  des  diamètres  au- 
tour duquel  la  fph):ce  eft  cenfée  tourper*  On  nomme  grands 
cercUs  de  lafphçre  ceux  qui  onç  pour  centre  le  centre  même  de 
la  fphete  ;  mais  ceui  qui  otit  leurs  centres  hors  du  point  f,  fut 
Un  diamètre  queloonàue  a  by  font  des  petits  cercles  de  la(pherc. 
Pne  ligne  c  n  tirée  du  ceotrç  k  la  fur&cç  de  la  (phere  eft  ua 
rayon, 

Tomi  L  J)d 
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fphere  par  chaque  ligne  correfpondanre  m  o  ts=z  d g 
(Jiaiiteur  du  cône  tronqué  corrapondane  ) ,  ou  par 
la  partie  flu  diamètre  correfpondante  à  cet  arc  ^ 
donc  la  furface  totale  décrite  par  tous  les  arcs  mn  ^ 
c'eft-à-dire,  la  furface  totale  ae  la  fphere,  eft^gale 
au  produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
par  la  fbmme  des  parties  du  diamètre  correfpon- 
dantes  à  tous  les  arcs  m  n ,  c  efl:-<à-dire  ,  par  le  dia* 
mètre  ^  &  de  la  fphere  ;  donc  y  &c« 

Corollaire.  Donc  la  furEice  d'une  calotte 
fphérique  map  ^  eft  égale  au  produit  de  la  cir* 
conférence  d'un  grand  cercle  de  la  'fphere  par  la 
hauteur  ad  àe  cette  calotte ,  &  la  furface  d'une 
zone  mnlp  eft  égale  au  produit  de  la  «irconfé- 
rence  d'un  grand  cercle  par  la  hauteur  dg  de 
la  zone. 

Remarque  I.  La  fur&ce  d'un  (t&tva:  fyhéxïçpit  n  a  l  e 
eft  égale  à  la  (nr&çe  ck  la  calotte  nal^  plus  la  liir&ce  h^ 
térale  du  e6ae  ncL 

Remauque  n.  Fuifque peDdanc  la révolodoii  du  deraî- 
cerde  amh  amour  du  diamètre  a  b  tout  point  m  de  ce  demi- 
cercte  décrit  un  cercle  dont  mp  eft  le  diamètre  ;  H  eft  vffîl^Ie 
que  la  (è^on  d'une  (jpbere  par  un  plan  ^feon^ue  mdp  fci? 
un  cercle. 

Corollaire.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale 
â  la  furface  latérale  du  cylindre  qtii  lui  eft  cir- 
confcr  k ,  <:'^-à«<iire ,  qui  la  touche  par  coté  y  fupé- 
rieurement  &  inférieurement  (  fig.  loi  ].  Car  la 
bàfè  d'un  tel  cylindre  a  un  diamètre  égal  â  celui 
de  la  fjphere  ,  &  ià  hauteur  eft  anffi  égale  au  dia«*> 
mètre  iz  ^  de  la  fphçr»  \  mais  la  furface  latérale  du 
cylindre  droit  eft  égalp  au  produit  de  fon  c^é  04 
de  ion  axe  ai  par  la  circonférence  de  ià  bafe  (  j  01)^ 
donc^  &c. 


i 


t*m<mtm^mmmmm'mm0iritmmmmmmmmifimmmt/tm 


GÉOMÉTRIE,  415^ 


tim^mmmlÊttÊmm 


Du  rapport  des  Surfaces  des  Solide. 

îo^.  TfiépâE.ME.  Les  furjaces  latérales  S^  s 
des  deux  pripnes  ou  cylindres  font  cntr* elles  comme 
les  produits  des  périmètres  1?  ^  p  de  la  feclion  faite 
•perpendiculairement  à  leur  axe  par  leurs  côtés  j  ou  j 
ce  qui  revient  au  même ^  par  leurs  axes.  H,  A.  A'uiji 
l^on  aura  %\s\\V^\ph.  Car  nous  avons  vu  (102) 
que  le  produit  dés  périmètres  de  ces  feâioi^  mul- 
tipliées par  les  cotés,  étoient  é^aux  aux  furfacej 
latérales  ae  pridnes  ou  cylindres  \  donc  ,  &c. 

Corollaire  Î.  Donc  (i  les  périmètres  P  &  /^ 
font  égaux  ,  Ton  aui^a  S  UtîHtA;  &fîH==A, 
Ion  aura  S  :  ^  :  ;  P  :  p*  (  Voyea  les  raifons  &  pro- 
porripos  xlans  le  calcul  }•   ' 

ÇoROLLAii^E  II.  Si  P  \p  :;  A  :  H  5  alors  PH=a 
ph\&ç^'==^s.  C'eft-à-Klir^  que  H  les  périmètres  de$ 
ieâions  perpendiculaires  à  l'axe  des  deux  prifine^ 
ou  cylindres  font  en  raifon  inverfe  de  leurs  axes  , 
les  furfàces  latérales  de  ces  prifmes  ou  de  ces  cy- 
lindres feront  égales. 

CoRQLLAi|v£  m*  Si  les  prifmes  oti  cylindres 
font  femblables ,  on  aura  S:j;:P*:p*:;H*:A*. 
Car  la  raifon  S: ^  étant  é^ale  à  la  raifon  de  PH:/^  A, 
qui  eît  çomppfee  de  raiions  P i/^  &  H \h  y  lefquelleç 
raifops  font  égales  lotfquç  les  prifmes  ou  cylinr 
dres  font  femblables  (99  )  >  dans  ce  cas  la  raifon 
de  S  :  J  fera  une  raifon  doublée  de  P  :  /?  &  H  :  A  ; 
donc  ,  &c.  En  général  les  furfàces ,  n^me  totales 
àjà%  folides  femolables  y  font  entr'elles  çcmiin^  les 
quarrés  de  leurs  dimenlions  homologues.  Car  deux 
}oUde$  feml^lables  ay^t  toutes  Ipvjrç  ^i^^MÎîpns 
Iw^inplog^^  prp|KytÎpipi|^eU^^     Içurs  fw^^d«i- 
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vent  être  en  raifon  des  produits  des  dîmenfîons 
proportionnelles  ,  ou  comxne  les  quarrés  de  ces 
dimenfions^ 

Corollaire  IV.  l\  fuit  du  dernier  Corollaire 
que  hs  furfaces  des  fpheres  font;  entr'elles  comme 
les  quarrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres  : 
car  les  fpheres  font  des  folides  femblables ,  dont 
les  rayons  ou  diamètres  font  des  lignes  homo- 
logues. 

lof.  Théorème.  La  furface  de  la fphere  ejl à 
celle  d'un  de  fes  grands  cercles  j  comme  4:1.  C'eft- 
à-dire  qu^elle  eft  quadruple  de  la  furface  d'un  de 
Tes  grands  cercles  :  car  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  de  la  circonférence  c  d'un  de  ios 
grands  cercles  par  le  diamètre  d  de  ce  même  grand 
cercle  ;  tandis  que  la  furface  de.  ce  grand  cercle 
eft  égale  au  produit  de  la  même  circonférence  c  par 
la  moitié  du  rayon ,  ou  par  le  quart  du  diamètre  d; 
donc  ces  deux  furfaces  font  entr  elles  comme  cd\ 

cd 


«• 


108.  Théorème.  La  furface  totale  du  cylindre 
''Circonfcrlt  efbk  la  furface  de  la  fpheve  comme  312, 
Car  (105)  la  furface  de  la  fphere  eft  égale  à  la  fur- 
face  latérale  du  cylindre  circonfcrit  j  donc  la  fur- 
face  latérale  du  cylindre  circonfcrit  vaut  4  grands 
•cercles  de  la  fphere  ^  c'eft  pourquoi  en  y  compre- 
nant les  bafes ,  dont  chacune  èft  un  grand  cercfe  de 
la  ïphere,  la  furface  totale  du  cylindre  vaudra  G 
•grands  cercles  de  la  fpherç  ;  ainfi  cette  furface 
eft  à  celle  de  la  fphere  comme  ^  î  4  ,  ou  3  1 1 J 
donc ,  &c. 

lop.  ï  Hé  OHE  me,  La  furface  totale  du  cône  équilatéral 
"(tfij.  xx>i}  tft  a  la  Jurfkcc  de  fa  hafe  comme  ^i  iw  Pour  aroir 
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la  furface*  latérale  du 'cône  équilatéral  ^  <f /,  il  faut  multiplier 
la  circonférence  de  la  bafe  par  k  moitié  du  coté  g.'d==^gf^^ 
(  'ifoye:(  le  n^.  1.03);  mais  pour  avoir  la  furface  de  la  baîe  , 
il  fliific  de  multiplier  cette  même  circonférence  par  la  moi- 
tié de  Çbn  rayon,  ou  par  le  quart  de  ^/;  donc  la  furface 
latérale  de  ce  cône  vaut  deux  fois  la  furface  de  la  bafe  ;  donc , 
la  Curface  latérale  plus  la  furfAcç  de  la  l^afe ,  vaut  trois  fois 
la  flirface  de  la  bafe  ';  donc  ,  &c. 

1 1  o.  T  H  Éo  R  B  M  E.  £fl  furface  de  la  fpkere  efi  a  la  far^ 
face  du  cône  équilatéral  circonfcrit  comme  4:5^*.  Pu  centre 
c  de  la  (phere  infcrite  dans  le  cènfgdf  ayant  tiré  les  rayons 
cg,  c/",   c  d'y  à,  caufe  du  triangle  équilatéral  g df,  les  arcs 
<// ,  d  g  ^  gf  feront  égaux  auflî-bien  que  leurs  Cordes.  Donc  ' 
ils  vaudront  chacun  la  troifiéme  partie  du  cercle  ou  iio^  ;  ' 
donc  du  point  c  tirant  la  perpendiculaire  <b  a  fur  le  milieu  ^ 
de  gf  y   les  arcs  /ffl#  tf/. vaudront  chacun  éo** ,  &   leurs 
cordes  g a^  af  feront  égales   aux  rayons  cg ,  cf  ;  ainfi  les 
points  g  ^  f  font  également  éloignés  de  r  &   de  a  ,.  & 
g  f  coupe  ca   en   deux  également  en  6,    Donc  c'b  eft  la 
moitié  de  c  tf  ou  de  cg  ;  or  (gcy  *=  {ch}^  -f-  igi)^(76)  ; 
donc  en  faifant  gc  ^^^  1  ,  ci  lera  =  r>  (^^)*  ==  ?>  & 
(  g  ^  )>  =  1,  Mais  les  furfaces  des  cerdes  fômt  entr  elles 
comme    les  quarrés  de  leurs  rayons  ;  donc  le  cercle  dont . 
le  rayon  cH  c6  y  eft  au  cercle  dont  le  rayon  eft  g ^ ,  comme 
i  '  ^  y  où  comme  i  •*  3-  Ceft-à-dîre  que  le  grand  cercle  de 
la  fphere  infcrite  étant  i  ,  la  bafe  du  cône  circonfcrit  fèta  3*  ; 
mais  la  furface  de  la  {|>here  vaut  4  de  fes  grands  cerdes  ^ 
tandis   que  la  furface  totale  du  cône  équilatéral  vaut  3  fois 
la  furface  de  fa  bafe  y  donc  ces.  furfaces  loat  entr'elles.  c^nme 
1  X  4 : 3  X  3  :  :  4  :  p  ;  donc ,  Scç.  \ 

m.  Théorème.  Si  à' une  fpkere  (fig.  toiJT  an  èir" 
çonfcrit  un  cylindre  &  un  cône  équilatéral ,  les  furfaces  de  ces 
trois  folides  feront  entr^llés  conime-^^iSip»  Cela  Cil t  évi-' 
dçmnjent  des  n*'^  108  &  no. 

Corollaire.  Donc,  là  furface  <fu  cyllndVe  trrcomfcrît 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  la  (urtace  de  la  fphere 
&  celle  du  cône  équilatéral  circonloat.  ^ 

•mmmmmmmmmmÊmmmmmikfmmmtmmimmm^mimmmmmmmm   ii      |       i      I  iiii        I  i         mmmmmm 

f  • 

*  Un.  cône  circonfcrit  à  une  (phete  eft  celui  qiu  là  touche 
en  deflous^  par  côté. 
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112.  Théorème.  Ztf  fur/ace  de  ta  Jphere  circonfcrhe  au 
ç$n€  équilatéral  (fig.  lor  )  eft  ffUadrupie  de  celle  de  la  fphere 
infcfite  dans  le  même  cène*  Car  \t  rayon  cgètXz  prfcmlere  efl 
double  du  rayon  c  ^  de  la  fecoude  (  par  la  dëroonriratioti  de 
Tavant  dernier  Théorème  )  ;  c'eft  prourqubr  ces  fbrfacès  font 
çhtc'eliçs  comme  4  :  i  (jo^)  \  donc ,  ^c« 

.  De  la  foUd'ué  des  Solides  &  de  leuf  rapport. 

xij.  Théorème,  ta  Jotidite  d'un  prifme  ou 
JCun  cylindre  droit  ou  oblique  (  fig.  8  r  &  i  ad  )  efi 
égale  au  produit  de  fa  hàfe  par  fa  hauteur^  Car  fi 
Ion  conçoit  an  prifme  ou  un  cylindre  engendré 
par  le  mouvement  de  &  bafe ,  qui  laifie  eii  mon- 
tant parallèlement  à  élle-iftème  àes  traces  d'jiine 
cpaifleur  it^feniriient  petite  ,  il  éffi  évident  qu'il 
faudra  multiplier  une  de  ces  traces  par  le  nogi- 
bre  de  fois  que  fon  épaiâeur  eft  contehue  dans  la 
hauteur ,  ou  ^  ce  qtu  revient  au  mênie  ,  mul- 
tiplier la  bafe  par  là  hàiiteur  *  ;  donc  ,  Sec. 

Corollaire  !.  Donc  les  pirifmes  &  les  cy- 
lindres droits  &  obliques  font  en  raifon  compo-<^ 
iée  de  leurs  bafes  &  de  )eurs  hauteurs. 

Corollaire  IL  Donc  fi  les  bafes  à^s  deux 
cylindres  A  &  ^  (  il  eil  eft  de  même  de  deux  prif- 
mes  ).  font  3  &  *  ,  les  hauteurs  H  &  A  ,  le  pire- 


^^i%  ■)  II. 
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*  Comme  multiplier  ç'eft  prendre  le  mutopllcandê  ut| 
eercaîn  nombre  de  fols  d^dgne  par  le  muItipHcaceùr ,  i!  eli 
évident  quon  né  pe0 multiplier  par  une  ligne.  Seulement  on 
conçoit  1:^  baCe  dune  certaine  epàifTeur  &  ion  prçhd  cette 
bafe  autant  de  fois  que  fi>n  épaii&ur  eft  confnuft  daas-Ja^ 
hauteur.  Rien  n'empêche  cependant  qux>n  ne  continue  de  dire 
le  produit  de  là  bafe  paf  M  Kaateiir^  pourvu  ^u^on  ciitén^c 
parr-U  ce  ^ue  nou5  veqons  dç  4ûe* 
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xnier  fera  au  fécond  comme  BH  l  àk*  Si  H  =3:  â  » 

Ion  aura  Au :; B:*^  Si B=»*, on  aura  A  :  û^::H  : 

^  Si  B:A::A:H,  alors  BH==^A,  &A  =  ^. 

114.  Thboremi.  Deux  pyramides  triangu^ 

lâircs  de  même  bafs  &  de  même  hauteur  font  tou" 

jours  égales  en  folidké  (fig.  loj).  Car  lès  deux 

pyramides  ayant  même  hauteur ,  il  eft  évident 

qu'elles  feront  comprifes  entre  les  mêmes  plans  pa« 

ralleles  »  &  que  fi  on  les  coupe  par  des  plans  xx 

parallèles  à*  leurs  bafes»  le  «nombre  des  tranches 

lèra  le  même  de  part  &  d'autre ,  &  Tépaifleur  des 

tranches  correfpondantes  /era  auifî  la  même  \  or 

les  furfaces  omn^  s  pi  des  tranches  correfpon*» 

dantes  feront  égales.  En  effet  tes  triangles  b  c  d-^ 

mon  font  femSlables  ;  car  tous  les  côtés  de  Tun 

font  parallèles  aux  coté^  correfpondans  de  l'autre  » 

0  m  eft  parallèle  i  bc  y  mn  iid&c  on  idc ;  donc 

û  l'on  conçoit  que  le  triangle  i»o  72  defcende  le  long 

de  û  c ,  de  manière  que  om  refte  toujours  parallel% 

à,  bcy  lorfque  le  pomt  0  tombera  fur  le  point  c  ^ 

le  coté  0  m  tombera  fur  bc  ^  on  £xit  cdy  ic  mn 

fei^a  pataUele  à  bd ;  donc  ces  deux  triangles  ai>- 

):ont  un  angle  commun  &  des  bafes  parallèles } 

donc  ils  font  femblables.  On  démontrera  de  même 

que  le  triangle  psi  eft  femblable  au  triangle  fgh ^ 

égal  k  bcd  {  pat  fuppdfition  ).  De  plus'  les  triait* 

glei  femblables  bac  ^  aom  donnent  bc\  om  M 

balam  y  Se  les  trianj^és  femblables  afg^  aps 

donnent  fg  \  ps\\  af\  a  p.  Mais  les  trianglei 

femblables  b af  y  a mp  donnent  balamii <if  l 

ajÉÊ^ànc bc  i  cmilfgips y  6c  (bc)^  :  (ma)* 

iW^/è)^  l  (P^)^  ;  &  parce  que  les  triantes 

femblabks  font  enxr'eux  conimeles  quarrésde^ 

c&tés  komolQgUes\  l'osa.  &c^: IJV2 on  llfgh  r 
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p  S  i  y  on  B  €  d  l  f  g  h  ;î  mo  n  l  p  s  l.  Mais  b  cd 
=:fghy  par  ruppofition  ;  donc  m  o  n==3  p  su 
donc  les  deust  pyramides  contiennent  un  nombre 
égal  de  tranches  égales  ;  donc  elles  font  égales. 

CorollatrbI.  Deux  pyramides  quelconques  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur  font  égales  ;    car 
Ç\  1  on  partage  les  bafes  de  ces  pyramides  en  un 
même  nombre  de  triangles  égaux  chacun  a  chacun  , 
&  qu'on  conçoive  par  le  fommet  de  ces  pyramides  , 
des  lignes  tirées  aUx  ^ rois  angles  de  chacun  de  ces 
triangles  ,  il  eft  vifible  que  chacune  de  cqs  pyra- 
mides fera  divifée  en  un  même  nombre  de  pyra^ 
mides  triangulaires ,  qui  auront  des  bafes  &  des 
hauteurs  égales  chacune  à  chacune  \    or  par  le 
Théorème  ces  pyramides  triangulaires  font  égales  j 
donc ,  &c.  • 

Corollaire  tl.  Donc  deux  cônes  ,  Tun  droit 
&  Tautte  oblique  de  même  bafe  &  de  même  hau- 
|;eur  font  égaux  :  car  un  cône  eft  une  pyramide , 
dont  la  bafe  eft  un  cercle  ;  donc  ,  &c. 

115.  Théorème.  .  17/z  prifme  triangulaire  droit 
abcdfg  (  fig.  104  )  vaut  trois  pyramides  de  même 
hafe  &  de  même  hauteun  Ayant  rire  les  lignes  bf^ 
i  dy  d  Cy  on  peut  concevoir  le  prifme  divile  en  trois 

Syramides ,  dont  Tune  b  dfgy  a  même  bafe  dgf 
:  même  hauteur  g  h  que  le  prifme.  CèUe-ci  étant 
ôtée ,  l6  tefte  fe  divife  en  deux  pyramides  acdb  ^ 
c  dfk  Lès  deux  pyramides  acdb^b  dfg  font  éga- 
les 3  puifqu'elles  ont  chacune  pour  bafe  une  des  ba-» 
fes  du  prifme  *,  &  pour  hauteur  ua  des  coth  du  prii^ 
me.  De  plus  la  pyramide  a  c  A  Âf  eft  =i  c  dfbimm% 
diagonale  cd  partageant  le>  parallélogratoipe  cKmf 
en  deux  parciôs  égaies,  ces  de'ux^pyraimides  ont  cka« 
Cunet^jppor  bafeia:  moitié  4^oe  |](^alléIograsniner6ç 
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leur  fommet  en  b.  Elles  ont  donc  même  hauteur 
&  des  bafes  égales  ,  ce  qui  les  rend  égales  ;  donc 
les  trois  pyramides  font  égales  j  donc  le  Théorème 
eft  également  vrai  lorfque  le  prifme  triangulaire 
•n'eft  pas  droit  *.    , 

Corollaire  I.  Tout  prirme  eft  triple  d'une  pyra- 
mide de  même  bafe  Se  de  même  hauteur.  Par  exem- 
ple y  un  prifme  pehcagonal  eft  triple  d'une  pyramide 
pentagonale  de  même  bafe  &  de  même  hauteur 
(fig.  8z).  Car  fî  l'on  divife  les  bafes  de  ce  prifme  en 
un  même  nombre  de  triangles  égaux,  &  que  de' tous 
les  angles  correfpondans  des  triangles  de  l'une  des 
bafes ,  ou  même  des  lignes  aux  angles  correfpon- 
dans des  triangles  de  l'autre  bafe  ,  on  peut  conce- 
voir facilement  le  prifme  divifé  en  un  certain  nom- 
bre de  prifmes  triangulaires  y  par  exemple  ^  ici  en  5  ; 
or  chacun  de  ces  prifmes  eft  triple  d'une  pyramide 
triangulaire  de  même  bafe  &  ae  même  hauteur  ; 
donc  le  prifme  entier  eft  triple  de  la  fomme  de 
ces  cinq  pyramides  triangulaires;  mais  ces  cinq 
pyramicies  triangulaires  font  évidemment  égales  à 
une  feule  pyramide  pentagonale  de  même  hauteur , 
&  dont  la  bafe  feroit  égale  à  la  fomme  àts  bafes  de' 
ces  pyuamides  ;  donc,  &c. 

Corollaire  II.  Donc  le  cylindre  eft  triple  du 
cône  de  même  bafe  &  de  même  hauteur.  Car  le 
cylindre  eft  un  prifme  dont  la  bafe  eft  un  cercle ,  & 
le  côiie  une  pyramide  dont  la  bafe  eft  auili  un  cercle. 


'^m 


*  Cclat  a  lieu  également  foit  qu^on  fuppofe  le  prifine  droit 
ou  oblique  >  car  les  pyraoïides  b  dfg  y  ah<d  ayant  chacune 
jpour  baie  une  des  bafès  du  prifme ,  &  leurs  (bmmets  ^  lune  el^ 
à  Se  l'autre  en  d  ont  évidemment  mêipe  placeur  ^ue  le  priicnc  ij 
dcfliis^éhd^=srdcà/. 
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Corollaire  III.  Donc  |)our  avoir  la  folidicé 
d'une  pyramide  ou  d'un  cône»  il  fufficde  multiplier 
la  bafe  par  le  tiers  de  la  hauteur.  Car  la  folidite  du 
prifme  étant  égale  an  produit  de  fa  bafe  par  £x 
hauteur ,  celle  de  la  pyramide  ,  qni  n'eft  que  le 
tiers  de  celle  du  prilttte  y  doit  être  égale  au  pro- 
duit dei  la  bafe  par  le  7  de  la  hauteur  ;  donc ,  Sec 

Corollaire  IV*  Donc  la  fur&ce  des  polyèdres  rëgulien 
cà  éeale  aa  produU  de  leur  fiirface  par  le  uers  de  la  per- 
pendiculaire abaiilee  du  centre  (Ur  le  milieu  d'une  des  nices 
m  polyèdre  ,  (nous  appellerons  cette  perpendiculaire  rayon 
droit).  En  eâetonpem  (5  3)  concevoir  ckaqoe  polyèdre  régulier 
comme  compofè  e autant  de  pyramides  égales  que  le  polyèdre 
a  de  faces  :  ces  pyramides  ont  leur  £bmmet  commun  au  centre 
du  polyèdre ,  leur  hauteur  eft  égale  au  rayon  droit ,  &  leur 
bafe  efl  une  des  faces  du  polyèdre  ^donc  chacune  de  ces  pyra- 
mides eft  égale  ï  une  des  races  multipliée  par  le  7  du  rayon 
<Iroit ,  &  leur  fomme ,  ou  la  folidite  dti  polyed^  eft  égale  au 
produit  de  toutes  les'  ixxs  y  c'eft-â-dire  y  au  produit  de  la 
fur&ce  du  |>olyedre  par  le  y  du  rayon  droit  du  polyèdre. 

Corollaire  V,  La  folidite  de  la fphere  eft 
égale  au  produit  de  fa  furface  par  le  |  de  fon  rayon. 
Car  on  peut  concevoir  la  fphere  comme  compofce 
d'une  infinité  de  pyramides  qui  ont  leur  fommat 
au  centre ,  dont  la  bafe  de  chacune  eft  ume  portion 
infiniment  petite  de  la  furface  de  la  fpBefe ,  & 
dont  la  hauteur  eft  égale  asuf  rayon  de  la  même 
ipheré  \  or  la  fomme  de  toutes  ces  pyramides  eft 
égale  à  Une  feule  pyramide  qui  auroit  pour  bafe 
la  furface  entière  ,  &  poa?  hauteur  le  rayotf  de 
la  fohere  }  donc  ,  &c. 

G  o  R  o  L  L  A I R  E  V I.  ff  fiiït  du  Çoroïïaîre  prc- 
(*édent  c(âè  la  folidite  du  éylindré  ciifconfcrit  ^  une 
fthere  èill  a  la' folidite  die  la  fphere  comriie  jU. 
Car  foie  c  la  furface  d'un  grand  cercle  dç  la  fphere, 
{a,  iurèca  féra=;  4  c  (i  07)  j^  &  fatfant  le  rayoa  de, 
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la  fphere  =  r ,  la  folidi te  fera  =  4  — = 7  c  r.  Mais 

là  folidicé  du  cylindre  cîrconfcrit  eft=c  X  ir  (n  j)  ;' 
donc  la  folidicé  du  cylindre  circoofcric  eft  à  la 
iblidicc  de  la  fphere  comme  xcri^^crl\i\^i\6 

r4::}:2  j  ddnc^  &c.  / 

CdROLLAiRÈ  VII.  II  fuit  du  dernier  Corollaire 
que  la  fphere  ell  les  \  du  cylindre  circorifcrit. 

Corollaire  VIII,  Il  mit  du  Corollaire  précé- 
d^ent  que  la  folidité  de  la  fphere  eft  double  de  celle 
d^un'cône  qui  auroix  pour  bafe  un.  grand  cercle  de 
la  fphere  ,  ou  la  bafe  même  du  cylindre  circon- 
fcrit  ^  Se  pour  hauteut  le  diamètre  même  de  la 
fphere  y  ou  la  hauteur  du  cylindre  circonfcrit.  Car 
un  tel  cône  eft  le  tiers  du  cylindre  circonfcrit  ;  donc 
ce  cône  fera  =:  r  >  ^  le  cylmdre  circonfcrit  efl 
ss=  j  }  donc  la'  fphere  qui  eft  au  cylindre  cir-» 
confcrit  comme  1  ;  3  fera  à  ce  cône  comme  x  :  i  ^ 
donc,  &c, 

II^.Theorbme;  La  fphere  efl  au  cône  équilatéral  eir^ 
confcrit  comme  4:^  (fîg.  loi).  Car  la  bafe  du  cône  é<)ailatém 
cil  égale  à  crois  gratios  cercles  de  la  fphere  itifcrice  (  éémoxt£^ 
tnicion  du  n^  rioj.  De  plus  cb  rayon  de' la  fphere  eftiMi 

~  «=^  —  j  donc  le  rayon  de  la  (phere  infcrice  cft  le  tiers  de 

la  hauteur  du  cÂne.  FaiCuit  cb^^r^  &  la  furface  d'un  ^rand 
cercle  de  la  fphere  infcrlte  =»  c,  3  c  fefa^  la  bafô  d^  côtie, 
3,  r  &  hauteur  y  ;  c  x  r  fà  folidité  (i  u)*  Vi^t  la  folidité  dé  \\ 
jphére  (iif)  t^^^^cr'f  donc  la  folidité  de  ïklphere  c&  k 
celle  du  cànç  équilatéral  circonfcrit  cbtnme  jcj'.ycr::^'% 

'  CoROLi.ÀiiiE.  n  fuit  de-li  &  dû  n"^.  iif  que  â  indii 
Iphete  on  droHifcrk  un  cylindre  ^  un  ^ne  équil^ral ,  Uurf 
folidités  feront  comme  -rf  4  •  ^  •  ^*  Ceft- à-dire  ,  (m) 
dans  lé  rapport  de  leurs  fôtfacès. 

X17.  Problème.  Tronveridfoltdiïiétttncéne  drôktràn^ui 
pood  (iig.  8^).  Suppofimt  faxe  a  de  ce  câàr  frpkmgjS 


4i8    Cours   de  Mathém  axiqu  es. 

jarqu'â  cequil  rencontre  le  côté  ^0  aufli  prolongé  Se  tirant  xa 
parallèle  à  Taxe  y  les  triangles  femblables  dox  ^  aacy  don- 
neront d  X  =^  d  c  —  ex  =^  d  c  —  os  '.  ox  ^^=a  se  ZZ  de  :  ac» 
Ceil-à-dire ,  la  différence  des  rayons  des  deux  bafês  e(^  i 
l'axe  du  cône  tronqué  comme  le  c^yon  de  la  bafb  inférîeore 
,eft  i  l'axe  du  cône  entier.  Ce  cône  entier  étant  connu  ,  on 
en  ôtera  la  folidité  du  petit  cône  aoo  ^  dont  on  connoît  la 
bafe  00  9  &  dont  il  eft  aifé  de  connoître  la  hauteur  qui  eft 
égale  z  sa  quand  le  cône  efl  droir,  comme  nous  le  fup- 
pofons  i:i ,  le  relie  donnera  là  folidité  du  cône  tronque  ^ 
ce  qui  efl  évident. 

118.  Deux  prifmes  (  il  en  eft  de  même  de  deux 
cylindres  )  A  &  a  font  en  raifon  compofée  de  leurs 
bafes  fi  &  ^ ,  &  de  leurs  hauteurs  H  &  A.  Car  le 
premier  eft  =  B  A  ,  &  le  fécond  eft=  AA  ^-  donc 
A  :tf  :BH:AA.  SiB=A,  Ton  aura  A:  û::  H:  A. 
SiH=A,  l'on  aura  A:^  ::B:A.  SiB:^::A:H, 
alors  B A  ==  AA ,  &  A=iz.  Ainfi  deux  prifmes  ou 
deux  cylindres  font  égaux  lorfque  leurs  bafes  font 
en  raifon  inverfe  de  leurs  hauteurs. 

Corollaire  I.  Les  pyramides  &  les  cônes  font 
en  raifon  compofée  de  leurs  bafes  &  de  leurs 
hauteurs  ,  &  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  du 
rapport  des  priftiies  &  des  cylindres  doit  s'appli- 

Suer  aux  pyramides  &:  aux  cônes  qui  font  lès  tiers 
e  ces  folides, 

Coii6Li,ArRE  IL  Donc  fî  à  un  cylindre  on  circonfcrir 
un*  cube  (fig.  loç  )  ,  le  cube  fera  au  cylindre  comme  le 
quarré  du  diamètre  au  cercle  de  la  bafe  du  cylindre.  Mais 
le  cercle  de  la  bafe  eft  égal  au  produit  de  fa  circonférence  c 
par  la  moitié  âe  fon  rayon  r,  ou  par  le  quart  de  fon  dia- 
iQecre  ir;  donc  le  quarré  du  diamètre  eft  à  la  furface  du 

cercîe  comme  4  r^  :  <r  — ,  ou  comme  4r  ;  —  ::  Zric ;  donc 

lé  cube  eft  au  cylindre  :nfcrit  comme  le  quadruple  du  dia- 
mètre d'un  cercle  eft  à  fa  circonférence. 
.  119*  Tu^OR^MJ^t  Le  çiibùe^kUfphtre  î/^fcàtecQmmei. 
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.  ^  diamètres  d'un  cercle  à  la  circonférence  de  ce  cercle  (fig.  106)* 
.  Car  fo!t  la  circonférence  =*=  ^ ,  le  rayon  =  r\  le  diamètre  fera 
2  r ,  côte  du  cube  dont  labafe  4r^  multipliée  par  la  hauteur  ir, 
donnera  8  a-3  folidité  du  cube.  Celle  de  la  fphere  infcrite  étant 
'  égaie  au  produit  de  (a  furface  (  qui  eil  égale  k  quatre  de  Tes  grand» 
-cercles  ,  c*eft-â-dire  =  irr  )  par  le  tiers  de  Ton  rayon ,  fera 
.%rc  X  jr^^^cr'^'^  donc  les  folidités  du  cube  &  de  la  fphere 

infcrite  font  cnir'elles  comme  8r3  :  icr*- ,  ou  comme  4r:  — 

/a 
(^  en  divifant  par  irr),  ou  comme  ixr  î  cj  c'eft- à-dire^ 

comme  6  diamecres  à  la  circonférence. 

Corollaire.  Donc  en  fe  fcrvant  du  rapport  d*-^r^ 
chiméde  ,  le  cube  fera  à  la  fphere  infcrite  comme  6x7  :  i^  , 
<o«i  comme  41  :  21  ::  xi  :  1 1. 

120.  Théorème.  Deux  parallélipipédes  fcm-r 
hlablesfont  entrUux  comme  tes  cubes  des  longueurs 
&  largeurs  des  bafes^  &  des  hauteurs.  Soit  A  la  lar- 

feur  de  ta  bafe  ,  B  la  longueur  de  cette  même 
afe ,  h  la  hauteur  du  premier  parallélipipede  ,  a 
la  largeur,  b  la  longueur  de  la  bafe  du  fécond 
paralléiîpipede  &  h  fa  hauteur.  La  bafe  du  ^re;' 
'mier  fera  A  B  &  fa  folidité  fera  =  ABH ,  de  mcme 
la  folidité  du  fécond  fera  abh  { par  le  n^.  113);. 
donc  le  premier  eft  au  fécond  comme  A  B  H  :  ^  ^à  ; 
or  à  caufe  de  la  (imilitude  de  ces  folides  ,  les  trois 
dimenfions  du  premier/?  font  proportionnelles  aux 
trois  dimenfions  du  fécond  q.  Donc  la  raifon  de  p 
q  eft  compofée  de  trois  raifons  égales  ;  donc  elle 
eft  triplée  ,  &  égale  à  la  raifon  des  cubes  des  ter- 
mes d'une  des  raifons  compofantes  (  voyez  les  rai- 
fons compofées  dans  le  calcul  ).  C'eft  pourquoi 

/;:î:A5:a3::B5:A5;:H5:A5. 

Corollaire.  Les  prifmes  triangulaires  fem- 
blables  font  évidemment  moitiés  des  prifmes  pa- 
rallélipipédes felnbkbles  >  puifque  les  bafes  de. 
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ces  prifmes  font  des  triangles  femblablés  moitiés 
des  parallélogrammes  iTemblables  ,  bafes  des  pa- 
rallélipipedes  femblablés ;donc  les  prifmes  rriangu* 
lairps  femblablés  (  &  il  en  eft  de  même  de  tons 
les  prifmes  femblablés ,  puiCqu'ils  font  évidem- 
ment compofës  d'un  éeal  nombre  de  prifmes  trian- 
gulaires femblablés  )  font  en  raifbn  triplée  de  leurs 
côtés  homologues,  de  leurs  hauteurs,  &c.  Cela  doit 
s'entendre  aufli  des  cylindres  femblablés ,  qui  np 
font  autre  chofe  que  des  prifmes  femblablés ,  mais 
dont  les  b^fes  font  des  cercles. 

C  o  a  o  L  L  A I R  E  IL  II  fuit  du  Corollaire  précé- 
dent que  les  pyramides  &  les  cônes  femblablés  font 
en  raifon  triplée  de  leurs  dimeniions  homologues  y 
car  les  pyramides  femblablés  font  le  7  des  prifmes 
femblablés ,  &  les  cônes  femblablés  le  j  des  cylin- 
dres femblablés }  or  les  7  font  comnae  les  tous  j 
donC)  &c. 

ConotLAïKE  III.  n  fait  du  dernier  Corollaire  qap 
les  polyèdres  réguliers  (cvshbhlcs  ^  par  exempU  >  les  tétraèdres 
femblablés,  font  err  jaifbn  triplée  de  leurs  rayons  droits,  oa  ' 
tn  général  de  leurs  dimenfions  homolo^es  :  car  les  polye- 
4ires  réguliers  femblablés  font  coiopofés  d'on  même  nombre 
ide  pyramides  (èmblaUes  ^  donc,  4cc. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  Corollaire  fécond 
que  les  fpfieres  font  comme  les  cubes  <Ie  leun 
rayons  ,  ou  de  leurs  diamètres.  Car  on  peut  conf9 
dérer  deux  fpheres  comme  compofées  d'un  mcme 
nombre  de  pyramides  femblablés  qui  ont  leur 
fottimet  au  centre  ,  leur  bafe  fur  la  furface ,  & 
dont  la  hauteur  eft  égale  au  rajton  de  <:haque 
fphere;  donc  ces  fpheres  font  entr'elJes^jcomme 
les  cubes  4e  leurs  rayons ,  ou  de  leurs  dianDteàres  ^ 
car  les  diamètres  font  doubles  des  .rayons. 


tfH 
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R  EM  A  n  Q  u  c.  On  peut  dcmontrer  ce  Corollaire 
<Ls  ioetiQ  ature  «i;uuaie£e.  Soie  r  le  rayon ,  c  la  cir- 
conférence d'^m  ^and  cercle  de  la  première  fphere 
A  y  d  ie  rayon  ,  /la  circonférence  de  la  féconde 

iphere  tf,  La  première  A  ==.  xrc  X  — = -Là 

féconde  Tphere  ^  =3= ^i-  ;  donc  A  :  a;: • 

: — —  ;; r^c  :d^  f  {en  divîfant  par  j )  ^  mais  les 

grands  cercles  ^|b^s  fpWes  ont  leurs  circonfé- 
rences propodipmielles  a  leuK  rayons  ;  donc  rld 

::c  :/;  donc-  =,  ;^;  ^^nc^^^r  ^  7=» 

—  X  •—  =  -T"*^  C'eft-a-dire  que  la  raifon  de  A: a 

d^         d  d^ 

eft  triplée  de  la  raiiba  des  cubes  des  rayons  y  ou  ^% 
diamètres.  Puifque  évidemment  A  !  ^  îî  r?  :  d^ 
::8r5  ;  8rf^  Or  ?r5  &  8t/5  font  les.  cubes  des 
diamètres  1  r  &  a  </  ;  donc  £  r  :;=  i  &  <^  ;=:  2  , 

Ton  aura  A  lai\i  :  $• 

• 

121.  THéoKJBMK.  Un  fûTolUlipiptât  y  dotuiis  dim€nfionst 
a  9  b  9  h  /ojsr  «n  prqpçftiçn  continue  »  j^eu/  <rr^  réduit  m  1» 
ci/^tf  if  même  folidui  qut  i(d*  Gx  puilque  aih::b  i  h^  l'on  a 
k'h^oah  y  &  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égua-^ 
tion  par  h  y  il  vient  h  3=3  abh'y  or  â^A  expilme  la  foiidité 
do  puiiUëlipipede  y  te  b^  \3à  fi>Udi|é  dr'im  €abe  dont  le  côti^ 
•ni;  donc  y  i&c* 

I  zi.  Probileiiiu  fairt  no  oi^^  ioi^/e  ^un  autrç  cube.  SofC 
4  le  cité  ,du  cube  prapofë  ,  4)  fèra  {à  foUdité,  243  le  cube 
Soitbie  cherché*  Les  cStés  de  ces  cubes  font  emt^eux  conune 

^(tf3)  :  y{zai)=^ay{i)i  or  il  n'eft  pas poiïibltfe trou* 
ver  exa^ment  la  racine  troifi^mede  %  ,  par  laquelle  iï  hn-* 
droit  :multiptier  k  c6té  du  cube  donné  pour  avoir  celui  d» 
fube  cherché;  donc  le  PtoWênie  eft  impofiUemthmétiqu^ 
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ment.  Si  rpn  veut  fe  contenter  d'une  approximation  ,  on 

prendra  la  valeur  de  y  i  en  décimales,  on  aura  i*i  «n  {è 
tenant  aux  dixièmes  ;  &  multipliant  le  côté  a  par  i  •  2  on 
aura  le  côté  d'un  cube  â-peu-près  double  du  propof^.  En 

pouilànt  l'aproximation  de  y  i  plus  loin  «  on  aurbit  un  cube 
qui  approcheroit  plus  du  cube  demandé.  On  ne  peut  pas  non 
plus  trouver  par  l'arithmétique  uh  cube  triple ,  quadruple , 
quintuple,  &:c.  d'un  cube  propofé  ,  parce  que  394,5,  &c. 
ne  font  pas  des  cubes  ^  mais  on  peut  trouver  un  cube  d'une 
mulciplicicé  exprimée  par  un  nombre  cube  ;  ainfî  on  peut 
trouver  un  cube  oduple  d'un  autre  cube  «z^.  Car  l'on  aura 
Je  cube  demandé  »=  8^ 3  •  or  le  côté  dhb  tel  cube  dk=za', 
donc ,  &c.  *  ^^ 

I  z  5 .  Problème.  Wk/urer  lafolidité  (Tune  muraille 
4ont  l'epaijfcur  tjl  de  j  puds  j  la  longueur  de  iz  & 
la  hauteur  de  i  o.  Je  multiplie  la  longueur  1 1  par 
l'épaillèur  3  ,  le  produit  ;  6  pieds^  quarrés  donne 
la  oafe  de  la  muraille.  Cette  oafe  étaht  mutipliée 
par  la  hauteur  i  o  ,  le  produit  eft  3  60  pi^ds  cubes  ; 
iblidité  de  la  muraille.  ^ 

124.  Problème.  Mefurer  un  obélifque  (c'eft 
une  pyramide  de  pierre  ou  de  marbre  )  dont  la 
bafe  ejl  de  IX  toifes  quarrées  ^  &  la  hauteur  de  }o 
toi/es.  Je  multiplie,  la  bafe  par  le  tiers  de  la  hau- 
teur ,  le  produit  120  méfait  voir  que  la  folidité 
cherchée  eft  de  1 20  toifes  cubes. 

Remarque.  On  mefure  les  foliditcs  en  pieds 
cubes  ,  pouces  cubes ,  toifes  cubes  ,  &c.  La  toife 
cube  vaut  116  pieds  cubes  ,  parce  que  la  toifè 
vaut  6  piisds,  Ik  que  le  cube  Àe  6  e&  116.  Le 
pied  cube  vaut  1728  pouces  cubes  ,  parce  que  le 

*  On  peut  faire  un  cube  double  d'un  autre  en  fe  fervant 
<les  lignes  courbes  pour  trouver  le  côté  de  ce  cube;,  lunii 
j^u'on  le  verra  dans  la  fuite  de  cet  Ouvrage* 

jpied 
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Çied  vaut  1 1  pouces  Se  que  le  cube  de  1 1  eft  i  jiS, 
.e  pouce  cube  vaut  1718  lignes  cubes,  &  la  lî* 
gne  cube  vaut  1728  points  cubes  y  parce  que  lé 
pouce  vaut   1 1  lignes  >  &  la  ligne  ï  1  points. 

1  z  5 .   Problème.   Trouver  lafolidité  (Tune  fphtrt 
dont  le  diamètre  ejlfuppofé  de  \^  pieds ^  Je  cherche 
par  le   rapport  à'Ârckiméde  la  circonférence  d'un 
grand   cercle  de  cette  fphere  ,  en  difant  7 : 2  2  :  î 
14;; X   (circonférence  cherchée)  i===  44.  Multi- 
pliant cette  circonférence  par  le*diametre  14,  le 
produit  616  me  fait  voir  que  la  furfacïe  de  cette 
where  eil  de  6i6  pieds  quarrés.  Multipliant  cette 
furtàce  par  ie  tiers  du  rayon  ou  par  7 ,  le  produit 
^  1437  +  7  pieds  cubes  ,  folidité  demandée.  On 
crouveroic  un  produit  plus  exaâ  en  fe  fervant  da_ 
rapport  de  Métius* 

i%6.  Problème*  Trouver  ta  folidîté  (Tun  corps  fort  îrrigu^ 

htr  y  tel  que  U  caillou  p  (  fîg.  107  )•  Âyanc  mis  ce  corps  p  dans 

nn  vafe  cylindrique  ou  priCnacique  a  b^  y  vêrfez  dans  c6 

vafe  de  1  eau  ou  du  fable  bien  fin ,  ayant  foin  de  rendre  (â 

fur£»ce  parallèle  à  celle  du  vafe,  jufqu  à  ce  que  le  corps  p  en  foie 

entièrement  couvert.  Marquez  en  c<^  la  hauceur  du  fable  ou 

de  l'eau,  ôtez  enfuite  le  corps  p  du  vafe  ,  le  fable  reftant 

remplira  Tefpace  mfgn»  Donc  Tefpace  mcdn  fera  Tefpace 

qu'occupoit  le  corps  p'y  ôr  ïl  efl  aifé  de  mefutet  cet  efpace 

en  multiplianc  fa  hauteur  cm  par  la  bafe  du  vafe  y  donc  il  eft 

aifé  de  mefurer  la  folidité  du  corps  p  *é 

De  la  Trigonométrie* 

117.  La  Trigonométrie  eft  Tart  de  réfoudre  ce 
Problême  i  Trois  de  ces  cinq  chofes  j  deux  angles 

*  u  peut  y  avoir  une  petite  enretu:  à  cau(è  du  ûble  qui 

!>eut  s'attacher  au  caillou ,  ou  de  l'eau  qui  peut  s'accacher  it  fii 
iirface  ou  s'introduire  dans  les  pores  du  caillou  5  mais  c'eft 
trop  peu  de  chofe  pour  y^  avoir  égauL 

Tome  L  *      £e 
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&  trois  côtés  d'un  triangle  étant  données j  trouver  les 
deux  autres. 

Soit  un  angle  quelconque  acb  (fig.  io8  ),  dé- 
crivez du  fommet  c  avec  un  rayon  à  volonté  un 
cercle  ahp g  ^  prolongez  ac  juiqu'en  p y  Se  éle- 
vez en  c  la  ligne  ch  perpendiculaire  fur  ac.  Il  eft 
évident  que  Farc  A  A  eft  complément  dç  lare  ba*  ; 
de  même    l'angle  h  c  b   mefurc  par  cet  arc   eff 
complément  de  l'angle  bca  mefurc  par  l'arc  ba. 
L'angle  bcp  eA  fupplément  de  l'angle  bca  ôc 
réciproquement  ;  il  en  eft  de'  même  des  arcs  qui 
menirent  ces  angles. 

Ltjinus  d'un  arc  ^  ^  eft  une  ligne  b  d  abaiflee  d'une 
des  extrémités  b  de  cet  arc  perpendiculairement  fur 
le  rayon  ca  qui  pafTepar  l'autre  extrémité  du  même 
arc yb deOi aufli  lejinus de  l'agigle  bca  mefuré  par 
cet  arc.  La  perpendiculaire  a  n  élevée  à  l'extrémité 
a  d'un  des  des  rayons  c  a  jufqu'à  la  rencontre  du 
rayon  cb  prolongé  s'appelle  la  tangente  de  ce  même 
arc^a  ou  de  l'angle  bca  mefure  par  cet  arc.  La 
droite  en  comprife  entre  le  centre  c  ou  le  fommet 
de  l'angle  &  la  rencontre  de  la  taneente  fe  nomme 
la  fécante  de  l'arc  b  a  ou  de  rangle  bca.  On  ap- 
pelle JinuS'Verfe  d'un  arc  ab  y  la  partie  daaxi 
rayon  comprife  entre  le  finus  b  d  (  qu'on  appelle 
zuS^Jinus  droit)  &  l'arc  ab.  La  perpendiculaire  bi^ 
finus  de  l'arc  bh ,  laquelle  eft  =  crf,  fe  nomme 
\ejuius  du  complément  on  le  co-finus  de  l'arc  ba  om 
de  l'angle  bca\  ih  finus  verfe  de  A^  complément 


*  Le  coibplémem  d'un  angle  aigu  efl  la  clliSrence  de  cet 
angle  avec  un  angle  droit ,  de  même  le  complément  d'un  arc 
><[9o^  eft  la  diiference  de  cet  arc  avec  50**.  Le  fupplément  d'un 
angle  ou  d'un  arc  eft  ce  ^ul  manque  à  cet  angie  ou  à  cet  atc 
poux  valoir  1 8o*« 


«■ 
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<le  iay  s'appelle  le  co-finus  verfe  de  b  a.  Il  eft  évident 
que  A  m  eft  la  tangente  de  Tare  hb  y  ou  de  l'angle 
hcby  cotnplémenc  de  ^  c  a  :  on  l'appelle  la  co-tan-- 
gente  de  l'angle  bcaoxiài  Tare  b  a  qui  en  eft  la  me- 
iure.  \j2Lfécante  t/iz  de  AA  eft  appellée  la  co-fécantt 
de  &  tf  ou  de  l'angle  bca.  Nous  ferons  le  finus  ^=Jin. , 
le  rayon  =  r,  le  co-finus  =  co-^f/z. ,  la  tangente  = 
tang. ,  la  co-tangente  ==3  co-tang. ,  la  fécante  =^féc. , 
la  co-fécante  =  co-féc. ,  le  finus.  verfe  ^=/in.  v.\  le 
co-finus  verfe  =  cojin.  v.  j  de  forte  que  pour  c[ire 
le  finus  d'un  arc  a  y  nous  dirons  ^^rz.  a ,  &c. 

1 18.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que 
le  finus  y  le  co«finus  y  la  tangente  &  la  co-tangente 
d'un  angle  obtus  bcp  font  égaux  refpeftivement 
au  finus ,  co-finus ,  tangente  &  co-tangente  de  l'an- 

fle  aigu  bcdy  qui  eft  fon  fupplément  j  car  bd 
tant  une  perpendiculaire  abaiuee.  de  l'extrémité^ 
de  l'arc  bkpiux  le  rayon  p  c  { prolongé  )  qui  pafle 
par  l'autre  extrémité/?  du  même  arc ,  eft  évidem- 
ment le  finus  de  l'arc  bhp  auffi-bien  que  de  l'arc  ba. 
De  même  la  tangente  de  l'arc  bhp  eft  évidemment 
po  {117)  j  mais  r  0  =  ^  «  :  car  les  triangles  rectan- 
gles nacy  pco  font  femblables ,  â  caufedes  angles 
droits  nac  y  (ipOy8cdepco  =  bca.  D'ailleurs  ils 
ont  les  côtés  cp  6c  ca  égaux  y  8c  les  angles  fur  ces 
mêmes  côtés  égaux  ;  aonc  ils  font  égaux  y  Se  po 
eft  =  na.  Et  parce  que  k  b  e&  complément  dtbkp, 
auflî-bien  que*  de  b  Uy  de  efï  le  co-finus  de  bhp  y 
auflî-bierï que  de  ba\  de  même  la  co-tangente  de 
phby  comme  celle  de  A  ^ ,  eft  =  A  m  *. 


*  po  étant  dirigée  dans  un  fens  oppofé  i  an  t^  négative. 
Mais  nous  ne  failons  ici  attention  ^na  la  grandeur  &  non  ao 
figne  des  lignes^  0 ,  km  y  Ôcc. 

£e  2 
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129.  Si  l'on  prolonge  bdjixfqiCi.  la  rencontre  de 
la  circonférence  en^  ,  à  caufe  de  bg  perpendicu- 
laire ùiT  ca^  bd  fera  =  ^  ^ (10) »  &  par  cônféquenr 
ba=iagy  donc  le  (înuf  d'un  arc  ^  ^  eft  la  moitié 
d'une  corde  bg  qui  foutend  un  arc  double  de  t  a.  Or 
le  diamètre  éft  la  plus  grande  des  cordes  y  donc  le 

f>lus  grand  des  finus  eft  égal  au  rayon  hc  ^  Cinus  de 
arc  ha  y  moitié  de  la  demi-circonférence  hax.Ce 
finus  eft  appelle  Jznus  total ,  parce  qu'il  eft  le  plus 
grand  des  iînus  j  de  forte  que  les  iînus  croifTent  i 
mefure  que  les  arcs  a  b  augmentent  depuis  o  juf- 
qu'à  90^  ,  après  quoi  ils  vont  en  diminuant  juf- 
qu'à  1 80^  y  où  le  unus  eft  o.  i 

j;o.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  que 
le  fînus  de  30^  eft  égal  à  la  moitié  du  rayon.  Or 
fi  l'arc  bag^efï  fuppofé  de  60^  y  la  corde  bg  fera 
égale  au  rayon ,  &  le  finus  bd  de  l'arc  ^iz  de  30^ 
/.      bj^ r^^ 

Plus  l'arc  b  a  fera  grand ,  plus  la  tangente  an 
&  la  fécante  c  n  croîtront ,  cela  eft  évident  :  car 
lorfque  le  point  b  s'éloigne  de  a ,  il  eft  vifible  que 
le  point  72  doit  auflî  s'cloigner  de  a ,  c'eft-à-dire 
que  an  doit  augmenter  ,  mais  a /i  ne  peut  croître 
à  moins  que  en  ne  croi(re.  De  plus  an&c  en 
deviendront  infinies  lorfque  le  point  b  tortibera 
fur  A  :  car  72  c  tombera  alors  fur  Ac ,  &  par  confé- 
quent  fera  parallèle  à  la  ligne  an  \  donc  ces  droites 
ne  pourront  fe  rencontrer  quelques  prolongées 
qu'elles  foient,  c'eft  pourquoi  on  les  regarde  alors 
comme  infinies. 

A  caufe  des  parallèles  bdôchcon  aura  bi  =  cdy 
c'eft-à-dire  que  le  co-finus  d'un  arc  b  a  eA  égal  à 
la  partie  du  rayon  comprife  entre  le  centre  &  le 
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ûnus  du  même  arc  ;  &  parce  que  da  =  ca  —  cdyil 
eft  vifible  que  le  finus  verfe  da  d'un  arc  ai  <^  90^ 
eft  égal  à  la  difFérence  du  rayon  &c  du  co-finus  du 
même  arc.  Mais  dp^f\n\is  verfe  du  fupplémem  b  hp, 
left  égal  3L  pd ^p  c -H  crf  j  c'eft-à-dire ,  que  le  finus 
verfe  d'un  arc  plus  grand  que  90®  èft  égal  à  la  fom- 
me  du  rayon  &  du  co-finus  de  (on  (upplément  a  K 
ConnoKIanc  donc  le  co-fin.us ,,  on  aura  racilement  le 
finus  verfe.  m^^ 

131.  Théorème.  La  tangetue  de  45^  eft  éealc 
au  rayon.  Soit  fuppofé  Tare  a  i  de  45  ^  ,  à  caufe  de 
l'angle  droit  c  an  y  l'angle  cna  complément  de 
l'angle  ne  a  fera  de  45®,  parce  que  tangîe  /zca  eft 
fuppofé  de  45  ®  ;  donc. le  triangle  nac  fera  ifocelle , 
^na  =  c  (2  =  r  j   donc  ,.  &ç. 
•    X3Z.  T ni oK^u^.^ Von  a  toujours  les  propor^ 
tions,  Juivantes.  i^.  Le  rayon  efi  au  co-finus.  d'un  arc 
ou  d*un  angle  j  comme  la  tangente  de  cet  arc  ou  de 
cet  angle  eft  à  fon  finus  j,  ou  r  :  co-fim  M  tang.  :  fin. 
'Car  les  triangles  cdb  y   c an  font  femblables  à 
^aufe  des  peiralleles  bd  ècan-y  donc  cal  cdllanl 
b  dy  ou  r  :  cofin^  ;  :  tang.  vfiru  r®.  rvfin.  Mico-tang.  : 
icorfin  y  car  les  triangles  femblables  h  cm.  y  icb 
donnent  r  (A  c)  :  i  c  =  db  z=zfin.  ;  ;  hm{  co-tang. 
de  4  i  )  r  i  ^(co-fin.  de  A  a) ,  ou  r  'tfin.  : î  co-tang.  l 
cofin.  5  ^;  Tang.  :  r  K  r  :  co-tang.  ;  car  les,  trxan- 
. gles  hcmy  nca  ont  un  angle  dtoît',  le. pre^nier 
en  h  y.  le  fécond  en  a;,  de  plus  l'angle  m  de  l?un 
eft  égal  à  l'angle  b.c  d  de-  l'autre- ,  ce» deux  angles 
-étant  alternes-internes  i  caufe  de^  parallèles  ca  y 
h  m  :  ainfi  ces  deux  triangfes  font  femblabW  ; 
SfC  partant,  na  l.ca  II  hc  l.hm  ^  bu  tang.  :.  r  iî , 

rr. 

'  r- :  co-tang,  = . 

Ee  j 
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— —       ■  ■  '   ■  Il  ■ I      ■  I ■'        .  1— ^— 

i}}.  CoiiollaireL  Donc  on  z  i^.Jin.s=sz 

$ang»  X  co-Jtn»  ^  cth-tang.  x  fin.      v 


r* 


•  *  4®.  En  fuppofant  r=  i ,  la  première 
équation  donne  fin*  =  tang.  X  cofin. ,  ou  tang.  = 
— :^-«    ç  ®.  De  la  féconde  équation  on  tire  aifé- 

co'fin.  I  , 

ment  co-tang.  =  — ;: —  = ,  parce  que  la  troi- 

^  fin*  tang.    *  ^ 

fiéme  formule  donne  co^tang.  = =  ^■^-• 

*^  tang.  tang. 

6^.  De  co-tang.  = ,  Ion  tire  co-tang.  a  X 

tang.  <i  =  I  =  co-tang.  b  X  tang.  b  {a  &c  b  défî- 
gnent  des  arcs  ou  des  angles  ).  Si  dans  la  quatrième 

•formule  on  fubftitue  la  valeur de  tang.  , 

co-tang.  ^ 


^  Lorfijue  rare  dont  on  veut  avoir  la  tangente  devient  im 

quart  de  cercle  ,  fa  co-tangente  =  o ,  &  alors  tang.  =  — 

«=ir  00 ,  en  coniîdérant  o  comme  une  quantité  infiniment  petite; 
d'ailleurs  dans  ce  cas  la  tangente  e|b  infinie  ,  comme  on  Ta  dît 
ci-deÏÏùs  n°«  130,  parce  qu'avant  que  la  fécante  &  la  tangente 
foient  devenues  parallèles  ,  ces  lignes  fe  font  rencontrées 
fous  un  angle  infiniment  petit  ;  donc  alors  elles  étoient  in- 
finies ,  &  comme  on  fiippofe  que  ces  lignes  n'ont  pas  di- 
minué en  devenant  parallèles  »  on  les  regarde  encore  coaune 
infinies;  &  elles  ne  doivent  pas  être  regardées'  .comme 
infinies  précifémçnt ,  parce  qu'elle^  font  parallèles  :  car  deux 
lignes  parallèles  font  deux  lignes  indéterminées  qui  ne  peâ« 
vent  véritablement  jamais  fe  rencontrer,  mai&qui.ne  (bnt.pii9 
plutut  infinies  que  finies. 
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Ton  aura ,  en  multipliant  par  co-fin. ,  la  fornwde 
/P/2,  =  — ' — 1-.    Subftituant  dans  la  feconcfc  for- 

CQ-tang. 

mule  à  la  place  de  co-tang.  (  en  fuppofant 

toujours  r  =3  1  )  on  a  co-Jvi.  = • 

IJ4.  ÇoRo  LLAiRE  IL  II  fuit  de  la  troîfiéme 
formule  du  Corollaire  précédent ,  c'eft-à-dire ,  de 


r^ 


l'équation  cang.  = ,  que  fî  l'on  a  deux 

arcs  a  &c  b  y  Ion  aura  cane%  a  l  tane.  tll ; 

'  .  ^  ^         co-tang.  a 

■  >  OU  (  parce  qite  les  fraâions  qui  onc 

co-tang.  h  ^  ^  ^  ^ 

nicme  numérateur^  font  en  raifon  inverfe  des  déno- 
juinateurs)  rang,  a  l  tang.  ^ ;; co-tang.  i  l  co-tang.  a, 
c'*eft-à-dire  que  les  tangentes  font  en  raifon  inverfe 
des  co-tangentes,  La  même  chofe  peut  fe  démon- 
trer encore  de;  cette  manière  :  par  le  Théorème 
précédent ,  tang,  l  ril  ri  co-tang.  ;  donc  tang.  a  X 
co-tang.  ^  =  r*  ,  &  tang.  b  X  co-tang.  ^=r*  j  donc 
tang.  iz  X  co-tang.  a  =tang.  h  X  co-tàng.  b  ;  donc 
tang.  a  :  tang.  b  :;  co-tang.  b  :  co-tang.  a. 

135,  pROBLEMB.  Etant  donné  le  finus  z£  d'un 
arc  a  m,  trouver  le  Jinus  £un  arc  double  a  m  b  (fig.  10  9) . 
Menons  bd  perpendiculaire  fur  ctf,  &  du  point  c 
la  perpendiculaire  c/72  fur  le  milieu /de  la  corde  b  a. 
Puifque  af  eft  connue ,  fon  double  ^  ^  le  fera  auflî 
or  les  triangles  cfa^  bda^  ayant  un  angle  com^ 
mun  en  a  y  &  de  plus  chacun  un  angle  droit  y  fon  ^ 
femblables  ;  donc  c<2  :  cf\\b  alb^d^ou  r  r  co-Jin^à^ 
J  arc  donné  :  I  tjin.  du  mçme  arc  \/in.  de  Tare  douple* 

.  £e  4 
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Remarque  L  Nous  avons  fuppofé  le  co- 
finus  ^  donné  ,  parce  que  le  finus  a  Jetant  connu 
il  eft  vifible  par  la  propriété  du  triangle  reâangle 
cfa ,  que  c/=  V[  (<^^)*  —  (/^)*]>  o^  co-fin.  = 
\/[  r\  —  {fin.  )*  ],  &  réciproquement  on  voit  que 

fin.  =  y^[  r*  —  (crox/T/i.)*]  ;  c'eft-à-dire  que  pour 
avoir  le  co-finus ,  lorfqu  on  connoît  le  finus  ,  il 
faut  du  quatre  du  rayon  fouftraire  le  quatre  du 
finus  &  prendre  la  racine  du  refte ,  &  pour  avoir 
le  finus  quand  on  connoît  le  co-finus ,  il  raut  retran- 
rher  le  quarré  du  co-finus  du  quarré  du  rayon  & 
prendre  la  racine  du  refte. 

"  Remarque  II.  Si  Ton  vouloir  avoir  le  finus  de 
Tare  fimple  am ,  étant  donné  le  finus  &  Te  co-finus 
de  l'arc  double  ^^  ,  on  retnarqueroit  que  (i  û)*  = 
{h  i)^ -^rid a)^  ^  par  la  propriété  du  triangle  reélan- 
gle  ,  bu  {h a) i  =^fin. ^a-^- {fin.  v.) * ^  ,   en  fuppo- 

'lant  Tare  double  ==  ^j  donc  Aa==3  y'î  {fin.)^  a  + 

{fin.  V.)  ^  û] ,  &  (î/c=Be:  -r—  ^^finu^  de  l'arc  fimplç 

=  l  V[J^^'^ ^  +  iJ^^'  '^•)*  ^]i  Q^  çonnoiflànt  le 
finus ,  on  connoîtra  facilement  le  ço-finusr  auffi- 
bien  que  le  finus  yeirfe  d  a  qui  eft  ici  ==  ç  a  — cd. 
Voyez  le  n^  130. 

1^6.  Problème,  Conno'iffane  les  finus  de  deux 
arcs  d  1 ,  a  1  trouver  les  finus  de  leur  fbmme  ou  de 
leur  différence  (  fig.  1 1 1 .  ).  Soit  l'arc  dl^=^h  ^  T^rç 
a  l  =^.  Il  eft  évident  que  d  q^  eft  le  finus  de  Tarç 
ab  d  y  fpmme  de  ces  deux  arcs  j  &  fi  l'on  prend 
lb^=z  dl^  3^finus  de  a  l  -—rbly  ondeal  —  d l  fera 
■  le  finus  de  la  différence.  Puifqu^on  connoît  li  finus 
de  a  &  de  ^ ,  on  connoît  aum  leur  co-finns  (135). 
Pçs  points  d y^  y  b  ayant  abaifie  des  perpendicur 
laires  fur  ç  4 ,  du  point  b  la  perpendiculaire  bp 
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iur  d  q  y  du  point  0  milieu  de  la  corde  db  les 
perpendiculaires  0  g  ^  o  m  ^  6c  tiré  la  ligne  c  o 
qui  ,  paflant  par  le  centre  &  le  milieu  de  la  corde 
d  ^,eft  néceflairement  perpendiculaire  à  cette  corde 
(20);  à  caufe  des  parallèles /?# ,  go  les  lignes 
d  pyd  b  feront  divifces  proportionnellement  en  g  Se 
GiiOyOt  db  e&,  divifée  en  deux  également  en  o  : 
donc  dp  e&,  aufli  divifée  en  deux  également  en  ^ , 
èc  dg  =g p.  Mais  les  triangles  femblables  cln  ^ 
c  o  m  donnent  cl  \  co  \\  In  \  0  m  y  our:  co-fin.  b. 

^                            fin.  il  X  co-fin.^     .  .       , 

:  :  iin.  a  l  om  :=i •.    Les   triangles 

c  Irty  dgo  ayant  (par  conftruâion )  tous  leurs  cô- 
tés perpendiculaires  Tun  4  l'autre  font  femblables 
(49) }  donc  cl  l  c  nV.  do  \  g  dy  ou  r  ;  co-fîn*^ 

^       ,            ,          fin. A X co-fin. tf     -^x  •     f 
:;  fin.  3  i  g  d  =i  r •  Maistfjaco/» 

-^dg  ==q  g-hg  dy  Se  bx  =  gq~pgz=i 
q  g  —  dg  ;   donc  rf  ^  ou  fin.  {  a  •+  b  )  = 

fin.  a  X  co-fin.  i+  fin.  b  X  co-fin.  a'  .  -,  _. 
^^ ,  &  *  AT  OU  un.  [a — b) 

r  * 

fin.  tf  X  co-fin.^  —  fin.  i X  co-fin.  4f    _,   -  »   •. 

=   I  .  >     • — •  C  eft-a-dire ,  le 

Jînus  de  la  fommc  de  deux  arcs  a  £*  b  (  nous  fup^ 
pofons  a  plus  grand  que  h)  eji  égal  au  produit  du 
finus  de  zpar  le  co-finus  de  h  y  plus  le  produit  dufinus 
(de  h  par,  le  co-finus  de  z  y  le  tout  divifé  par  le  rayon  ^ 
&  le  finus  de  la  différence  de  ces  mêmes  arcs  ejl  égal 
au  produit  Idu  finus  de  a  par  le  confinas  de  b,  moins  It 
produit  dufinus  de  b  par  le  co-finus  deZy  le  tout  di^ 
vifé  par  le  rayon. 

I  37.4)robleme.  Connoiffant  les  connus  de  deux 
arcs  a  6^  b ,  trouver  le  cofinus  c  qde  leurfi)mme ,  & 
te  co-finu^  ex  de  leur  différence  A  caufe  des  parais 
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letes  d  q  yomy  b  XyileA  vifible  que  les  lignes  d  Ay 
q  X  font  divifées  proporcionnellemenc  en  o  &c  qii  m, 
mais  la  ligne  d  i  ç{k  divifée  en  deux  également 
en  C'y  donc  q  x  eft  auûH  divifée  en  deux  également 
çn m*  Cela  pofé )  les  triangles  femblables  c  In  ^ 
cçm  donnent  qI\  co\\cn\cm  ^omt  \  co-fin.  b 

^                             co-iîn.JX  co-fin- A     - 
::  co-lin.  a  \  cm  •=. •  Les   trian- 

r 

gl.es  Semblables  cln^dgl donnent  c  l  l  l  n  l\  do  l 

g  p  z=:  q  m  ^=^  (nx  y   our:  fin.  a  II  fin.  b  l  qm 
fin.  a  X  fin.  b         , 

-^— r  9    donc  c^  =  cm  —  q  m  =s, 


r 

Cû'iin.  a  %  Çf>  £n«  ^  —  fin.  tf  x  fin.  ^ 

,  GCcx^=^cm^ 


r 


co-fio.  a  X  co-fio.  h  -I-  fin.  4  x  fin.  h      ^,  «   . 

!»>:=:— i—^ .    Ceft-a- 

r 

dire  le  ço-finus  de  la  fomme  de  deux  arcs  eft  égal  au 
produites  co-finus  de  ces  arc^.moÎQs  le  produit  de 
leurs  anus ,  &  le  co-finus  de  la  différence  des  deux 
arcs  eft  égal  au  produit  des  ço-fînus  de  ces  arcs ,  plus 
lé  produit  de  leurs  fînus,Ie  tout  divifé  par  le  rayon. 
ij8.  Théorème.  Lafommc  des  Jînus  de  deux 
arcs  ad===ajab  =  b  (fîg.  m)  eji  à  la  diffé- 
xcnçe  4e  ces  mêmes  Jinusy  comme  la  tangente  de  la 
mpifiéÀ^  la  fomme  de  ces  arcs  eft  à  la  tangente  de  la 
moki^  de  leur  différence  :  oujin.  a  -4-  fin.  b  :  fin.  a 


i — fin.  h  ::  tang.  — — ^  :  ^ang. ^,  nousfup- 

po^on^  a"^  b.  Ayant  tiré  le  .diamètre  ^gy  prenez 
'ÂJi  jpys^a  d  y  menez  U  cprde  4  q  qui  fera  nécef- 
fairement  perpendiculaire  fur  a  g.  Par  le  point  b 
fkéz .  b  m  pa];aUde  à  g  a  /  ^  par  ccy léquenc 
^^pejxdic^vâzite  S}f.t  jd  ^q  j  4^  fif^ifit  m  mener  les 
ciMsfim.  d  ^  mq  ,  ^^4-un;xay9n;^,c  %al  à  ce- 
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lui  du  cercle  admgq^  décrivez  l'arc  xc  qui  ren-' 
contre  b  mtnCy  &  par  le  point  c  cirez  la  Ug{ie 
ncp  perpendiculaite  à j& m  ^  les  lignes  nc^  cp 
feront  les  tangentes  .des  angles  dmb^  bm  q[  qui 
ayant  leur  fommet  â  la  circonférence  du  cercle,  ont 
pour  mefure  la  moitié  de$  arcs  db  icb  q  compris 
entre  leurs  cotés  ).  Ot  d  b  =i  a  d  ^—^  a  b  is=:  a  — 
h  y  ÔC  Jfq  :=:  ba -^  a^  ==  ad^è  asssa -^b^ 
donc  ces  angles  (  que  je  défignerai  par  les  va- 
leurs des  arcs  qui  les  mefure^t  )  font ,  le  premier 

= ,  Se  le  fécond  ==  — —  ;   donc  «  c  =53 

-%  % 

xang.  — —  ^Scc p  =  rang.  =  .   De  plus 

o  q  =  o  i -^  i  q  ==  b h  -^ d i  efïlz fomme  des  finus 
des  arcs  a  Se  If ,  Se  d  ot=^di  —  oieft  leur  diffé- 
rence. Mais  â  caufe  des  parallèles  d  q  ^  n  pl^s 
triangles  mo  q  ^  mcp  font  femblables ,  auflî  bien 

3ue  les  triangles  m  do  ^  m  ne  y  Se  les  premiers 
onnent  oql  cp  tî  rrio  !  me  y  tandis  que  les 
derniers  donnent//  o  l  ne  \\  m  0  \  m  c  '^  donc 
o  q  l  €  p  \\  d  o  \  n  e  y  o\x  y  ahernando  ^  o  q  : 
d  o  V.  ep  l  ne  y  ou  fin.  a  +  fin.  b  :  fin.  a  —  fin.  b 

::  rang..  — !— v:  tang.  ^ '. 

Corollaire.  Doneonaauffi  co-fin.  <z-+-co-fin.^: 

co-fin.  a — co-fin.  ^:;  co-tang.f — —  J  *tang.f Y 

Caries  co-finus  font  les  finus  des  complémens  ;  doi)c. 

par  le  Théorème  la  fomme  des  finus  des  complé- 

.  •  mens  eft  à  leur  différence  comme  la  tangente  de  la 

moitié  de  la  fomme  des  complémens  à  ta  tangente 

•  de  la  moitié  de  la:di:^€rence  de  ces  complémea; 
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•Mais  la  moitié  de  la  fomme  des  complémens  des 
deux  arcs ,  eil  le  complément  de  la  moitié  de  la 
fomme  de  ces  arcs ,  &  la  demi-difFérence  des  com- 
plémens eft  égale  à  la  demi-différence  de  ces  arcs. 
Donc,  &c. 

Il  eft  facile  maintenant  de  trouver  tous  les  fînu& 
Le  finus  de  30^  étant  donné  (130)  ^  on  trouvera 
;faci]^ment  celui  de  15^(135),  enfuite  celui  de 
7  °  7  ,  puis  celui  de  5  °  J; ,  &  ainfi  de  fuite  en  al- 
lant  par  les  moitiés  jufau'à  la  douzième  opération 
qui  donne  le  finus  de  52'  44"'  ï'" i*.  Et  parce  que 
les  finus  des  arcs  fort  petits  fe  confondent  avec 
ces  arcs  &  leur  fonc  proportionnels  ,  on  fera  com- 
'TÔe  cet  arc  eft  à  fon  finus  ,  ainfi  l'arc  d'une  mi- 
nute eft  à  fon  finus.  Ayant  le  finus  d'une  minute  on 
trouvera  facilement  celui  de  i'  (  135  ).  Suppofant 
enfuite  l'arc  de  i'  =  i  ,  celui  de  1^  =;  a,  on  trou- 
vera (13^)  celui  de  3;'.  Faifant;  enfuite  celui-ci  == 
a  &  celui  de  i'  =  ^,  on  aura  de  même  celui  de  4', 
5c  ainfi  de  fuite  jufqu'à  jo^.  Ayant  le  finus  de  3.0® 
pour  avoir  celui  d'un  atc  plus  grand,  par  exemple  j 
.celuji>  de  3  5  °  ,  on  fera  a  =  30°  ,,8<  ^  =^=  S  °.  Pour 
avoir  celui  de  jo*^  i' ,  on  fera  a  =  30^  &  h::^i\ 
&  aftifi  de  fuite  jufqu'à  ^9^.  Ayant  le  finus  de  60^ 
pour  avoir  le  finus  d'un  arc  plus  grand  ,  par  exem- 
ple celui  de  61^  ,  ou  fera  a  =  60^  ,  b  =  2°,  & 
:ainfi  de  faite  jufqu'à  90^.  A  l'égard  des.  arcs  plus 
grande. que  90P,  comme  leurs  finus  font  le^sjnèmçs 
que  ceux  de  leurs  fupplémêns  ,  on  n'aura  aucune 
:  peine  à  les  trouver  :  ainfi  les  finus  de  1 00°  fera  fe 
même  que  celui  de  80°;.  A  l'égard  des  co-finus  il 
eft  aifé  de  les  avoir  dès  que.  l'on  cbnnoît  les  finus  *« 
.^puifque  kl  co-finus  eft  égal  à  la  jcacine  quarréede  la 
',4^\Shmç^  du  quatre  du  rayon  au  quarré  dufiniis 
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(  I  ;  5  ).  Â  regard  des  tangentes,  les  triangles  re<%an- 
gles  femblables  cdb  ,can  [fig.  1 08  )  donnent  cdt 
db  ::  ca  :  a  « ,  ou  co-fîn.  :  fin.  :;  r  :  tang.  Donc 
connoifTant  le  .finus  &  le  co«finus  d'un  arc  ,  on 
trouvera  aifément  la  tangente  de  cet  arc.  On 
aura  auffi  facilement  la  co-tangente  par  la  pro* 

Sortion  tang.'  r  \\  r  \  co-tang.  Suppofant  le  rayon 
e  1 0000000000  parties  égales  ,  le  finus  de  30^ 
fera  de  5000000000  de  ces  mcmes  parties  ,  on 
trouvera  en  fuite  ,  par  ce  que  nous  venons  de 
dire ,  les  nombres  qui  défignent  les  finus  »  les 
co*finus  &  les  tangentes  des  arcs  plus  grands  ou 
plus  petits  que  jo®.  A  l'égard  des  logarithmes  de 
ces  mêmes  finus  qu'onltrouve  dans  les  tables ,  ayant 
trouvé  les  nombres  qui  défignent  les  finus  ,  on  a 
cherché  leurs  logarithmes  qu'on  a  mis  à  la  place  de 
ces  finus  dans  les  tables  dont  on  fe  fert  maintenant, 
de  forte  qu'à  prêtent  on  ne  fait  guère  ufage  que  des 
logarithmes  tant  des  finus  que  des  co^ finus  ,  tan- 
gentes &  co-tangentes. 

Si  Ton  veut  avoir  la  fécante  par  le  moyen  du 
co-finus  &  du  rayon  ,  on  remarquera  que  les 
triangles  femblables  hci^  ne  a  donnent  (enfair 
faut  l'angle  bca-='  a)  co-fin.  a\bc-=^r\\ca^=i 

f  f 

r  :  cni=^  fée.  tf  =  — 7 — •  On  voitauffique  c/2  = 

co-iin.  a  ^  / 

fée.  û=  ^\^rr -h  (tang.)*  a^  8c  cm  z=z  co-fçc.  a 
=  V[  ''  ^  -+■  (co-tang.)  ^a]. 

Remarque  I.  Le  finus  d'un  arc  ^A  de  90** 

eft  égal  au  rayon  ;  mais  fon  co-  finus  eft  =?  o  : 

car  le  co-finus  et/  ou  bi  devient  o  lorfque  l'arc 

b  h  devient  o  ,  c  eft-à-dire  ,  lorfque  l'arc  a  b  de- 

.vient  ah.  .    ..: 
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Remarque  IL  Pour  avoir  la  corde  d'un  arc  don- 
né y  cherchez  le  finus  de  la  moitié  de  cet  arc  ;  le 
double  fera  la  corde  cherchée.  Par  exemple  ^  pour 
avoir  la  corde  d'un  arc  de  40^  ,  cherchez  dans  les 
cables  le  flnus  de  Tare  de  10^ ,  le  double  de  ce  finûs 
fera  la  corde  cherchée  j  mais  cette  corde  appartien- 
dra à  un  cercle ,  dont  le  rayon  fera  celui  des  cables. 
Pour  avoir  la  corde  de  40^  dans  im  cercle  donné , 
faites  cette  règle  dé  trois.  Le  rayon  des  tables  eft 
au  rayon  du  cercle  donné  comme  la  corde  trouvée 
eft  à  la  corde  demandée.  Cette  règle  eft  fondée  fur 
ce  que  dans  deux  cercles  ,  les  cordes  de  deux  arcs 
femblables  font  entr'elles  comme  les  rayons  de 
ces  cercles. 

13p.  Théorème.  Etant  dormi  un  angle»  que  f  appellerai  a , 
[un  a  la  proportion  y  le  finus  de  t angle  z  efi  à  la  fomme 
du  rayon  &  du  co-finus  du  même  angle  ,  comme  la  tan^te 
de  la  moitié  de  tan^le  a  eji  au  rayon.  Soit  Tangle  A  C  P 
(  fig.  ito)^=ay  l'angle  infcrit  A  B  P  fera  la  moitié  de  a  ^  8c 
menaat  par  le  centre  C  de  Tare  A  P  ,  la  ligne  C  N  parallèle 

àBP,rangleNCA  =  PBAfera  =  -^  ,  &AN  fcra  = 


a 


tang.  — .  Mais  les   triangles  reâangles  femblables  BPD  , 

NC A  donnent  PD:DB  ::NA  :  Ç  A,  ou  fin.tf  :  r+cofiù.tf 

::   tang.  —  :  r.  Donc  r-f-  co-un.  û=s  —— . 

1  a 

tangr  — 

Remarque.  Parce  que  randç  A  P  D  eft  mefiiré  par  la  moi- 
tié de  l'arc  AF,  &  que  A  F  cS  =  A  P  dont  la  moitié  mcfure 
fangle  N  C  A ,  il  eft  vifible  que  les  triangles  re6b|igles  N  A  C, 
PD  Afont femblables.  Donc PD  :  AD  ::  CA  :  AN,c'eftr 

à-dire ) fin*  a  2  r—  co- frn^a  ::r  :  tang.  — .  Ainfi  r —  co-fin.  a 

fin.  tf  A     ^  r  —  co-fin.  a        '  ^^'     T  -, 

I»  ■  '        .  tane.  —  ;  &  — ; ^ —  = ^ «Donc 

r  ^   %  '     r-)-co~un.a  rr 


r  r 

^4 
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(r — cofin.  A       ,  X.,  .    .  ., 

4  j         /  \,  1  /r-f-co-fin.  û\ 

,       -2^ — ;  donc  (  co-tang^  Y  \a^^rr  •  i  — 7; 1  • 

{cang.)-^  ^  6/    *  y^ — co-fm,tf/ 

Nous  Tenons  de  voir  que  Ton  a  la  proportion  fin.  a  :  r-^^ 
co'fin.  a  ::  rang,  —  :  r:  mais  tang.  —  :  r  z:  r  :  co-tang.  — 5 

ainfi  fin.  il  :  r  -f"  co-fin*  a  :i  r  :  co-tang.  — •  Maintenant  fi 

Ton  fait  le  quart  du  (;grcle  =  a  ,  l'on  aura  co-tang.  —   = 

X 

en  faiûnt  n  —  a  t^s»  p.  Mais  alors  fin.  ^  =s  co-fin.  p  ,  & 
fin.^  =  co-fin.  a  y  donc  la  proportion  fin.  a  :  r  +  co-fin.  a  :: 

r  :  co-tang.—   deviendra  co-fin.  /^  2  r  -f-  fin.  ^  ::  r  : 

X 

tang.f  — m^  y  De  plus  Ton  a  encore  fin»  tf  :  r  —  co-fin.  a 

::  r  :  tang. —  ;:  co-tang.  —  :rj  donc  âcaufe  de  co-tang.  — 

-=tai.g.  («-f  )   =>tang    Ç±  +  !^  )  « 

tang.f— ^^Cz  Y  de  fin.  tf  ««cb-fimp  &  de  fin.  p  =  co-fin.  tf. 
Ton  aura  co-fin./?  :  r —  fin.p  ::  tang.  f  -     -    ■  J  :  r.  Donc 

co-un./;*tang.  I    — — —  I  \ 

r  -j-  fin.  »  s=5  * ^  >  ^  ^-  fio-  P  '*■ 

r 

co~fin. j>  »  r         r4-firi;/> U^»g-1    y       ^      y. 
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» 

De  la  réfolution  des  Triangles. 

140.  Avant  de  pafTer  à  la  réfolution  des  trian* 
gles  y  nous  allons  donner  une  idée  du  Graphe^ 
mètre  ,  qui  eft  un  inftrument  d'un  grand  ufage 
(fig.  îij).  C'eft  un  demi-cercle  abdy  armé  de 
pinnules  ou  de  deux  lunettes  *  j  lune  de  ces  lu- 
nettes repréfentée  par  a  d  eO:  fixe  &  dans  le  fens 
du  diamètre  du  demi-cercle,  l'autre  qu  on  peut  con- 
cevoir repréfentée  par/^  (  qu'on  nomme  alidade) 
eft  mobile  autour  du  centre  c  en  demi-cercle.  La 
circonférence  de  l'inftrument  eft  graduée.  On  fe 
fcrt  du  Graphometrc-pour  mefurer  les  angles.  Par 
exemple  ,  pour  connaître  l'angle  hco  y  ayant  fixé 
l'inftrument  en  enfonçant  fon  pied  dans  la  terre 
ou  d'une  autre  manière ,  dirigez  le  diamètre  a  d 
vers  le  point  o  ,  ayant  foin  de  difpofer  le  plan  de 
l'inftrument  de  manière  qu'il  fe  confonde  avec 
le  plan  de  l'angle  hco  y  tournez  enfuite  l'alidade 
fg  jufqu'à  ce  que  vous  apperceviez  l'objet  h  au 
travers  des  pinnules /&^.  Suppofqns  que  l'alidade 
réponde  alors  à  la  divifîon  marquée  3  o  3  l'angle 
hco  fera  mefuré  par  l'arc  de  jo®  ,  c'eft-à-dire  que 
cet  angle  fera  de  jo^.  Venons  maintenant  à  la  ré- 
folution'des  triangles  reftangles  **  j  pour  cela  nous 
avons  be(bin  des  Théorèmes  fuivans- 

141.  Théorème.  Le  rayon  des  tables  eft  au 

^  On  fe  fert  le  plus  fouvent  de  pinnules  au  lieu  de  lunettes. 
Les  pinnules  font  èifi  plaques  de  métal  fendues  verticalement 
pour  donner  paflàge  au  rayon  vîfuel.  La  lig.  113  repréfence  un 
graphometre  a  pinnules  &  non  à  lunettes» 

**  Réfoudre  un  triai^le ,  c'eft  trouver  les  côtés  &  les  an- 
gles de  ce  triangle  :  c*eft  du  moins  dans  ce  fens  que  nous 
prenons  cette  expreil;  A. 

Jinus 
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^rtus  d^un  des  angles  digus ,  comme  thypothénufc 
4ç/Z  au  côté  oppofé  à  cet  angle  (  fig.  {14).   Soie  le 
criangle reâangle  cap^Sc mppdfons que  c d repré-^ 
ience  le  rayon  des  tables  ;  du  point  c ,  comme  ceil- 
cre y  ayant  décrit  le;»  arcs  dg&cab  ^  la  perpendi- 
culaire i^/  fera  leiînusdes  tables  de  langie  dcf 
ou  acp.  Or  à  caufe  des  parallèles  ap  ^  df^  les 
rriangles  acp^  dcf  font  femblables  6c  donnent 
^  d  :  dflZca  l  ap  yOVL  ri  fin.  ac  p\\c  a  {hypothé- 
nufe  du  triangle  acp)l  ap,  côte  dppofé  à  l'angle  c. 
On  prouvera  de  même  que  r  :  fin,  cap  lie  a  l  cp  j 
donc  y  Sec. 

CoRotLÀiHE.  Donc  diris  tout  ttiangle  rec- 
tangle ac p  Vpn  a  cette  proportion ,  le  rayon  eft 
au  co-finus  d'un  angle  aigu  ,  comme  Thypothé- 
nufe  eft  au  coté  adjacent  à  ceft  angle.  Car  l'angle 
€ ap  étant  complément  de  Tàngle  acp  y  fon  finud 
eft  le  co-finus  de  acp  ;  or  riou5  Venons  de  voir 
que  r  :  fin.  cap  ::  ca  l  cp  j  donc  r  t  co-lîn.  a  cp 
lie  a:  cp  ;  donc  ,  &c. 

142.  Théorème,  Le  rayon  des  tahles  ejl  à  la 
tangente  d*un  des  angles  aigus  ^  comme  le  côté  de 
l'angle  droit  adjacent  à  cet  angle  eji  au  côté  oppofé 
à  ce  même  angle  (,fig.  115).  Si  l'on  iuppofè  que  la 
partie  cf  d\x  coté  ^^  du  triangle  redangle  ^cb 
xepré(ente  lé  rayon  des  tables  ;  ayant  élevé  la  per- 
pendiculaire df  jufqu'à  la  rencontre  de  l'hypo- 
ihénufe ,  fd  fera  la  taiçente  des  tables  jw,rap-: 
port  à  langie  c  :  mais  les  triangles  femolables 
cdf  y  Cba  donnent  cfi  S  fit  cFl  ài\  ou  ri 
tangl  cil  cb  l  ab;  dont  \  Sec. 

On  prouvera  de  la  m€ai&  manière  que  r  :  taiig«  a 
Il  abicb ^  ou  que  ab  l  cb  :;.r  :  tang.  a. 
Tome  /•  Ff 


t^ÊÊmmmmÊmÊmmÊmmmim^ 


\ 


450  Cours  de  Mathématiques. 

La  réfolution  des  triangles  redangles  fe  rédaic  a 
4  cas.  En  effet,  parce  que  1  angle  droit  efl:  une  chofe 
connue  ,  &  que  les  deux  autres  angles  font  complé- 
mens  Tun  de  l'autre ,  il  fuffit  dans  un  triangle  rec- 
tangle  de  connoître  deux  chofes  différentes  de 
Tangle  droit  pourvu  que  parmi  ces  deux  chofes 
il  y  ait  au  moins  un  côté,  pour  pouvoirréibudre  le 
triangle  coipme  nous  allons  le  voir.  Maintenant 
ou  les  deux  chofes  connues  font  un  des  angles 
aigus  &c  un  coté 'de  Tangle  droit,'  ou  un  angle  aigu 
^  rhypothénufe  ,  ou  un  côté  de  l'angle  droit  avec 
l'hypotnénufe ,  ou  enfin  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit  ;  &  ces  quatre  cas  trouveront  toujours  leur 
folution  dans  une  des  analogies  des  Théorèmes 
ci-delfixs. 

143.  Problème  I.  Trouver  la  hauteur  d'une  tour 
ph  en  fuppofant  fon  pied  d  accejjible  (fîg.  i\6,) 
On  s'éloignera  de  cet  édifice  à  une  diflance  co , 
telle  que  l'angle  h  c Oy  compris  entre  les  lignes 
qu'on  imaginera  menées  du  point  c .  au  fbmmet 
&  au  pied  de  la  tour  ,  ne  foit  ni  trop  aigu  ni  fort 
approchant  de  90^  *  ,  on  fixera  le  centre  du  Gra- 

{)hometre  en  c,  on  mefurera  la  diftance  co  par 
e  moyen  d'une  toife  ^  d'une  corde ,  &c.  difpofant 
l'inftrument  de  manière  que  le  diamètre  a  d  dirigé 
vers  le  point  o  foit  horifontal  ;  ce  qui  fe  fait  a 
L'aide  d'un  poids  fufpendu  par  un  fil  attaché  au 
centre  :  ce  ni  doit  alors  rafer  le  bord  de  l'inftru- 
ment &  répondre  à  90^,  Ayant  obfervé  le  nombre 


*  Quand  l'angle  c  efl  fort  aigu  ou  approchant  de  ^o**,  une 
petite  enreur  dans  l'angle  en  cauTe  une  grande  fur  la  diftance  : 
Terreur  fera  d'autant  moins  confidérable  que'  l'angle  c  Zf^ 
prochcra  plus  d'être  PB. 45 •• 
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des  degrés  de  Tangle  àçf:=±:  hco  ^  parce  qu'ils 
font  oppofôs  au  fommet  ^  Ton  fera  attention  que 
la  hauteur  hp  de  l'édifice  étant  perpendiculaire  à 
l*horifon  eft  auffi  perpendiculaire  à  la  ligne  hori- 
ibntale  co  ;  de  torre  que  le  triangle  A  c  o  eft 
reâangle  en  0  :  ihais  dans  ce  triangle  nous  con-^ 
.  noiilpns  l'angle  c  &  le  côté  co  i  donc  pour  avoiif 
la  hauteur  A  o  ,  on  fera  (141)  r  t  tang.  h  colle oi 
A  o ,  hauteur  cherchée  à  laquelle  on  ajoutera  op  ^ 
pour  avoir  la  hauteur  totale^ 

RiMAKQUfi.  On  peut  donc  réfoudte  un  triah-" 
gle  reftangle  lorfqu'on  connôît  un  des  côtés  &  un 
angle  aigu  t  car  ayant  un  des  côtés  on  trouvera 
l'autre  par  le  dernier  Théorème  ,  parce  que  l'on 
connoîtra  nécedairement  l'autre  angle  aigu  5  com-^ 
plément  du  premier  )  uiais  on  connoîtra  ïhypo^  " 
chénufe  par  1  avant  dernier  Théorème* 

1 44*  P R'O BLEME  II.  Dans  un  triangle  â  c  b 
reSangU'  en  b,  connoijfant  deux  côtés  ab^  bc, 
on  propofs  de  trouver  les  angles  aigus  (fig.  1 1 5  )• 
Faites  le  côté  cb\  ab  i\  r  \  tang.  acbk  Cette  tan* 
genre  étant  cherchée  dans  les  tables ,  fera  con- 
noitre  l'angle  cherché.  Cette  analogie  eft  la  même 
que  celle  du  dernier  Théorêthe  \  on  a  mis  feule** 
ment  la  première .  ^ifon  4  la  place  de  la  féconde 
&  réciproquement. 

•  jftEMARQUB.  L'angle  C  étant  connu  ^  fon  com- 
plément'c^  A  fera  âudî  connu.  De  plus  >  par  Pa- 
vant dèrhier  Théorênîe  1  on  aura  rxC\n.ci\ca\ 
ah  ^o)x  Çin.  c*.r\\abVc  a  {  hypothénufe). 

.14^.  PkoBtEME  ÏIL  Vhypothiûufe  at  &  le 
coté  a  b  étant  donnes  ^^  trouver-  le^  ^nglês  aigus. 
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Faites  Thypochénufe  ac  :  au  coté  abv.ri  fin.  bca. 
Cette  analogie  eft  la  même  que  celte  de  lavant- 
dernier  Théorème ,  en  mettant,  la  première  raifbn 
à  la  place  de  la  -féconde  &  réciproquement.  L'an- 
gle c  étant  connu ,  fon  complément  a  le  fera  auffi. 

14^.  Problème  IV.  Etant  donné  un  coté 
c\>^  &  un  des  angles  aigus  ,  trouver  r autre  côté. 
Soit  fuppofé  l'angle  a  connu  y  fon  complétnent  c 
le  fera  auiC  y  Se  parce  qu'on  connoît  un  des  cotés , 
par  exemple  j  le  côté  c^j  on  pourra  faire  cette 
analogie.  Le  rayon  des  tables  eft  a  la  tangente  de 
l'angle  c  y  comme  le  coté  c  3  au  côté  a  h. 

Remarque.  Connoiflànt  les  angles  aigus  ic 
les  côtés  y  on  trouvera  facilement  l'nypothénaie 
par  l'avant  dernier  Théorème. 

.  î  47.  Problème  V.  Etant  donné  un  des  angles 
aigus  &  Vhypothénufe  j  ^  trouver  le  côté  oppofé  à  cet 
angle.  Faites»  le  rayon  eft  à  l'hypothéniife  con>* 
me  le  finus  de  l'angle  connu  eft  au  côté  oppofé. 
£t  parce  qu'un  des  angles  aigus  étant  connu  , 
l'autre  angle  eft  nécel^iren^ent  connu  »  on  trou- 
vcra  de  même  le  côté  qui  lui  eft  oppofé.  Y  oui  la 
folution  des  quatre  cas. 

9 

De  ta  ré/olùtian  des  Triangles  obliquangles. 

14s.  Théorème  L  Dans  tout,  triangle  a bd 
infcrit  au  cercle  y  ce  qui  eft  toujours  poffible 
(voyez  le  n**.  3  }  )  ,  les  cotés  font  entre  eux  com^ 
me  les  finus  des  angles  qui .  leur  font  oppofés 
(  fig.  117).  La  moitié  de  la  corde  a  ^  ou  du  côté 
<zi^  eft  le  finus  de  Tanglé  adb y  moitié  de  l'angle 
açb'y  parce  que  l'anj^e^  d z pouf  meiiîire  là înoitié 
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de  l'arc  a  h ,  c'eft-à-dire  ,  1  arc  ^  a?  dont  le  finus 
eflb  tf  o  moitié  de  a  b.  De-  même  la  moitié  du 
côté  a  d  ifera  le  iinus  de  Tanglé  i  ^  Se  la  moitié 
du*  coté  d  b  y  celui  de  Tangle  a.  Or  les  moitiés  £>nt 
comme  les  toas;  donc  les  cotés  d'un  triangle  «quel-^ 
conque  abd  font  entteûx  comme  lès  unus  des 
angles  qui  leur  font  oppofés.^ 

149.  Probieme.  Etant  donne  un  côte^h  & 
les  deux  angles  formés  fur  ce  côté  j  trouver  un 
dés  autres  côtés  2^^ par  exemple^  Parce  que  les  deux 
angles  a  Se  b  étant  doni^és ,  1  angle  d  eft  connu 
(  puifque  les  trois  angles  d'un  triangle  valent  deux 
angles  droits  ) ,  on'  fera  fin.,  d  l  ah  Jî  fin.  a  :  g. 
En  faifant  fin,  d  l  ab  il  fin.  b  ifx  on  connoîtra 
l'autre  côté  fz=  adi 

150.  P R  o  RL E  M E.  Mefurerta  largeur  z  p  d'une 
rivière  (fig.  118).  Sur  le  bord  ah  mefurer  une 
bafe  ab  à- peu -près  égale  à  la  largeur  cher-^ 
chée  *  ^  &  iuppofant  que  p  eft  un  cAjet  remar* 
quable,  fîtué  fur  l'autre  Dord  de  k  rivière  ^  comme 
un  arbre  5  par  exemple  j  mefùrez  avec  îe  gràpho- 
metre  les  angles,  p  (ib  ^  p  b  a  y  ce  qui  vous  fera 
auflî  connoître  1  angle  p.  Faites  enuiite  fin.  p  l 
ab  II  fin.  b  :  ap  largeur  de  la  rivière. 

rji..  TH'ioREMB  ll.*Dans  tout  triangt^' fior^ 
Une  b  c  a  (  fig.  1 1 9  )  7?  ^«  plu^,  gfànd  imgli  c  on. 
abaiffe  ur^*  perpendiculake-fur  kt  plus^'grarid  côté 
ha  5  le  pius^ grand  'cèt4  ferd à  Ik  fomme  des  deux: 

»— ^^.ii^^^^i'    ;  ,mmmtmmmÊmmmtm»mmmmmmymmm0mmmm,mmmmJ^^Ê^^mrmmmmmr^^mmm. 

*  Afin  que  Terreur  i^  l^gle  oJ>fêrvé  y^iPen  a ,  influe 
laoins  dans  Terreur  qu'on  peut  commettre  fur  la  dlftance.  De 

{>his  il  çft  yifible  que  pour  avoir  la  largeur  ,.  it  faut  que. a/» 
(Mt  peipeniÛcliaire  au  Ut  de  k  rivîete» 

*î  t  j 
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autres  j  çôf^me  la  tl^ffirenu  de  ces  deux  cotés^  cft  à 
la  différence  des  fegmens  a  p ,  b  p  faits  pat  la  per^ 
pendiculaire  pc-   Pu  point  c  comme  centre  ,  avec 
U  rayon  ^^  égal  au  plus  petit  côté,  décrivez  im 
cercle,  &  proToxig^si^  aç  jufqua  la  rencontre  de 
1^  circonférence  en  g^   A  caufç  des  denx  rayons 
c  6c  bc  y  a  g  fera  =s/û  ç  Hf-  A  <?  ,  iç  parce  que 
,  ^  =5=  o^  (  io)  ,   ap'^bp(eï2L=zap-'^pd=i 
da  difierence  de^deux  fegmens  ap  ^  bp^  Déplus 
^/=  ac-^  cf=^  ac  --r  cb  eft  la  difFérènce  des 
côtés  ac  &c  cb.  Maia  gaie  b  a  font  deux.  fécante$ 
extérieures  dont  les   |>arties  hors  du  cercle  font 
réciproquement  proportionnelles  aux  fécantes  en-? 
tieres  (56)  ;  donc  a  ^  \(ig'=^(iÇ'^  b  cl\  afladj 
flonc ,  &ç. 

15Z.  Thbqremb  IIL  Dans  tout  triar^gle fca^ 
Une  a  b  d  (  fig.  11,6)  la  fomme  des  deux  côtés 
quelconques  a  d ,  b  d  eft  à  leur  différence  comme  la 
tangente  de  la  demi-fomme  des  angles  z&h  oppofés 
à  ces  côtés  j  efi  à  la  tangente  de  la  demi  -  diffé- 
rence de  ces  mêmes  angles.  Selon  ce  que  nous 
avons  démontré  ci  -  deflîis  (  1 38  )  la  fomme  des 
iînus  des  deux  angles  a  Çc  b  d'un  triangle  i  b  d 
çft  à  la  différence' de  ces  mêmes  finus  comme 

^ng,  f.^ \  ;  tang.  t \;  or  les  côtés 

oppjoféi  aux  angles  a  Se  i  font  dans  le  rapport 
de  leui:  (inus  (  148  )  j  donc  U  fomme  des  côtés 
opjpofés  aux^^les  a  8c  b  eft  à  la  différence^e  ces 
mêmes  côo^Hpomme  là^tapgente  de  la  demir 
fomnie/  desH^es  a  &  A ,  eft  i  la  tangente  de  la 
^emi-diffçtence  de  ces.  mcçnes  ang^e?*  * 

Çe^  trois  théoççns^ç^  iwfew  ponç  r4fo«dfeun 
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Triangle    quelconque   dah^  lequel    font   données 

trois  de  ces  cinq  ckofes ,  z  angles  &  5  côtés.  Il 

y  a  quatre  cas  ^  où  Ton  connoît  deux  angles  &  le 

côté  compris  entre  ces  deux  angles  ,  ce  cas  a  déjà 

été  réiblu  (149)  >  ou  Ion  connoît  deux  côtés  & 

l'angle  compris  y  ou  1  on  connoît  Idk]  trois  côtés  ; 

ou  enfin  Ton  connoît  deux  côtés  &c  un  angle  op« 

pofé  à  l'un  de  ces  cotés.   Mais  il  faut  ooferver 

dans  ce  dernier  cas  qu'on  trouve  un  iînus  qui  peut 

également  appartenir  à  un  an?le  aigu  ou  a  un 

angle  obtus  qui  feroit  fon  fuppiément.  Par  txem* 

plcj  dans  le  triangle ^ i  ^ (fig.   m),  connoilTant 

les  côtés  ab j  ac  y  (î  du  point  a  comme  centre 

avec  le  rayon  ab  y  on  décrit  Tare  bd  ^  le  côté  a d 

iera  égal  ail  côté  ab  ^Sc  les  triangle^  daç  ^  cab 

auront  deux  côtés  égaux  8c  le  même  angle  c  op* 

pofé  i  ces  côtés  égaux  y  donc  on  ne  pourra  déter-* 

miner  Tangle'^ ,  àmoins'qupn  ne  connoiffè  Tef- 

pece  de  <^t  angle ,  c'éft^à-dire  ,  s'il  eft  aigu  ou 

obtus  :  cat  fi  cet  angle  'eft  aigu ,  le  côté  a  b  fera 

iitaé  fur  le  côté  a  d ,  c'eft-à-dire ,  à  la  gauche  de 

la  perpendiculaire  api  mais  il  (era  fimé  4  la  droite 

fi  cet  angle  eft  obtus.  C'eft  pourquoi  dans  ce  cas 

Ton  a  befoin  de  connoître  Tefpece  de  l'angle  op- 

pofé  â  l'autre  côté  connu. 

153,  Problème.  Cormoijfant  Us  côtés  g  &  (  & 
l*anglc  a  oppojfe  au  côté  g  ,  cormoijfant  de  plus 
tefpecc  de  l'angle  b  y  réfaudrt  le  triangle  a  d  b 
(  fig.  1 1 %  Faites  (Théorème  I.)  db  rÇm.aV.ad:: 
fin»  b.  Dans  cette  proportion  les  troi&  premiers 
termes;  ^nc  connus  ,  puifque  l'anglo  a  étant  coni* 
nviy  fôn  finus  l'eft  àûffi  'par  les  tables.;  donc  le 
finus  de  l'angle  b  feca  connu..  Ce  finus  peur  ap* 
pairtçiair  à  un.  an^e  ^içu  oa  i  un  angle  obtus  qui 
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feroic  fon  fupplément  r.mais  comme  lon  çànnoît 
refpece  de  l'angle  b  ,:il  j|i0,.peut  y  avoir  aucune 
dimculcé.  Çejjnus  étant,  cherché  dans,  les  tables, 
on  trouvera  la  valeur  de-  l'angle  cherché  j  mais 
il,  l'angle,  b  étg)x  obtus:,->oji  preii^àroit  le  fuppiémenr 
de  cet^ai^ele.  L'angle  ^z  &  l'angle  b  étant  connus  , 
Tangle  d  le  fera ,  &  l'on:  donnoîtra  le  coté  ab  en 
faii^nt  fin.  Oil  fin.  d  :;  db  :  a,b. 

1 54*  P R  o  BL E  M 6.   Çonnolffant  les  trois  côtés 
a  b ,  c  à ,  c  b  d'un  triangle  f calme  (  fig*  119),  trou- 
ver les  angles.  De  l'angle  c  oppofc  au  plus  grand 
coté  ,  abai^Tez  la  perpendiculaire  cp  fur.  ce  plus 
grand  coté  .& .  faites  (Tllépr^nie  II)  le  grahd  côté 
eft  à  la  fochtp^,  4es  devU  autres  ^  comme  la  diffé- 
rence a/ de  ces. deux  çqté$,,  eft  àja  différence  a  d 
des  f^gmens  faits  par.la.pftfpendiciilaifec/^.  Du 
grand  côté .  b  a  ôtanc  ce[tte^  différence  d  a  ^  il  res- 
tera d  b  dont  la  moitié  b  p  eft  le  petit  fegment , 
qui  étante  rctiranché  de  h  a,  il  rèftera  /» a  grand 
fegment.  Cela  pofé  dans  le  triangle  reâanglet  bpc^ 
on  connoît  l'hypothénufe  hc  &c  un.  côté  b  p:,  donc 
(145)  on  connoîtra  l'angle  b.  De  même  dans,  le 
triangle  reâangle  pca  ^àn  , connoît  le  côté  p a 
&  rhypothérfule.^  <:  5.  donc  on  aura  facilement 
l'angle  a,  Connoiflant  les  angles  b  Se  a,^  on.  con-*- 
noîtra  facilement  l'angle  ç.       . 

1 5  j,  .Remarque.  Nous,  avons  fuppofé  que  b  p, 
étoit  la  moitié  dç  bd ^  ce.  qui  eft  évident ,  puiC-. 
qu'une  perpendiculaire  <:./^  jjibaiflce  du  centre  d'un 
cercle  fur  une  corde,  coupe  çe^e  corde. en  deux 
parties  égalas  (  zo  ),  Mai?  le  triangle ^  ^ V^  eft  ifo- 
ceile  QU.équilatéral.  «CaF'les  raybnsi  bc  Se  c  d  fynv 
égaux  ^  &  de  plus  fi  A</ eft^égal  À^  ^,î.il  éft  vifi- 
Wç  <|»?  k%  «pis  côté?  fecom  égau*.  PoAÇ  f\  M 
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fommet  d'un-  at^le  quelconque  d'un  triangle  éqoi-*  > 
laDéral,  ou  fi  ^^itommetde  l'angle  compris  entre  les 
deux  côtés  égaux  d'un  triangle  ifocelle ,  on  abaiflfe 
une  perpendiculaire^,  fur  le  côté  oppofé^.  ce  côté 
fera  divifé  en  deux  igalement. 

1 5^.  Problème.  Dans  un  triangle  fcalénez  b  d 
(  fig.  I  ib  )  connoijfant  deux  côtés  a  b,  b  d  <&  l'angle 
b  cotnpris  entre  ces  côtes  j  réfoudre  ce  triangle. 
Cherchez  un  dés-:ahglés  oppofés  aux  côtés  con- 
nus, en  faifant  (151;   b  d^  ab  :  h  d  —  ab 


tang;  f -* J  :  tang.  / J ,  le  quatrième  terme 

de  cette  proportion  dojrit  les  trois  premiers  termes^ 
font  connus ,  fera  coîinoître  la  tangeAtç  de  la  demi- , 
différence  des  angles  a  Se  d  y  dont  la  fomme  eft ', 
180®  : — b  (  parce  que  la  fommé  de  deux  angles  * 
d'qh  triangle  eft Je Jixpplément  du  troifîéme  angle,  à.^ 
càufe  que  les  trois  angles  d*un  triangle  valent  deux 
angles  droits  ).  Cette  tangente,  étant. cherchée  dans 
1^  tables ,  fera  coiinoître  un  angle  qui ,  ajouté  à  la 
demi-^omme  des  angles  a  &cf}  donhçrale  plus  grand  , 
angle  cherché  a  (  car  un  plus  grand  angle  eft  oppo^ 
fc  a  un  plus  grand  côté  ) ,  Se  qui  retranche  de  cette 
dèmi-fomme,  donnera  le  plus  petit  angle  </  (  voyez 
Iç  calcul ,  ri^  66.  Problème  I.  ),         ./  ^ 

1J7.  Pkobleue/ Mejurer  la  hcâiteur   fa  i\nç; 
tour  dont  le  pied  eftfuppofé  itiaccejfible  (  fig.   111  }. 
Ayant  mefuré  dans  la  campagne  une  bafe  b  n^  je . 
pqfe  le  graphomet^e  au  point  4e  fiîation  ^ ,  &  diri-  ' 
géant  la  lunette  fix)s  daii^  la  ligne  horifohtale  de  Se' 
la  lunette  mobile  v^^  4-,  je  prends- t'angle  ade» 
Poçt^nt  enfuite  l'inftrument  à  l'autre  point  de  fta- 
non ,  je  prends  Vwgle  a  me  fopplément  dç  l'angU  • 


\ 
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amd.Je  connoîcrai  donc  i'angiec/ii/n  avec  les  angles 
d6c  m  y  Scie  coté  d  m  du  triangle  da  m;  donc  je 
trouverai  facilement  le  côré  ad j  et\  difant  fin.  a  Z 
dm  :i  fi(v  dm  d  l  ad^  Comioiflânc  ad  ^  je  ferai 
{  i^i  )  r  l  ad  II  fin.  ^  :  if  c*.  Joignant  au  coté  a  c 
la  hauteur  c/=:iÂ  ,  hauteur  du  gr^hometre^ 
j'aurai  a  f  ha,uteur  cherchée.  (  Il  s'agit  ici  de  la 
hauteur  de  la  tour  au-defTus  du  niveau  de  la  catn- 
pagne  qu  an  fuppofe  être  une  plaine  ).  En  opérant 
par  les  logarithmes  *,  j'aurai  L  •ac  =  L:»tfrf  + 
L  •  fin.  i/—- L  •  r. 

158.  Problème.  Mefurer  la  dijlance  de  deux 
lieux  inaçcejjibles  a  fi»  b  (fig.  123  ).  Prenez»  deux 
points  de  ftatioh c  &  d^  du  point  d  mefurez  l'an- 
gle adc^&càu  point  c  mefurez  l'angle  a  c  rf.  Alors 
dans  le  triangle  a  c  d  vous  connoiffez  deux  angles 
&  le  côté  cd  que  je  fuppofe  avoir  été  mefuré; 
donc  vous  connoitrez  facilement  le  troifiéme  angle 
iz  i  '  &  les  deux  autres  côtés  (  ï  49  )  x  ainfi  vous  con- 
noîtrez  adSçàc.  ï^éfolvez  de  même  le  triangle  b  c  d 
dans  lequel  Vous  pouvez  mefiirer  les  aneles  c  8cd 
fitues  fur  le  cote  connu  c  a  ^^  &c  vous  trouverez 
facilement  le  côté  b  c.  Mais  dihs  le  triangle  a  ci 
vous  pouvez  mefurer  facilement  l'angle  c  compris 
eîitre  les  côtés  connus  ac^'bc  }^donc(  i5(Si)yQus 
pourrez  facilement  trouver  ixn  de$  auttes  angles 
d^^  tîi^me  triangle  ,  l'angle  cba\^  par  exemple  y  ce 

3 Cri  fbra  connoitre  le  troifiéme  angle.   Cela  pofé 
ans  le  tria^ngle^c,^  ,  611  cbnnôîtra  facilement  le 
côfé  d  îchercné,  en  faifeht  (  1 48  )  ftn.  ab  ci  acV. 

.     «,  .  ...  1  .  .'  .      •  .  1 

V.'Vi'?  ^i  '. '-."t's'î    l^'i'.l.'  '.'■■    %\    ijtgj.  Bi.)¥  ■I."'' '(-yi'    .'iO'j.   ■'     I  ! 

''^  Cette  ^tialcMgie  .fc.ft  ht.  même  que  ceHe  dû  kuit^rât "cîtf  */ 
ûif'£iifar>|  changés  de  |>laoe^x'Hi<yy^s^ 


.^  j 


GJê^  m  e'  t  r  I  E.  459 


fin.  a  ci  l  ai  y  diftance  cherchée  ;  oah  *  ab^=^ 
L»fli:-+-L»fin,  a  ci  —  L«fin,  abc.  Par  exemple  , 
fappofant  qu'on  ait  trouvé  le  coté  a  c  de  i  lo  toi- 
Tes  ,  le  cote  ci  dt  1 41  coifes  &  1  angle  ac  bde  48^. 
Pour  avoir  les  angles  caiycbaSclt  coté  a  i\je  re- 
tranche 48^  de  1 80®, ilme  refte  t  ji^  pour  la  fom- 
me  des  angles  cab  ,  ci  a^  &  par  oonléquent  66^ 
pour  leur  demi  -  fomme.  Je  fais  (15^)  141^  + 
1 20' =p=  2<îi*  :  141* — '/iio^Œii*  ::  tang.(^(^®: 

tang.f — y  En  opérant  par  les  logarithmes  » 


."s, 


Log.  Zl  •  •: •  •  •  1  •  •  •  i.p  341411 

Log.  tang.  66^  •  •  • 1  o  •  3  5 1 41 7 

Somme- •• ri*(>93859 

Log,  i^i»*« ••i-4i830i 

Refte* ^^ 9»i75538. 

c*eft«à-dîre  ,  de  la  fomme  des  logarithmes  de$ 
moyens ,  retranchant  le  logarithme  de  l'extrême 
connu  y  le  refte  9  •  2^7  5  5  3  8  donne  le  logarithme  de 
l'extrême  cherché.  Ce  logarithme  daiis  les  tables 
eft  fort  approchant  de  celui  de  xo^.  41^  ^  ajoutanc 
cette  quantité  à  la  demi-fomme  des  angles  ci-defr 
fus  y  l'aurai  le  plus  graiid  angle  c  ai  dt  j6^.  41', 
&'par  conféquent  l'aiigle  ûicde  55®.  19^  Enfin 
pour  avoir  le  côté  abyje  fais  cette  proportion  ariht 
roétiqne  log.  fin.  abç  *  log.  ac  !  log.  mi.acb  •  log.  ai  y 
8c  je  trouve  le  côté  cherché  a  b  de..io$*t  4  à-pett- 
près. 


mmmmm^mmm 


•  *  B  y  a  «ne  petite  erreur ,  puU^ae  Poa  ne  prend  ^\ii\ 
fAg^  s^prp(^ ,  mail  e^  ^ft  peu'  cenfi^écaUe* 
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159.  Problème.  Mefurcr  i  ^.  la  hauteur  a  b   ^ 
1^.  /a  /^^izrc  a  d  </'i/n^  montame  inacceffible  d  a  0 
(fig,  i24)«  Ayant  mefuréla  bafe  gfy  je  mefure 
les  angles  a gfy  afg  (fupplémeiic  de  a  fb) ,  ce  qui 
me  fait  connoitre  Pangle  g  a  /.  Dans  le  triangle 
g  af  je  connois  les  anâes  &  un  coté  gf*^  donc  je 
connoitrai  facilement  les  càtés  afj  a  g.  Dans  le 
triangle  ag  b  reâangle  en^  (  puiiqne  la  ligne  ab 
hauteur  de  la  montagne,  eft  perpendiculaire  fur 
la  ligne  horifontale  gjb  ) ,  je  tonnois  l'angle  g  & 
rhypothéna^fe;  dohc  je  trouverai  facilement  le  côté 
a  by  endifant{i4i)  r  :  gal\Ç\n.g\  aby  ouL*  r  • 
h  *  ga  :  X*  rSiti.  g  -  h  •  a  b.'  Maintenant  prenant 
lin  point  p .  te)  qu'ayant  .iTiçfurc   l'angle    d  f.p  , 
je  puifTe  appercevoir  de  ce  point  le  pied  d  dç  la 
montagne,  je  niéfure  lé  c6it  fp  ic  Vzngle  f  p  d  ; 
donc  dans  le  triangle  <///?,  je- connois  un  côté//;, 
les  deux  angles  qui  .cpmpreimçot  ice .  côte ,  &  par 
conféquent  Te  troifîéme  anpb  y  donc  je  connoitrai 
follement  le  cotéfd.  Cela  pofé  dans  le  triangle 
agd  je  connois  lé  côté  tr^,  \^  cocé  g  d  =i  g  f^ 
/i^  i&  l'angle  fl^  compris  entre  ces  côtés  ;  donc  je 
tipiiverai  tecilement  le  côté  <î  d{  i  ^6  )  c'eft-à-diret 
k.pencé  de  la  montagne,       »    • 

iSo.  Problème.  Levtr  une  carte  géographique  • 
(  fig..  1,15  ).   Prenez  utie  bafe  a  h  qui. ne  foit  pas 
moindre  qua  la  dikiéme  ou  huitième  partie  de  la 
diftancedes<deuKi  objets  les  plus  éloignés  qu'on  veut 
rçpréfenter  fur  la  carte  *.  Ayant  mefuré  a  b  prenez 

,  .  .    .  r'  •  .        - 

■T"»*  Wi     FI  il      ni     I       ■     !■  lA        i<  >» .    I    ■      Il    ■■•  i«i|  lÉ,   I     111     ■ » 

*  L'erreur  fera  d  autant  plus  petite  «le  la  diftapce  des 
deux  objets  les*  plus  éloignés  différera  moins  de  la  hiK  ah. 
Dar[4^fioWappo(ôlàS'ies'obf|Sttiimés  fart  un  phoi  horî&h* 
t^  ^  U  Terreiit  îèm^amvit  plui^petite  que icçs  objets  appro<« 


I  • 
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avec  le  graphomécre  la  grandeur  des  angles  d  ab  ^ 
cab^naiymaByxab.  Tranfportez-vous  ettfuite 
de  a  tn  b  ^  6c  mefurez  les  angles  nba  y  c  b  a  y 
db a  y  X  bdy  m  ba.  Comme  l'angle  hb  a  feroît 
trop  obtus,  prenez -^;2  pour  bafe  &  mefurez  les 
angles  h  nb  ,  hb  n.  Cela  fait  ,  fuppofqns  que 
ab  foit  de  800^,  prenez  une  ligne  a  difcrétion 
pour  en  faire  une  échelle  de  1 00  parties  égales  » 
Ce  qu*on  peut  faire  en  portant  une  petite  ouver- 
ture de  compas  dix  fois  fur  une  ligne  arbitraire 
p  q  y  ouvrant  enfuite  .le  compas  de  manière  eue 
les  deux  pointes  foient  dix  fois  plus  éloignées. 
Portez  cette  nouvelle  ouverture  neuf  fois  fur  la 
même  ligne  à  compter  depuis  la  dixième  divifion  , 
&  vous  aurez  l'échelle/^  ^  de  '  100  parties.  Suppo- 
fant  maintenant  que  chaque  divifion  de  ^échelle 
vaille  10  toifes,  tirez  fur  le  papier  une  liene  a  b  qiii 
doit  être  de  quarante  parties  de  Téchelle  ,  faites 
en  â  &  en  5  les  angles  dab  y  c  a  b  ,  &c.  n  b  a\ 
cb  dy  Sec.  tels  que  vous  les  avez  trouvés  dans  Topé- 
ration  y  ,&  tijrant  les  lignes  ca^  c  by  &c.  ces  lignes 
détermineront  par  leur  rencontre  la  position  du  point 
Cy  &c.  Faifant  enfuite  fur  n  b  les  angles  hnb yhbn^ 
de  la  grandeur  trouvée  ,  vous  aurez  la  pofîtiort'  de 
l*objet  A.  Il  eft  vifîble  que  les  objets  dyC  ^  riyhy  &cç. 
feront  placés  fur  le  papier  comme  ils  le  font  fur  ic 
teirrein  *  -y  ainiî  le  Problème  fera  réfolu.  Pour  con* 


cKeront  plas  d*étre  finies  dans  uà  tel  plan.  Dans  nos  Inûicti- 
tions  Machémaclques  nous  avons  e^félgné  la  méthode  de  pla* 
cet  fur  une  carte  les  points  qui  font  au-deiTus  bu  au-dçilous  de 
rhorifon ,  d^  mefurer  un  terrein ,  de  lever  les  plans,  dcc. 

*  On  fuppofe  que  ces  objets  font  fitués  (ùr  un  jplao  horî* 
fontâl*  Si  cela  n'étoic  pas ,  on  pourroit  néanmoin»  repré- 
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noicre  la  diftance  du  point  n  au  point  A,  par  cacefn- 
pic ,  ouvrez  le  compas  de  ;z  en  Â  ,  &  portant  cette 
ouvetture  fur  1  échelle,  fuppofons  qu'elle  contienne 
1 8  diviflons  ^ ,  puifque  nous  avons  fuppoie  chaque 
divifion   de  lo',    la  diftance  de  ces  points  fera 

de  375'- 

i6i.  Problbmb.  Trùuiver  U  rapport  approché  dit  diamètre 
à  la  circonférence  dtun  cercle  (fig.  iié  }•  Infcrivez  dans  ce 
.  cercle  un  polygone  régulier  de  48  côtés,  circonfcrivez  au  même 
cercle  un  pareil  polygone  ,  ce  qui  efl  Êtcile  ;  car  dîyi(ànt  ^60 
par  48  y  le  quotient  7  f  <]ui  eft  le  quart  de  30  ,  fait  connoicre 
l'angle  au  centre  d'un  tel  polygone.  Or  (  1 3 1  )  il  ell  facile  de  trou- 
Ter  le  iinusde  l'angle  de  30  degrés ,  &enluite  celui  de  ùl  moitié 

I  j  °  puis  celui  de ,    7  —  moitié  de  ce  dernier  (i  j  5).  Suppo- 

£uit  donc  l'arc  ^i^  de  7  degrés  30^  (on  a  fait  l'arc  ^<^  plus  grand 
qu'il  nedevroic  être  afin  d'éviter  laconfufi0Q),g^{èralecôtédu 
polygone  infcrit,^^  celui  du  polygone  drconfcrit.  Tirant  par  le 
milieu  de  cecarc  le  rayon  o  C,  d  xfera  le  finus  ico  blz  tangente 
de  3°  ^^' 'y  or  en  fuppofànc  le  rayoïP^n  1 0000000 ,  lefinus 
dxit  3<=^4y^eil  =  ^5403 1  »  &  la  tangente  du  même  arc  cSt 
•=3  6^ $435  ;  donc  g 4"=*  zgx'*»  1308062, &  tp=^iio=» 
1310870.  Multipliant  g  dJSc  bpfzx  48,  le  périmètre  du  po- 
lygone infcrît  fera  61786^76 ,  &  celui  du  polygone  circonf- 
cru  fera="  62^11760.  Uixc  go  d  étant  plus  grand  que  ùl 
corde gds  Se  plus  petit  que  jp  ^ ,  on  peut  le  confidérer  (  *  ) 
fans  une  grande  erreur  conune  moyen  arithmétique  entre  ces 
deux  lignes ,  &  .confidérer  de  même  la  circonférence  comme 
moyenne  arithmétique  entre  les  périmètres  dont  nous  venons 
de  parler  ;  c'efl  pourquoi  prenant  la  demi-fbmme  des  périme- 
<tres  trouvés ,  on  aura  la  circonférence  du  cercle  à-peu-prjs 
■»  618^4368.    Mais  le  rayon  étant  =»  looooooo,  ledia- 

Tenter  la  fîtuation  refpèé^ive  de  ces  objets  ou  lever  la  carte 
en  employant  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  dans  la  fé- 
conde édition  de  nos  Inflitutions. 

■ 

>^  Parce  que  le  polygone  régulier  circonfcrit  étant  plus  grand  que  le 
•  cercle  «  cha<}ué  côcé  d'un  tel  polygone  eft  plus  grand  que  Tare  coi- 
fc^ondanc. 


m««i 
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cnétfie  &ra  «^  toooodoo  ;  nkifî  le  diamètre  eft  â  la  circoafii- 
rence  à-peù-prés  comme  looooooo  :  613543^8  ,  ou  comme, 
aoo  :  6zB  •  ^43^8  (eh  divifant  par  106000)  ,  ou  coaimè 
200  :  6it  (en  négligeant  la  firadkon  décimale ) ,  ou  comAiie 
•ioo<  :  3 14  à-peu  près  (endivi&nt  ces  deux  derniers  no^ibres 
par  1  ) ,  ce  qui  donne  ua  des  rapports  dont  nous  avons  déjà 
parlé  {79  )•  :  • 

i6i.  Problème.  Connoiffant^ùs  trois  côtés  a  ,b,c 
d*un  triangle  fcalene  a  b  d  (fig.  1 17^,  trouver  I^airede 
ce  triangle.  Cherchez  parla  mérhocîe  ci-defllis  (  1 54*.) 
les  angles  a,  A,  c&  le  fegment^/7dti  triangle  propoK. 
Celapofé  y  dans.le  triande  ^  ^/^  rçftajigle  en  /? ,  on 
connoîrra  rhypothcnule  a  b ,  l'angle  ^  &  le  côté 
Ap  y  donc  on  crottvôra  facilement  le  côté  bp^ 
c'eft-à-dire  ,  la  valeur  de  la  perpendiculaire  abaif- 
fée  de  l'angle  3  fur  le  côté  oppofé^  d.  Multipliant 
la  bafe  ad  par  la, moitié  de  la  hauteur  bp ,  Ion 
aura  la  furface  du  trî^ngk  propbfé. 

.  D*unc  autre  manière»  Soit  f>  p  «=.y  <&  <z  /^  «*  x  ^  par  la  pro- 
priété du  triangle  redbngle  abp^  ona*^  +y*  -«^i.  De 
même  le  triangle  rectangle ^/7<^  donne  s  en  fai(knt  attentloi^ 
'ijue;></=» a  — 3r,  y*+fl*  —  i^at  +  a:*— c*^. Retranchant 
cette  équation  de  la  première  ,  il  vient  zax  — «*  »=*ô*  — * 
c*  ,  ou  (en  tranlpotànt  )  * ^ijc  =■  4*  -f- 3^  —  c* ,  d*od  je  tire 

dire  que  pour  avoir  x  il  fâuit  trouver  une  quatrième  propor- 


a 


tionnellc  aux  lignçs  i/i , i  +  c,  ^  —  c ,  &  lui  ajouter  ~  .  Dc^ 

qu  on  aura  trouvé  x^=^àp  ^  on  retranchera  le  quarré  de  x  da 
quatre  de  l'hypothéntifè  h^  prenant  la  rs^^juedu  ref^e ,  on  aura 
y  s=iBp  ^  dont  la  moitié  étant  multipliée  par  a  »  donnera  l'aire 
du  triangle  propofê.  ' 

•  163.  rnoBiEMB.  Trouver  tan^c -à  du  même  triangle  zhé^ 
fans  avoir  recours  à  U  méthode  d-diJfitsJi  IH  )•  ^^  point  4 
comme  centre  avec  le  rajron  «  ^fa»  6  décrivez  l'arc  Bg ,  tires 
la  corde  kogyôcdvi  point  a  le  tayonao  par  le  milieu  de  cette 
G«rde.  Gela  pofé  abck^i^aj  pat  la  propriété  du  cercle,  fi:^^ 
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taatag'^ap^'^h'^x.  mais  le  criante  reâangle  5  ;y  g  donne 
yi -^^"'  —  »^*4-;if*— ^^(cn  fappoËmt  rhypothéntiib 
b  g  •ssxp  )  ou  ,  en  fabAicuant  h^  à  la  place  de  y  ^  -f-  x^  ,  %h^ 
_  x^;cbb|7^,  oup^*»  *3(^  —  *  ).  Mettant  pour  X  û  va- 
leur trouvée  dans  le  problème  précédent,  on  a/>^  «3  x  6x 

or  xtf*  —  tf*  — 3*  «a —  (3  — 4  )*;  donc />*=«=  x3x 

\  lil  /»«*■  "•  '"^ 

—  [c*  —  (3— tf)*].Faiûm  3 — ««aUjonaura  ;?*«-=»  — x 

^  b' 

(c*  —  n*)-»—  X  (c  +  «)x  (c  —  n),&  remettant  la 

b 
valeur  den,  onap*Mi^x(c  +  3  —  «)•( c+a — 4) 

b 

■B»—  X  (c  +  i  +  tf-—  xtf)  •  (c+tf  +  3 — i3);  donc 

appellant  x  m  la  fomme  des  trois  câtés  ,on  aura/?*  «» —  x 

(xm —  xtf)«  (x;ii  —  x3)aps  —  (n^ — ^^4)  .  (^m —  b). 
Mais  dans  le  triangle  redbngle ao  g^  onzag^^ai^^^biog 
i:  r  :  un.  oagfOVL^  i   —   ::  r  :  fin.^  tf  0  ^  donc  ~   ■=« 
î  •  Cm.  g  a  o  x5^  ^.        43*-.' 

Egalant  les  deux  valeurs  dep*|Ona—  (m  —  £)•  {m  —  3} 

h  '  ' 

wm  3-.  £a/ 1' tf  o  I  divi&it  par  4  3  &  fitUànt  difparoitre  tes  dé-^ 

r         •    .     •  ,  ...  ,    • 

Dominateurs^ il  vient  r^  (  m — a  )  •  («  — 3  )  «$««  ^  •  3  (  (in.^  4  o  )*, 
d*«Oïi  Ton  tire  a*b  :.(m-^ii)  •  (i«~3).::  r*  2  (fin.g^zo)^* 
C'eft-^-dire ,  le  produit  des  deux  côtés  4^3  x]ui  comprennent 
Sangle  cherché  3  «  </ ,  e^  au  produit  des  diiTérences  de  ia  demi? 
ijpnupe  m  d^s.trpi^irQtés  :  a>chaCun^«Sio6tés  de  cet  angle; 
caiomele  i|ucM:ré4v:fayQnaa..^iu|n:é  diiîÉiiis  de  la  iaoitié.de 

cet 


mM 


mm 


'  G  io'ui  r  k  r  ji,       -^  -  <^(5rj 


*MM«Hk«ai 


poruioa 


u^  Rwant  h  rad|i«éa3qa«triéme  terme  dt  èèftè  pro- 
,  i*»  lonaut»  le  fions  der  la  moitié  de  l-'angle  « ,  ce  dui  fi», 
eoaa<^e  la  moitié  de>qet  ^gle  par  le  moyen  des  taUek  :  coii. 
j  *T!^ «foiué,  on co*n9itta^ iW^e jeniier.  On s'ypten- 
<lsa  de  «Wne^wair^coBunattre^witte^igte  «elèonque. 

g/e  trouvtr.fa  {urface  i^épfnitmiwude  laméthodr  à-dt/Tus 

Vt*./'  Now  avons  diÇja  tïou^fë  (nîx)  *»  4.-yX^z\.': 

.•  aoii Aan-art y*  —  *•*—  »»  -^ (^.*f  ;^)  v (il7j,)  -^  ^» 

.  •••...•;"!J  :'i ,•■;  .'.  »>»:.-j_'  ■»  ^_.  j '.     .  .  >  . 

«ttw.ponr  «  û' Talent  --- — î-ltA  ,  o^  .  ;^,  _^ 


••■■;:-.,     **•  /       V     ~"       ;   ±«  J 

•  f  M.fdr^l:-f:  4*  --  f »  \  _/  »«£  — i»  ^^t  ^.Vv 

d^M^ètafltla  ton,4^»j^V-  ('«+«+«)x  (^r^i-ç) 

rr^'t/lfkir^i**^.''^'''''"  cô'^^.-  »A;.onaa4 
(f—^fH^ -*)•(/''--*)  i'doiic  çndiVifint  pat  i^i^çn 
"^'tr-P.  ^P-'}  (>-..)(.--*),  éprenant  la 

JWs  r^  «fil»  produit' de  (amaitié  de  la  bafc  du  triangle  par  û 

**'**'^^  **°°  ■pye^l'airedHtriangle.Ceftponrquoiraired'un 

«i>bd^*JnViniconnoftl«  trois  côiés  fe  trottre  en'jctftinchant 
dth^uiu&amt  dés  trois  côtfc  chacun  de*  côtés  du  trianele 
Jgtft^0!l»^^ee^  trois  reacs'entr'etoL&par  la  deoù-fbmme;  ft 

■we***»  feà>nd  neatite  deVc^uatlon  |ii<ç<2eiue.     ■"'??"  «« 


mtm 
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prenait  la  racioe.ju  ptodiiic*;Soit  »  j^ar  exemple ^It  c6té  adu^ 

â-dirç  quç;l'aicc  je  ce.  xtiâD^  îm  6e  ^taiJSbs'^iiarrées» 

X6^m  Vkoi^i,jlh^*  EMneidcinni^ Us  cités  dunxrukhgle  abd  , 
connoifreji  un  angle  cherché  eft  niguou  obtus.  LVquadon*i«;e 
—  a*  tafc  i»^  -—  tf*  (  i6i  )  «ievient  en!  tranfpofiui^'c'^  a=tf*  + 

4^  r~.^^*4^^~^'^^^*'4^^^<  mirtë  d'un  côsé coppofid 
un  angle  aigu  a  yauc  moins  q^e  la  fomme  des  quarrës  des 
deuv  ^u|res.  ^tés.  Mais  dans  la  fîeisie  x  »  S  ^  a  ^7étattt  xoojfoiin 
la  diftânce  x  de  l'angle  icHecché  a  la  perpendiculaire  abaifTce 
,  du  f&mmec  dé  l'angle  h  Çxti^'^z&^d^^^iongé^ù^leSxaào  d^ 

^{ 
^tanglê 

dp^=^à'\^x).  Biétiandiatit  1$  première  ^qnanoù  de ^ia fé- 
condé , rorfjroave ii*-4-xjjif*c*tr—  ^*,ouçii  ttanlp^tàm*, 
^s=sa  ^ + ^^+  f  ^^*  ^^  (^ans  )a  fig.  1 18)  le  câté  c  efl  oppoTé 
./un ah^eobttts I  doncle  a^arl^  d*an  côté oppofô  i  un  angjfe 
obtus  eft  plus^gtand  que  lar  fomkie  des  qjoarrés  des  d^uz  aums 
c6céf ,  au  contraire  le  quarrë  â'tin  côté  oppofé  i  un  anj^é  aigU 
vaut  moinT  que  ta  fomme  des'quarrës  dés  deux  autres  cât<§«  Aittfi 
en  fnppofàmrqu'onconnoît1esd5tés<futt  triangle,  il  êft,£uiae,de 

s^^urer  quel  eft  l'angle  obtu^,  ou  même  s'il  y  en  a«  '    '~ 

-       '    -  ■  *  •   •  •  »  ■♦. 

I  (f (>•  Remarque.  Ce  que  nous  avons  ditci-defCis 
fur  la  théorie  des  fînus ,  corfinus ,  &c.  fuffit  go^r 
ceux:  qui  veulent  s*en  tenir  à  ce  qu*on  appelle  jB/é- 
;wtf/2j  de  Mathématiques  i  Sf  ils.  peuvent  s'^ê^er.içi. 
Mais  qu'il  nous-  foit  permis  œapprofbndir  un  peu 
cette  matière  en  fayeur  :de;s  jaunes  .Géomètres  i^kd 
veulent  aller  plus  loin. 

I  ây.  Si  Tarera  b  (fig»'  i  o8  )  eft  regardé  ^conimè 
pofitif ,  Ton  (inus  bd  kxz  .pipfî.tif,au,^k|Meii  qu^ 
fon  co-fînus  cd.  Ix>riq}}eciQtarcdeyiendiMiJs=sAtf 
==90^9  fon  iinus  fera  égal  au^ rayon  ^o^r'^  IJm 
co-'finus  =  o  ;  cet  arc  devenant  ahu  plus  grand 
qu'un  quart  de  cercle  »  aura  fôn  iinus  ^  £  tojmQ  4it 


*mt 


GàoMirKtn^ 


4^7 


même  côté  ^  Se  par  conféquent  poncif  ;  n^is  ùnt 
co-iînus  cqCs  trouvant  de  ji'autre- côté  du  centre 
ddns  une  htuation  pppoféeà  c  i/^  cosinus  de  a  ^  ^ 
fera  négatif}  &  enfin  il  deviendra  =  — ..  r ,  iorfque 
V^rc  ta  deviendra  égal  A  la  demi^-circonférence 
ahp^z  m,  enfaifapt  le  quart  de  cercle  ah^t:;;tm!^ 
au  contraire  fon  (inus  deviendra  =^0.  Siràlrcdci' 
vient  ah[  ^  im^  inais.plus  petit  que •)  m  ,•  Ion 
(inus.  qx  &c  fon  co-finus  ç  q  feront  aé^aufs^  pui^ 
que  ces  lienes  fotv  diUis  .une  fituation  pp|>ofé6 
^  ççÛe  des  figoçs  b4  ^  c4..  &  l'arc  dont. nous  par* 
Ions  &  que  nous  défignerons  paj:  a  devient  :it^  ^m 


i7o?.i  foçi  co-/Hiu$.rdeviendr^  «se  0,  &  fon 


finus'fs=T77:*  e«  fiippôfanttf  plus  grand  qufr|/»^maij 
moindre  que  4/w  î=  .3^0®  -,  fon  finus  itg  {fixi  négap 
ttf  Se  fon  co-finus  €  d  podtif.  Si  a  ^j^tpi  .3^09 , 
fon  .(înus  fera  s=b  o  &  fon  co^Hnus  î¥<s  > ,,  fi,  i  de^ 
vient  plus  grand  que  4/w ,  par  exemple ,  $=54/0  •+- 
ah\  mais  moindre  que  5m,  fpn  fiaus..^^  :fera 
po&if  auffirbien  que  fon;Co-ilnu$  y  de  Corter  qu'en 
ajoutant  une  bu  même  pluiieurs  cioconféreiices  à 
an^^^,»  .çelane  change  iten;  à  fon  finus. ,.lQâi:fon 


devient  plus  er^nd  que  m^  mais  moindre  que  xm^ 
fon  filous  ^  ton  co-linus  feront  tous  les  deux  néga** 
tif$  ;4  cet  arc  devient  piu$  grand  que  \m  &  motn- 
dreq^e  3m ^  fon  finus  deviendra  pofirif,  mais  fon 
<;û7finus  refera  négatif.  Cet  arc  étant  plus  grand 
qqe  3/is ,  mais  moindre  que  4/»  »  fon  finus  coiv- 
tinuersi  d'être  pofitif  &  fon  co-finus  fera  auili  pofi- 
^if*  £n  général  un  arc  pofitif ,  plus  petit  que  xm^  a 
toujours  fon  finus  pofitif}:  mais  un  arc  pofitif  plus 

Cgi 
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-grand  que  im  &  plus  petit  que  ^m  ^  z  (bti  finus 
negatih  Un'alPC  polîtif  125'  plus  petit  que  m ,  a  tou- 
jours Ton  co-finus  pofitif  ;  il  l'a  négatif  lorique  cet 
arc  eft  entre /»&  j/n,  po&if  lorlqu'ileft  entre 
5/1Z,'  4/n£c/R.  A  l'égard  d*un  arc  <z  négatif ,  (on 
Anus  eft  négatif  1  arc  étant  entre  o  U  tm\  Se  po^ 
fitif^rarc  étant  entre  im  fit  4/w.  Le  co-finuseft 
poûtifi'arc  étant  entre  o  te  rn  ^  négatif  entre  m  8c 
51»  ;  Qiais  il  eft  pofitif  (î  a  e&  entre  j/tz  &  4m.  On 
ne  change  rien  au  (înus  ^  ni  atfco-finus  en  ajoutant 
i'  lare  une  ou  plu(îeurs  circonférences  entières^ 
foit  avec  le  figne  -+•  ou  avec  le  figne  —•  En 
fuppoTantr  ass  r,  on  aura  fin.  o :=  o ,  co-£h.  o  s=zi^ 
fin. •/»===■  fjco-fin.  ms:=so;  fin.  a/n=ô,co-fin.  im 
s;?^-*-  1  ,^fin;  jm= — i,co-fin,  j;w==ib,  fin.  4 'm 
^==0,  co-fin~4OT  =  t.  Amfi  tous  tes  fînus  & 
co^finus.fbnt  renfermés  entre  -+-  i  Se  —  i.  On 
i  encore  co-fin.  a  =3  fin.  (m  — a) ,  fin.  a  = 
co-fih.  (  m-J-  il  ) ,  &  parce  que  ie  triangle  cd6  eft 
reâangie^n rf ,  on  a  (c d)*  -h  (*  ^)»  =  (c  *)»,  oU 
(co-fin.  12)  »  *+-  (fin.  a)*'  =ps  r»  =a  i . 

L^8.  L!aix  â  étant  pofilif  fie  moindre  que  m  ,  ia 
tangente  âu-  fie  ia  co -tangente  A  i»  font  posi- 
tives. ^Maîs  fi  iz  eft  plus  gr^ind  que  nà  ic  moindre 
que  1  m ,  ùl  ^ o-'tangénte  & ,  fa*  tangente  feront  né- 
gatives. Car  foit  lare  iz A  a^,' fa  tangente fe  rrou« 
vera  fur  le  ^  prolongement- de  la  ligne  àW  qui  pallè 
par  Torigine  dp  l'arc i:r,*èç  d auteurs  elle  doit  erre 
terminée. par  la  rencontre  du:  ra^on  «c i^'qdi  pàllè 
par  l'autre  extrémité  du  hièmearc  ;  or  €'u  ne  peut 
rencontrer  an  y  i  moins  de  prolonger  cette  bgne 
jufqu^en  a^.  A  l'égard  de  la*  do-tangente,  h  ip^ 
il  eft  évident  que  u  fituation  eft  op^^éé  à  hm 
cp-tàngente  de  l'arc  ^4j  donc,  ficc:    •  -'    * 


«■«MMPMM^nmM^P^PM^HMV**» 


G  i:.o.u  À.r  ji  t  E-         .  •  j^6% 


.  V 


Si  a  devient  plus  grand  que  im ,  mais  moindre 

2 né    3  /w,  fa  tangente. &:  la  co-tangénte  devien- 
ront    pofîtives  ;  car  a  ne  A  la  tangente,  de  l'arc 
ah^Ç^,   Se  h  m  {fi  çortangente.   Si  a  devient  plus 
grand  que  ^nt  Se  moindre,  que  4/n,  fa  tangente 
&   fa    co-t^ngente  conviendront  négatives  ;.  ainfi 
l'ai'c  ,^hx  g  aura  pour  tangçnte  la  li^ne  aiq  y  Se 
pour   co- tangente,  la  ligne  h  ip^   Qn  peut  ^voir 
par-là   que  1  origine  d«  la  co^-tangente  d'un  arc 
doit  être  éloignée  de^o^  de  l'origine  de  cet  arc,    . 
A  Ain  arc  a  g  négatif,  répondra  un^  tangente  Sc 
une  co-taiïgente  négatives ,  fi  çerarc  eft  plus  petit 
que  m  ;  s'il  eft  plus  grand  que  m  Se  plus  petit  que 
xm  y  Ya  tangente  &  la  co-tangente  lont  pofiti^s. 
AinQ:  1  ai^ç  ^ag  a. popr  t^ihgjente  axq  ^  Se  pour, 
co-tangent^  h  ip ;  iprais  Tare  ax[2i  pour  tangente 
an  &  pour  ço-tangénte  h  m.  Si  cet  arc  devient  axu 
pluS:  grand  queaj^'m^- &:  :moiih^ç  que  3/11 ,  Ùl  tan- 
gente, ôcfa  co-tangente  rede^fendront  négatives  j 
Se  enfin  ces  lignes  leront  pofitiyes  lorfque  cet 
arç  i?_xA3  fpra  pluj^^and  :que  J;». '8c.  mcjindre 
,  que  4/w.\ 

•ifejr.  GoROtiitiKE. 'Donc,  ua  aire  dont  la 
langente  feroit  pofiii^  S^  la^^co-tan^nre  négative 
&  réciproquement  ,  eft  abfàrdà  Se  imaginmre. 
Ceft  cTaillçurs  ce  qui  fui^  de  la  formule"  tang^^x 


; 1  y 

.rr-aa-tang.  a 


co-*tang.  a  ==s  r*  ,   car  Ton  a  tang^ 

Qt  r*  .eft  uAé^  quaBfffilf  pofitive.  ;^ .do»^ .i^ng,>z  X 

co^tang.  ^^H^)3tuffi  ifrt^&^qliai^titç  ppfîtîve  ;  ce  qui 

ne  peut  être  ï,  moins  \Àkk  <î6^angi  'i^&Pfeftgi  d' ne 

*  foient  tx>ute&  4ettx.  poutive^oa  -toutes  deua^-  néga-* 


iliMi    '!<     Ti  ■■   Il  I 
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«h 


r* 


tang.  a  5==  r pofitive  j  mais  cette  q\iancitc 

fera  néganve ,  il  co^tang.  a  eft  négative* 

170.  En  iupporant  r  =:j ,  Ton  a  i  ®,  fin.  (<i-t-*)  * 
Ç\n.a^c(yÇ\Vi.  ^^^co-fin.a*fîn. b\  2®.  co-fin.(tf'-M} 
co-(im  û '  CQ^fin.  i-^^iîn.  <z  •  fin.  ^  ;  j  ®.  fin.  (a* — b) 
fin. à*çoi^fin'.^-^fîri. b.cà-Çhi.a'y  4^. co-fin.'(i2-^i) 
ccy'fin4-cc>-fin*iH^fin,  tf-fifi.  ^  ;  5^,  tang.<t=s 

.fin.  4      •    .  co-(in.4 

— p—  ;  ^^*  co-tang.  a  3=;  ■  ^    •    * 

co-iio,  4        •     -         ^  fin.  tf  ■ 

Cela    pofé    l'on    .aura   tang.   (  ^   •+•   *  )  ,=3 

,  &  divifant  le  lecond 


a—. 


co^/ùif  4'ço-fin.  3  —  fio.  tf'fin,^ 

membre    haut  ôc  fcas  {«ir  co^fin.  tf  •  co-fin.  b , 

.      ■        fin.  tf  fini.  A 


•a*i 


Il  Vient  (ang.  (  a  -4^*  Va»  ->  •    m — ■..  •■>  ..^  sa* 

^  fi-, . 

co*fin.<r*çp-fi]ai.^. 

' — ■ — ^-^ — r'  De  mme  co-tang.  fa-^b) 

i  —  tang.  A  •  tang.  à  .\    ' 

ço-fii[).  (  tf ,?f-.i  )      , ,  (^^fin«  a  vco-iÎR»  A  ^^  fin.  «^  •  fin.  ^ 


fin.  (  a  +  ^)        -  fini  4'  ça-i6n.  b  +  iwi,'^  •  co-fin»  0 
ço-fiji4'#:      ;    fin;:*     «  J3    ^   :.  ; . . 


fin.  If    ->       ça-fin.î'^   -'iil  '«v    i;.         ,  ^    , 

^   ■-■■ 7 ^  (  en  cuvilant  haut  &  bas 

»  lin.  b  •  co-un.  tf  - 

>     '       ^«-fin.  B  •  fin.  a 

i.  §0 
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Sn-ià-^b)  tàng^ii  — tang.3  a 


câ--iia»  (  V —  ^  )         I  +  càûg. a- tang.  b 

'  confia»  (  <i  —  3  )       ,     ,    co-tang.  a  -f-  tang.  3 
iin.  (tf — 3)  /       I  —  tang.  b  •  co-cang..a 

En  ajoutant  enfemUe  les  valeurs  de  fin.  (  a+^) 
Ôcdfi  Ôi.  (fi  —  ^)>&  divifknt  par  1  ou  aura 

fin.  «•co-fin.  i  a=:  ■^.  j\.^         ^ i--: — L..En 

recrancliant  la  valeui;  der  ùxuia  — i  )  de  celle 
de  fin,'(tf-i-i).,  &  divifantle  réfultat  par  x,  il 

vient  fin.  J  •  co-fin.  ^  = — ^ ,  ■.   .    »  En 

ajontanc  lés  valeur»  de  a>fin;  {a — h)  y  de  corfin*((z+^) 
&  divjiànt  par  % ,  1  on'a  co-fîn<  a  *  co*fin.  h  s=3  - 

'co-fm.,(it  —  b)  +  co^fib.  (^^3)    p-„„A^_f    ^, 
' ■    I  ■  I     — •  xvetnuicnant  la  va- 

leur  de  co-fin.  (a-H^)  de  celle  de  CQr6n.(tfr— ^),  & 
diviiknt  enfui  te  par  i  ^  l'ôh  trouve  cette  quatrJLcme 

^     '    \r^       r      t'      cp-fiiK(a~3)— cQ'-feu(tf-+-3) 

formule  fin.  tr-fîn.  B  =  -^-^ — ^.^^^z^ 1— _. 

En-  failànc  a -V  h'==tm  y  a-r-h-ss^ny  Ton  aura 
(  a  H-  *.)'•+-  (  il  -?-  h  )=  T^atssum  ^n ,  ou  a  ==a 


1 

m — n 


0^  iaai  -1 'A  Si  dân»  l^s^  <|uatre  dcrnieces  for* 

mutes  qaoït  vient  de  trouver ,  on  fubfticue  les 
valeurs  de,  ^  &  de  3 ,  oi^  on  faâfe  diiparoitre  le 
fléfiomiçateulr  »  5c  qiie  de  plus  on  fk(ie  changer 
de  place  aux  menikces.de  chaque  expiation  3^  Ton 
tcQttveci^  k&  4  £QCiilule&  fttivaiuciis  : 

G&  4 
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I<*.fin;^-+-Ûn?«===x*iîii.f3 — ^Yco-fin.f ^\ 

» 

}•.  cof.n-4-cof./«ç=i»cof.r Vcô-fin/ L 

4®. cof.;i--cof. /ït==:i»fîn;f •---•— -j  •  fin.  f-; — = — î. 

REMA'4i.QtJï.  Rien  nVmpcçhé  de  confidérer 
m  Se  99  [chacune  compie  un  ^ul  ^tc  y-  6c  non 
comme  la  femme  ou  la  différence  de  deux  arcs. 
Si  Ton  fait  /z  ==  o  ,  les  deur  dernières  formfules 
donneront ,  à  c^ufe  de  çonfin.  o  s=s  i  ^  i  •4-;  co-fin.  m 
F=?i-(«Q-fin*)»  .7/w,&  i  — Tça-ûn,/5^?=2t(fîn).*  7/??j 

^      î.*f-co-fin»m  .        *       N     1" 

171;' PkoBtEMH,  Troi^^r  Ics.faSfursd^^  ^ 
quantité  a*  -f-  b*.  Suppofant  û*-+-^*=o,  l'on 

JlUra    (2?.  =3  -rr  ^*»    ,     ^t^  C5=  :i:.  \/(  r-r^a  )   =:;± 

V(— ^>^  *.^).=ïzb  h  \/<-Ti  )  î  donc  ^-^3vr{^i), 
&  £Z  —  ^  \/( —  i)  font  les  faâeurs  cherchés.  JÉn 
^ffet  en  les  multipliant  Tan  l^X  l'autre  1  oh  retrou- 
vera la  quantité  propofée. 

171.   Nous  avons    d^'a  dit  ^ue  (fin. 4)»  4^ 
(cp-fin.^)*  ==r*  =  I  ;  or  par  le  Problème  pré- 
cédent, en  fuppofant  fin.  a=^a\  &  co-fiii:  4=i, 
Ion  2itit^  [cb'fih.  ^  fin^  V("~^)3  Vco-Jui: -^ 
^.  V(— i)]=r^  *,&  [c6-«n:  f -^fin.  a  \/(-i)] 

t  Ço-fin.  &  fia.  ^défigQentleico^iiiitti'^ If  £00^  dft&tttio^ 


«■ 


ùC  [  co*-fin.  a  -r-^/fin.  a  y  { -^  i  )  ]  5=??  [  co-fin.  b  rh> 

^xï.  à  V(— ï) ] •(co^finu*— fin. * v(-^i.) ]=  /?».  Si 
l'on  multiplie  co-fin.  a+fin.ii-\/( — ï)p^  cprfin,  k 
-+-fin,  ^'  V( — ^)>  i®  produit  fera  co-fin.  â*co-fin.  t 
-—  fin.  ff»  fin.  ^-H-^co^fin.û'fin. -^-hfin.  â-co-fin.^) 
X  V(  "T"  *  )  î  ^^^5  en  làifant  r  c=3  i  ,  cô-fin.  tf  X 
co-fiîit  i  —  Rn.  a  *  Cm.  b  =  co-fin.  ia'^b')^  Se 
eo-fih.  à/fin.  ^  -+-  fin.  a -co-fin.  b=  Cm,  (tf -f-A);' 
donc  le  produit  que  nous  venonsf  de  trouver  eft  =» 
ço-fin.  (^^H-i)  +fin.  {a^b)x  \/( — i).  De  même 
[co-fin,  4  --T.  fin^  ^  •  V^{ — -J  )  ]  •  [  co-fin,  b  — *  fin.  h  x 
\/(— i)  ]  =  co-fin.  (tz +i)  — 'V( — i).  fin.(tf-f-i). 
On  .trouve  par  un  calcul  ^  femblable  [  co-fin.  a  :i;j 
fin.  fl .  V(— i)  ]  X  [co^fih.  t  ft  fin.  i  •  Vr(— ï)  ]  X 
[co-fin.  X  i:  fin.  AT  y  ( — i  )  ]  =  co-fin.  (a  -+-  ^  -|-  jc)- 

I7J.  Corollaire  I.  Donc  fuppofaht  é s=33 â: 
on  aura  [co-fin.  a  i:  fin.  tf  •  \/( — i)]*  ==  [co-fin.  la 
rfcfin.  ^•\/( — 0  3>^  ^"  fuppofanr  AT y=: 5 s=  a , 
on  aura  [ co-fin.  a  rfc  fin.  ^  ^  V^C—^  i)  ]  '  =  co-fin.  3 tf 
±  fin.  3  £z  •  V^(-t- 1  )  :  en  général  [co-rfin»  a  ±  fin.  ^  X 
\/(-^î)  3*  =  co-fin.  nâ  ±  j(^n.  n  a •  V(^— i), 

174.  Corollaire  IL  De U dernière  équa- . 
rion  on  tire,  en  prenant  +  pouf  le  figne  du  ra- 
dical &  tranfpofant ,  fin.  n  à*  \^(T-^l)a=;— co-fin.  n  a 
-+*  [. tô-fin.  tf  -4^  fin.  ^  1  \/(  -^. !)•  f  &  prenant  le 
ii^tie-du  radical  en -rr^ ,  on  a  fin.  na^\'{T^-  i)  =» 
cô^fin;  na-^l  oïd-fin.  -i  -«^  fin.  a  *  V^(^-^t)"]  *.  A|ou-?i 
tattt  ces  deux  équations  &  divi&nt  pà^r-i  •  \/( — i) , 
ôrt  «Fotive  réquation  fin.  «  a  a=r     .    :  . 

fço-fin;  tf -^- fin.  fl  •  V.(i^4)]  .»f --^co-fin.  tf-r- fiiu  fl- V(-r^^^ 

'■^  ■  ■        1-  - -■      ,  T  »•  '    ■      *  -  ~~ ' ^T~l 1 M» 

»•  y(' — 1).  .   " 
'h 


■MH 


474  CouRs.DB  Mathématique  s. 


On  trouve  auffi  en  recr^ndume  Ut  féconde  éqaaciac 
de  la  première  » .  cranfpoiàai;  8c  diviiônc  par  2  . 
co4m.  nass 

[co-fiA.4f-4^fiii.tf*  ^C — i)]*+[co-fin,d— fin.d-  ^(^ — '}!* 

175.  CoRocLAiHB  IIL  Elevant  les  deux  Bi« 
nomes  à  la  puiflance  /z  par  la  foripale  de  Newton  ^ 
on  trouve  les  deux  formules  iiiivantes  fans  ioia- 
gînaires* 

I.    fin.  lîtf  =»  —  (  cb-rfih.  «)•••*•  fin.  tf  — 

— i ^-i — ~  (  co-fin.  tf  )  **^  (  fin.  iz  )  » 

,.(.-0  <,-,.>)  (,_,)  („.,,)  •(.^fo.^j.-sx 

;  ÏI.  co-fin. /i4^(co-fin.  tf)*— — -- — -^(co-fin. tf) ■  ""  * 


i'& 


•        1 

X  (fin.  ay  -H  — : •■-'-■ ^ (co-fin,  iz)*^* 

'X(fima)4,--^icc. 

•      •      •■^»     »»•••  ...  ,.» 

'„  Rb'm  A  i^QVA  L  La  première  formule  eftcom"- 
pofée  d^s  cermQs  de  ran^  paiiî:;:  c'edt-^à-dire,  du 
iecond,  .<|jiatri^nie ,  ,fixiémei:j8tc.  du  Binomô 
[- cp-fin,a. -%•  fiti:^] *  »  &  la  féconde  des  cermâ  dô 
r;mg  impair  du  même  Binôme.  D^ns  les  deux  for* 
mules  le  premier  terme  e(jb  ^pf^ùf ,  les  autres  étant 
akérnati^^mene  négatifs-  Se  pQfic4fs.  v 

1 7  tf .  R'Ê  M  A  R  Q  y  E  I  r,  îîbùs'^  avons  fuppofé 
p-sssz  I  ^.  mais  fi  1  on  vouloit  ^a^primer  le  rayon-, 
il  faudixut>  dinfist'  losdciu^  sébdnndes  précédentes 
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j^r  *  r*"^  ■.  Voici  «une  autre  maniéré  Sètrouver  ce* 
tormales  en  exprimant  le  rayon.    Le^  formules^ 

f^      f       .    r  \         co-fin.  a  •  co-fîn.  h  -^  fin,  ii  •  fin.  ^ 


r  ' 


/»       .       .    r\         fin.tffco-il^B-l-fiQ*  <^'^o-i!n«tf 

Un.  .^a  -h  i  )  = --^ •  peu' 

vent  s'exprimer  ainfî: 

co-fin.  {a  -f-  b)  ==  [  (co-fîn.  tf  -4-  \/— i  •  fin.  vt )  x' 
('  co-fin.  ^  -+-  V—  I  •  fi*^*'  *)  ~H  (co-fin.  a  — ^^ 
]|/ir-i  I  •  fin.il)  (co-fin.  b  •^— \/—  I  •  Çm.'b)  ]  ;*xrj 

fin.  (  <i  +  *  )ae=,r (co-fin.  a  -t-  y^^^TT»  fin. /z)'X: 
(  co-fin.  i  -+-  y-'X  •  fin.  3  )  —  (  ço-fin»^  a  --^ 
V^^  •  fin,  «  )  (  co-fin.  i  —  V—^  •  fin.  i  ) ]  : 

Multipliant  la  dernière  équation  par  \/(  —  i) 
pour  rajouter  à  la  première  &ç  Teh  retrancher 
enfuite  9  on  trou^vera  les  équations  Suivantes  ; 

(M). j  çb-Cn.  (tf  -+-  ^)  -+-  \/(  —  i) •  fin.  {a-^b  )  =s 

{co-iSa.  il  4-  V(:-^  f  )-fin.  tf  ]  •  [  co-fin.  h'^  V(-r i)  •  fin.  *  ] 


i  j 


>  -   r 


(l>^-  co-fin.  (tf-h.*)-r- V(— 0-fin-(^H-*)=^ 

[co-fia.a  —  ^( —  i).fin.  a ]'[co-fin.^ —  V^{ — i)«fin.  A] 

-,  ^ 

S'il  s'agit  du  &Qxà  ou  du  co-finus  dé  (^ —  b)^  il 

■"'■'■» III  I     m»       r   .11  I  I    II  ■■     .11  imétmmmmmmmimm 

^^  L'es  deux  points  ln<!iqaent  la  4ivifiô|jU  c*eift  a-dlre  ,  ^é 
Iii'<piantité  qui  pécécle  les  deux  points  eft  leMividendey  &  qilé 
celld  (jai  imt  eft~le  diW&ur  >  ou ,  ce  qui  tè Wenr  eu  mime ,  la 
Qiiantini  mii  prépédcies.  4^uix  jpointt  eft  le  numérateut  d'unq 
pââlion,  4oBi  b  ^usmùté  ^uî4ui(  les  deux  |»oifiics  eft  te  4i? 
nomimitettir. 
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;' -.  '  J 


fuffira  de  changer  le  iigne  de  Jrn.  ^  »  {Ktrca  Qiie 
iéunt  un  vc  Quelconque,  —  fin,  b  eft  5==  (Ja.  ——A 
&  co-fin.  ( —  i.)  =.  co-fi^..^.  '  Si  on  fuppo/e 
qzszby  les  équations  précédences  fe  changenr  en 
celles  -  ci  :  co-fin,  ^^+  \/(  —  i  )  •  fin.  x  ^  ks 

f,o.fin..+v(-^i);«r  — ^^^_^_^ 

^  [co-fin.  tf — \/(— 'i^-fin.  tfl^    ., 

un*  xa^^si ■  — ' — ^ — =-•  Ajoutant  ces 

deux  dernières  équations^  retranchant  enfuite  ia 
Seconde  de  la  première  ,  6^  divifant  par  1  on 
a  les  deux  .équations   fui  vantes  :  co-fin.   xa  =^ 

(ço-fi».tf'4rV^(--.i)  fin.tf]'--f[qo-fin-tf — V'(t-î)  fin-^]* 

\/( —  I  )•  fin.  Itf  a=5 

[co-fia.  a  -f-  V^{— ^  i)  •  fin.  a]  * — [co-'iim  4  -*^  y'  (—  t)  •  fin.  j  •  J* 


■II.  '  ,.      .J    ■    '   ■       ■  ■  ■       ■        yui 


Si  avant  d'âjbutèr  &  de  retrancher  ces  équations 
on  en  prend  les  racines  qûarrées  -,  on  trou- 
vera les  deux  :  équations  fuifant«$  :  çor-ûn.  assà 

[co-fin.ijf-f- V( — i)  •  fin.i<j]  * +(co-fin.  xa—^{ —  i)  •  fin.  taf 


\/(  —  I  )-•  fin..  «  =» 

[co-fin.  i4+V^(-r~i)- fin.  ia-3""^[co-fin.itf-*V(^i)-fin.tg]" 


Ajoutant  un  troîfiéme  a|;4^  ^  aux^  arcs  a  Se  b  y 
il:  eft  vifible  par  les  équations  M  &  P  ,  que 
CpTfin.  (tf-+-*rH/)  T+r  \/( —  i)  [ finv  (tf  rf- 4'+-^  }  ==» 

foo-ftn,  (^+i)4.y  (.,)  rfin.(^44)l.Tcb:firi.rf+-\<(-ï)  -^^1' 


'   '         '■     '■      r»     M»ii        I         "  "  iiiV      II  'n, 
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co-fim^a^-^H-rf) -^  \/(— i);  fin;  (tf  4-^_(>if>à» 

[c<r:fin.(g-fi)-^  V'(-  '  )  •  6n.{a-\-i)]  •  [co-fla.  d^^(.j).  fin.</< 

,.._.. .     r  '       ' 

*Sttbftituant  les  valeurs  de  co-(în.  (^ -f.^  )  4- 

V  ( -^  1)  *  fin-,(  ^  f+7^)  que  donnent  Us,  équations 

•M  &  P  ,  on  aura  .[  (co-fin.  a  -t-  V  — i  •  fin.  a) 

X  (ço-fin.  A  -4-  V^^-  fin.  b)   (  co-fin,  i/  -f 

V^rir-  fin-  (tf •4-'*'-h^^j ,  &  nfo-fih.  à^ 

y —  1  .  fin.  tf  ••  )  (  co-fin.  h  —  y?=l  fin.  A  •  )  X 

— V(  —  ï ) -fi»-  (  tf  -l^-* H- 1/  )•  Suppofant  a:^% 
ses:  i ,  ajoutant  k  dernière  équation  à  la  premiero, 
l'en  retranci^ant  enfuite  ,  tranfpoiâoti&  divifatfc 
par  1 , ,  Ton  aura  les  deux  équations  fuivantes  : 

{cofîn.tf+Vf — î)fin.<ï-]'+[c6-fin.^-^V( — i)Rn.a]i 

*         Il    M     ■      ■     I       I                  l^B^— t          I  y     *■  I    ^.^m     M  ■                        I   ■!         I       "i'^W— W»»WP«*WMi— — ■^^-.— . 
— ^  -  •  <•      #  l  >     V  .         -  -*  ^^ 

V(— -l)-fin.}des  ■     >   , 

[co-£i).  *  à-  y  (— .  I  )  jÇn.  ^  i  ~  [co^n,  «  — y  (— .  j  ) .  JJa.  4» . 

*  ■   ■  ■  -     -  -  —  *     j. 

SI  ayant  d*a|oueer  &  de  retrançher-^câs  réq[àation$ 
on  pcend  la  racine  cubique;  des  delix^membres^ 
«ou$  aurons  corfim-â:?»  !..  r  v  r 

(coAt  }4f-f  ^(-i)  ' fin.  i'^jt  +  rco:.(în.5dUlv^f^i)l jfihâûl^ 

, '"  ■  L  .  '  '.       '        I   "    '''•,.'■    _j^  I      I  ji'i  j i  i.i  lit  iiiii    I  „-iii * 

\/(--r-  |)«fin.;lt;»Ç:,  '  -      '     '  > 


Eli  général  l'analogie  fait  aflèz  voir  qu'on  aura  ^ 
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^yant  attention  de  diyifer  la  fprmule  dit  iiniis 
par  ^{ — 0  ,  les  formules  fuivanres  :  co-fim  n.a^= 

f co-fin.  tf+VC'^ï)'^'^!''  +tc<>-fi^- ^  —  V ( —  ï ) •  fin» «] • 

^  —  -  -  — — — i_^ _ 

■    i  V»'       »        ^  ' 

m 

fin.  nii=  -.->•: 

(co-fin.d+v'( — i)-fin.tf]"  —  [cofin.tf — v^( — i)fiiutf]» 

De  ces  formules  on  déduira  aifémenç  par  le  Bî- 
npn^e  de.  Newton ,  celles  donc  nous  ayons  parlé 
ci  -  deflus  .  mais  elles  fe,  ti^ouverone  .divifées 
mï  r*"  ;  de  forte  qu'en  fuppofant  co-£n.  a±=ip^ 
ivcu  a=i  i»    l'on  aura  les.forn^ules  fuivantes: 

fin.  ufl==|— P        * 7—. /     ^  3' -f- 

^•»-J-4-î    .•     ,-',    ,r..     .-,    /,  J 

i  co-fin.' ««  ==  [/>»— "'^'""'^^"-^^f-h 

i-ij-4-5  \  J 

:  Si  Ion  rfbppofef  L'arc  il  infiniment  petit,,  (on 
^ViS  fe  confondrâ^  avec  cet  arc ,  &  fon  co-finos 
fera=r,  &  pour  que  l'arc  n^a  foit  d'une  grandeur 
finie  ^,  il  ff^u^ra.  .fappoTer  fir  intiment  grand  r^  & 

fe  réduiront  aux  puKIancea  féconde ,  troifiéme ,  &c. 
de  n  félon  le  nombre  des  faâeurs  de  ce^  produite  : 
car  dans  cette^  fuppontioh  /?  -7^  i  j=^n  ,  ,/z  —  1 
*Î5-»,  4£f .  -ftt^ant- donc  rare-fini  « -ti  =  </ ,  oh 

aura -r-  =  a a=  fin,  <i'    ^-^  » ffin.)*  ^  =  ^*  (en 
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M  j>  i  ainfi  toutes  Itfs  jpuîflantés  de  /?  =î  âHfîÏT.  À 
feront  ==  à  Fuhi'tq.»  ^iibftituant  ce^  valeurs  dans 

les  formules  ci-dçHi^*  &  ^^PP^^^**^  '^  =^  ^  >  ^'^^  * 
les  fiormules  '  iuivantes  :  ^ 


''^  '       &c.      -    -  " 


co-fin.  ii^  r=  co-an.  rf  =±=  i  — -^ •+-.  • • 

-  '        I  *  >»4*4*^C4^*'--   -*"  "  '-     '  ■' "        '■■■    •     •''  ''    ''■  •  ^>   ''r  ^ 

177.  ConotxAiRii  Puifque  r  étant  s=i^ 
on  a  rang.,  a  =;=  — 7^ —  >  il  fuit  dps  deux  fpr- 
mules  précédentes  qu'on  aura  rang,  a  a  srs  rang,  if 

^.-•.^.„-.  ^'  .  ^    v\  .1..;  '•■.    ^j  .'   ^•■1,1.         ' --  -.1 

t-»*^  I   i-5?4«5        ... 


178.  Rbmaik^ue.  Parce  que  (  133  )  Cn^sm  — £ liïi 

— *  ■!■  — .  Sabfiîtuant  cette  valeur  de'pdiuii^  les  formules 

i  i  -        . 

ci-^eilut  (17^).  faîlÊâiVune 'équation  i^^  celle  que 

le  premier  «embtelJbîV^  Wtaug.Tii  ^  &  4n«> 
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nmm^» 


ibcond  membre  ait, pour  numérateur  la  valeur  de  fin.  n  a^  ^ 
pour  dénominateur 'Cette  de  co-fîh/it  a  ^  divifant  de  plus  le  nvt" 
jnéraceur  5c  le  dénominateur  de  .cette  dernière  fiâ^oo  p^r 
ii*  de  les  multipliant  par  r*  ,  on/aura~  tâng.  na  ^^ 

r«.|.fi».^  — i i— i-i. £  /.»■**  rV4- 

— \  ^  ^  ■   .  -  '\  V — '•^■^-i — i-44r»74r5  — &cJ:fr* 

X  •,*  •  5  •  4'|  .  3.V  . 

Cette  ezpcefllon  eft  compofée  de  la  pujflânce  n  du  Binôme 
r-f-  r»  mais  dont  le  numérateur' eft  coiwole  des  termes  de 
rang  pair  5e  multiplié  par  le  rayon ,  le  dénominateur  conte- 
4UUit  les  termes  de'  rang  impair  :  it^  termes  du  numérateur  5c 
du  dénominateur  ayant  alternativement  les  £^es  +  5c  — . 


»       «     i 


'  RSMARQUB  L  EnËdfknt  r  av  x,  ^  ccW  formule  dévieîidfoit 
plus  fimple. 

Remarque  IL  De  la  formule  co-fin.  ii#  «s  p*  — 5cc., 
trouvée  ci-deffus  >(*  17^)  ^  on  déduit -fài^eiBent  la  fieame  de 
n  a  ^u'on  peut  exprimer  ainfi  :       ,V.  ... .  ^ 

(Jfc. na^ '■  /'  ■        x"'  '"    ■  —  >i-  ■      .parce  que 

•  '.  V*  ^  ^«  >-  . 


les  triangles  chd^can  (fig.  108  ),  en  (iippofant  l'arc  tf  ^  »« 
jM4>,  dcmn/çiit:^,(^:  :•;<>::  €ay  (/^^..o^.ço-fin.  a  4  i  /  ::/•; 

Ccutf*» — 7» .  ,     ., 

-  '  «co-iin»A«  *      ...    i'  .  .  L    . 

17^.  V  jkOZhtut.  Trouver  U  Êmu-Itm  4irc p^iiftipU  it 
tare  a  indépendamment  de  la  formule  ci-deffus  (  i^^).  Faifant 

f'-r»  !,*-*«,  co-fou  ^  «=*  othfia.  ii,*m  £.  fi  ,dan%  la  fcrmule 
fin.  (-'11  + JJ  —-fin.  éi  co-fin.  ÀrF'fin;^  cb-rm/tf',oû 

fuppofe 
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Tuppore  b  fucceffivcmcm  ™  ^i ,  itf  ,  3^,  &c.  on  aura 
Sin.      tf  =r=  ^^  i  — yij* 

Sin.    xtf  =  a^  v'  (  t  -— j*J 

Sin.    Jtf  «=(4?*  — 1)  V(i— ji) 

Sin.   ftf  «=»(itfg4— iiy*-f.i)y^(i_gij 

En  général  fin.  «<!««  Ti*-  »  ^»-  *  ^  ^^ — ^  j  ^  „-,  ^«'., 
4^    (yi  —  3  )  •  («  —  4)  \ 

En  fuppofimc  fin.  «i  «a/r ,  oq  trouvera 
Sln«     a  =ssp 

Sin*   lâ  sfa  1^  y/  (  1  .^^1  jj 

Sin.  3tf  «a  ^p'-^/^pi 

Sin.  4a  ==(4;,_8;;3)  ^^(t—plj 

Sin.  Jtf  «^y/^-— io;f3-}.x^/?5 
Sin.  ^«  ^{ep-^-^tpl  +  3i^5  )  v^  (  i  —;,») 
Sin.  7tf  =7/'  —  S^/'' +111/^5-^  ^4/77 
Sin.  %a  «=:Scem 

Pour  trouver  chacune  ics  tables  précédentes  ,  il  nVaou*i 
%pofer  le  dernier  finus  trouvé  =  fin.  ^ ,  tandis  que  le  finus 
se  le  co-linus  dé  a  feront  toujours  défignés  pzt  p  ^  a  Enfant 
attention  que  finus  de  a  ^  ^  (  ,  _%i  f,  ^'^  co-L  .  1 
y  V  ^^  J  '  &  chercher  le  finu$  de  ^  +  ^  par  la  formule 

hn.(à  +  h)  =fin*4.co.fin.iS+fin.^.co.fin.  tf.Gnfup- 
polfc  r=:  i.  ^  T 

*  Car  le  quarré  t  du  rayon  étant  égal  au  quatre  du  fmui 
plus  le  quarré  du  co-finus  ^  ,  on  a  le  quarré  du  finus  «  i  ~  «  » 
&  finus  =:=«  v^(i_jxj,      .  "^  3^  » 


I  ■     I        I  M  "  .  '      ' 
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180.  Problème.  Trouver  Jes  ca-finus  des  arcs  multipliés 
indépendamment  de  la  formule  ci-dejfus  (  176).  Si  dans  la  for- 
mule co-fin. (a  '{-b)^^^  co-fin.' a  •  co-fin. b  —  fin.  tf  •  fin.  ^  , 
on  Eût  facceffîvement  b  =  a,  %a^  3a  &C.  on  aura 

Co-fin.     tf  ==»  f    . 

Co-fin.  xtf  =  if*  — •  I 

Co-fin.  jtf  «»  4fî  —  Jf 

Co-fin.  4a  =»  8f4  —  8^*-f-x 

Co-fin.  %a  M=»i6q^ — 2oyî+5^. 

En  général ,  en  exprimant  le  rayon,  on  a  r*-  '  co-&a.na^^ 

^         I  I  •  i       . 

On  peut  auffi  exprimer  les  co-fii^us  des  arcs  o^ultipliés  pai 
la  table  fui  vante. 

Co-fin.     tf«-:»y'(i — /?*) 
Co-fin.  xtf  ■=■  —  %p^  +  I 

Cofiiî.  ja-(-4/'*  +  i)V(t-i>*) 
Co-fin.  4a  —  8/^4  —  8i>>  +  I 
Co-fin.  jtf  v=^{i9p^ —  i»p*-f-i)  V  (ï — P*) 
Co-fin.  ^a  = — 3»p*  +  48^* — i8/>*-f-x 
Co-fin.  7tf  3SS&C. 

Pour  que  les  Commençans  puîilênt  mieux  concevoir  la  (or« 
mation  des  tables  des  Problèmes  prëcédens ,  nous  allons  dé- 
montrer quelques-unes  des  équations  des  deux  premières  ta- 
bles. La  première  £\xi*  tf  =  y  (  i  —  9*)  eft  évidente  (note 
du  n^  I7P  )•  La  féconde  fe  tire  facilement  de  la  formule 
fin.  (  tf  -}-  ^  )  ï=*  fin.  a  •  co-fin.  b  +  fin.  b  •  co-fin.  a  =*3 
X  17  ^  (en  fuppofant  a  =  >)s=i^y^(i  — ^*).  La  troî- 
fiéme  fe  tire  de  la  même  formule  en  fàJ^t  b  ^=a  z  ^  ^  car 
alors,  le  fécond  membre  de  cette  formule  devient  fin.  a  co-fin.  xa 
-f-  fiin.  z  a  •  co  -  fin.  a=»p^  co-fin.  2  tf .  +  2  p  •  ^ *  Or  co- 
fin.2tf  c=«  ^  [i  —  (fin.  2tf)*  J«^  V^(  I  —  4/>*  ^*)  =» 
.V(i— 4/>*+47'^)  ^  1  — 2;7*,pîïrceqac^*  — I  — 
p*.  ^ttbfiituant  maintenant  la  valeur  de  ^  ^  dans  ipq^,  on  aura 


J 
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£n.  3â'«s>^^  —  4^3  ,  troifiëme équation  de  la  Cccànie  ta* 
-ble.  On  peat  de  celle-ci  tiret  ùl  correlpondante  dansia  pte- 
jniere  table ,  en  fubftituant  pour  p  fa  valeur  ^  (  .1  --^  ^^  )  & 
réduifant*  On  peut  voir  jpar-lâ  comment  il  faut  s*y  prendre 
pour  trouver  les  autres  équations  de  ces  mêmes  tables  ,  auffi 
bien  que  les  équations  des  tables  du  detnier  problème^ 

i8t.  Problème*  Exprimer  Its  puijfanccs  des  finus  te  co*' 
finus  et  un  arc  2Lpar  les  finus  &  co-pnus  de  cet  arc  ou  defes  mul* 
tiplesn  II  efl  vifible  que  les  termes  de  tang  Impair  de  la  (t^ 
conde  table  de  Tavant- dernier  Problême  donnent  des  puilEm- 
ces  impaires  de  ;?  ^  &  les  termes  de  rang  pair  de  la  féconde  ta- 
ble du  dernier  Problême  donnent  des  puiilances  paires  de^« 
Maintenant  on  aura  fin.  ^  ?=  r  ;  &  de  1  équation  —  i  p*  +  t 
s=  co-(în*  z  a  *  ,.on  tirera  i  /?^  =  t  —  co-fîn*  i  a,  Pallànt  à  la 
fécondé  table  de  favant  dernier  Problême,  de  f  équation  fin.  3  a 
«=33^  —  4  fi  3 ,  on  tire  4p3  =3/7  —  fin<  3  j.  Revenant  â  la 
.féconde  table  du  dernier  PrpWême,  l'équation  co-fîn.  j^  =  8/?4 
--—  8  ;?*-{-  î  donne  Zp^  =  co-iîn.  /^a —  4  co  fin.  2^+5* 
(  en  fubftituant  la  valeur  de  8  p*  prife  de  la  féconde  équation 
de  la  féconde  table  du  même  Problême  ,  &  rédui^;j  :  en  ful- 
▼ant  ce  procédé  on  forpera  la  table  fuivante* 

Sin.  <i«=fin.  tf  ==i>^  '  / 

\  ^*  aa.  1  —  Co-iin*  4  tf  -  \     „. 

8  ^4  a==  3  —  .4,ipp-fin*  2. 4  -f-  co-lîn.  44 
t^pSsiBtô/7  —  5 'fin* 3  tf -f- jGiié  5 il 

1 4  ««  s=«  10  -1*- 1  é  co-fin.  i  j  +  ^  co-fiii.  44-*-  co-un.  6  ^r 

"^  ■   .  .1 

454  ^7  =5-  ^^  fin.rt— il  fin*  3#+7fiû.  5^ — lîn.jtf 
...    i^S'^^=>&c* 

. —  iLedjvifible  que  le&  j>uiilànce& impaires  dç^f!  »=*  fin.  ^  font 
expr^ées.  f  n  finus  d'abcs  .multipliés  ,  tandis  que  les  puilTan- 
Ces> paires  de  p  font  exprimées  en  co-finus  tfarcs  multiples.  De 
plus  la  loi. des  coefiicicns  numériques  eft  la  même  que  celle 
àubinorne  de  Nev^ton,  excepté  que ilans  les puiffances paires 

»  Voyez  ia  Deconik  équation  de  la- Seconde  tsbk«4u  deTaieiJPcoliêjnc* 
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le  nombre  abftrait  cpi  fbnne  le  premier  terme  da  fèconi 
membre  de  l'équation  ,  n  eft  que  la  moitié  de  celui  de 
même  rang  que  donne  le  Binôme.  Par  exemple^  dans  la  qua- 
trième équation,  en  commençant  par  le  dernier  terme  »  Ton 
a  co-fîn*  4^  —  4  co-fîn.  i  a  -f-  3  =  8;>*  ,  on  voit  que  3  eft 
la  moitié  de  6  y  coefficient  numérique  du  troifiéme  terme  do 
binôme  a  -^  h  élevé  i  la  quatrième  puii{knce«  Cela  pofé  il 
eft  vilible  qu'on  a  befoinde  deux  formules ,  (èlon  que  Texpoûnt 
de  p  efl  pair  ou  impair  ^  ainii  nous  aurons  x***  '  p»  =a 

i*~*(fin.  a)*«sdtfin.rttfrp/ifin.  («  —  i)«fl± — ■        ■      x 

fin«(«— ^4)«  tf  rp— ^ "  "  fin»(/r— ^)  •  j 

^'  ïi'3  ' 

_^«-(/i— î)-(h— 1  •  &c.    -.  . 

±  — i ' — r •  fin.  a ,  /i  étant 

2  •  1  •  3  •  &c.  ' 

un  nombre  impair»   On  a  renverfë  Tordre  des  termes  de 

la  table   par    rapport  au   fécond    membre    de  Téquatiom 

Mais  fi  n  étoit  un  nombre  pair  ,  on  auroit  z^"^  p»  =4 

rt  co-fin»  n  a^ln  co-fin.  (n  —  1  )  •  ^ ±  - — LJZlîix 

co  fin.  (  /i  —  4)  •  tf  rp ^— ■'  •  co-un.  (/x—- ^)  •  « 

^  '  i-X'3  ^         '^ 

î* .  •  -ipi  t  — ^ ^ ■    a,       1  co-fin. 

^^  ^  \  I  •  1  •  3  •  4  •  &c.  y 

Dans  la  première  formule  dans  laquelle  /t  eft  un  nombre  im* 

pair,  les  lignes  fupérieurs  auront  lieu  6/1=4^  +  1,  mais  il 

faudra  fe  fervir  de  lignes  inférieurs  6/1  =  4^  —  x,m  étant  un 

mombre  entier  pair  ou  impair**.  Dans  la  féconde  formule  dani 

laquelle  n  eft  un  nombre  pair  ,'ou  (e  fervifa  des  figues  fiipé- 

rieurs  fi  /i  =  4  m,  m  étant  un  nombre  pair  onimpair5  mais  Ton 

fera  ufage  des  figoes  inférieurs  fi  n  ^^  1  m  ,  m  étant  un  nom* 

bre  impair. 


O  •  tf  *. 


*  Dans  la  fuppofition  de  r  >=&  i ,  co-fin.  o  •  4  &=«>>  co-fin«  o 

**  En  fuppofant  m  =  1 ,  4m  4-  î  ^ra  =  Vt  or  en  fàliânt  n 
«a«  5  ,  on  voit  par  la  table  que  les  fignes  fupérieurs  doivent 
avoir  lieu  \  qu'on  doit  fe  fervir  des  inférieurs  en  fiippofimt  m 


• 

■• 
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1 9%,  Pour  aroir  une  &rmule  feipblabl^  par  ra^K>rt  aux 
puiflànces  des  co-finus  d'un  arc ,  on  fera  des  deux  prmleres 
r^hlos  des  problèmes  ci^defTus  {179)  le  même  uCige  que  nous 
ir^nons  de  Ëiixc  dt$  deux  dernières  ^  ^  Fon  formera  k  table 
lùivaace^ 

f    à  co-fih.  it 

%  q^  ssm  fJ^  co-fîn*  z  flt 

4  ^1  *==  3  co-fin,Ld  +  co-fih.  J:* 

8  ^4  Ess  ^  -^  4  co-fih.  la  4-  co-fin.  4  s 
i^  qy  :*=»  10  co-fin. tf  +  5  co-fin.  3  «+  cofin.  fa 
ja  q^  =*  la-fr  1 5. co-fin.  z  tf-j-  éi  co-fin.  4a  +  co*fint  Ca 

e^  q7   «s=  3^  COrfiOb  A  +  &c»- 

Renver(ant  Tordre  des  termes  qui  font  a  la  drone  du  figned'f- 
galité ,  on  formera  la  formule  fuivance^  n  étant  un  nombre  paie 
•ttimpair ,  i»  "  '  (co-fin.  û)*=co-fin.  n  a'^n  eo^fin.  (n — a)  •  a  + 

.,,1 i co-fin. f/i — 4V4-+^ i-^ ^ — ^        '     ^  X 

c<^M''i-0--^--4-l  f«-(''-0-("-')>-r)arc-\ 

^        '  '^  *  \  r  •  X  •  3  •  4  &c.  / 

^                  ,  /"/i  •  (/i—  *)  •  (n — 2>)  &c.\        ^  ^  , 

Xco-fih.o*tf9oa+l — ^ -~ — J  co-un.tf,  leloa 

\  I  *  X  oCC*  y 

4|ue  n  efl  pair  on  impair. 

Remarque.  U  ferolt  facile  d'avoir  l'exprefilon  dies  tan- 
gentes &  des  co- tangentes  de  Tare  multiple «^  •  à,  en  tè 

r  fi^      .       \  co-fin 

Jouvenant  que. tang.  =-»  •- — j — ^ cotang).  =» ~Tf~>: car  oa 

conduerok  (àcUemene  que  tang..;»tf  :» — ^ tam  dcc*  De 

^  °  cor-un.na 

même  co-tang.  nu»»  -7 «=»  Icc. ,  ou  il  mdroit  avojjl 

un»  n  u 

tard  À  la  namre  in,  nombre  n.  Pour  avoir  la  formule  des^co* 
Ltes-,  00  fesoitattentioa  que  le»  triangles  ffcmblablesc  k  m^ 


«( 
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ci b (fig.  ioa)<Ionnent ci  =»A  i=—  finir ::r:ço-Cc  =  — -  «» 
4- ,  eu  fsûûntr «  I  i  4onc  ço-féc  «  <i  -=  ?^-—  =  ^c*E^ 

4e  même  on  auroit  co  -  tang.  a  4  = 


tang^na 


I  •  1 


i8}«  Problème.  Exprimer  en  puijfances  des  jfinus  qu  co^ 
fnus  de  tarcfimple  le  finus  ou  le  co-finus  de  Parc  multiple,-  Si 
»  efl  pair  ,  la  féconde  table  du  Problême  ci-defllis  (  179  ) 

donnei  en  fuppolanc  A  pair ,  fin.  i?  a  ==f  !:;i  a»-^ /?»-'»  ± 

•+-  «Z' I  V{^ — /'*)•  I^e  fignc  Cipérîeur  a  lieu  lotCfien^ 

inty  m  écanc  un  nombre  pair ,  mais  on  Ce fervira  du figne  in-^ 
férieur  fi  m  ef^  impair.  Si  n  eft  un  nombre  impair  >  on  aura 

fio<  na  =.  'Ij^z  i^^^ p»  ±  «•  i.*»"î  z^»"*-  rp ^ 


I  •  1 


x(i^*"^  ;?»-4  ±&c.  Le  figne  fiipérieuc  a  lieu  fi  /?  =s 

4/71  —  I,  &  ^inférieur  fi  n  «=  4  m  +  i ,  m. étant  pair  ou  impair. 

La  première  table    du  Problème  ci-defTus  (180)  donne, 

en  (uppofant  n  ui\  nombre  Impair  y  iti  co-fîi^.  na  =  nq  — 

*-3  V3  •4Î  ^ 


*  Cefl  le  quotient  de  i  divifé  par  h  formule  de  la  tangente 
(  178  )  en  Éwlant  r  =  I. 

**  Si ,  /Jtfr  exemple  ,  1»  =  1,,  &  a  =  j  =  4  m  —  i ,  on 
avni -T-  cQ-fin.  ^a^^^^q  —  4^5 ,  ou -f*  co-fin.  3  tf «=  4 y'  — 
j^;  Iqs  entres  lesmes de U fêôe  éts^(«»o^  ce  qtti^ft&cilç 
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^— ^W— ^■^— ^■— — i  II     I  I    «       I      I    ■——.—■ I  ■■■— iM^i—— — — — ^— — — — , 

fi  n  eft  un  nombre  pair,  Ton  aura  it  co-fin.  «  4  «=s  i j* 

I  •  2  •  3  •  4    ^  I  •  z  •  3  •  4  •  5  •  ^       * 

Le  fîgne  (ùpérleur  a  lieu  pour  le  premier  membre  de  Té- 
quation  dans  cette  dernière  formule  du  co-finus  >  (i  ;z  :=  4;»  , 
m  étant  un  nombre  pair  ou  impair  tel  que  8  ,  j>ar  exempte.  On 
£b  Terviia  du  fîgne —  fi  n=^  zm.m  étant  inipair.  Mais  dans  la 
pren\iere  formule  du  co-finus,  on  fera  ufage  du  figne  -4-  fi  /z  >» 
4 m  -|-  I  y  &  du  figne  — ^,fitt«==4i»  —  1  ,  m  étant  ou  nom- 
bre  pair  ou  impair. 

1 84.  Corollaire.  Si  Ton  fuppofe  fin.  «s  «=»  x ,  fin.  3  tf  s» 
^  ^  n  »=  3  ,  Ton  aura  par  la  féconde  formule  du  Problème»  l'é- 
quatîon  4jf3  —  ^X'^h^=o  y  équation  qui  eft  dans  le  cas 
irrédud^ible ,  b  étant  plus  petit  que  i  «=  r  ^  &  les  trois  racines 

de  cette  équation  font  fin.  —  .fin. ,  fin.  — ^ —  »  m 

défignant  la  circonférence  du  cercle;  car  lesfinus  de^yâ-f-», 
4«  -f-  2»  "»  font  égaux.  Si  A  avoit  k  figne  — ,  la  troifiéme  for- 
mule donneroit  la  même  équation  avec  cette  différence  que 
b  auroit  le  figne — y  &  les  racines  (èroiem  dans  ce    cas 

co-fin  a  ^      m+a  -»m-(-a  ^ 

^co-fin.  — ' — ,  co-lin. ;  carco-un.^^ 

3  3  3 

co-fin.  (/»  +  tf) ,  (co-fin.  (zm^a)  font  des  quantités  égales , 

&  de  plus  h  fomme  4e  ces.  racines  eft  ==»  o ,  ce  qui  n'eft  pas 
furprenant,  parce  que  toutes  n'ont  pas  le  même  figne.  Si  par 
exemple  l'arc  tf  eft  de  po^  ,  les  trois  racines  feront ,  eu  ibppo- 
iànt  r  =  i,7,-f,  —  I  dont  lafbmme  ==  o. 

De-là  on  peut  tirer  une  méthode  pour  réfoudre  toute  équa- 
tion du  troifiéme  degré  .dans  le  cas  irrédudible»  Soit  Téqua* 
tion  jc'  —  rfar±:^*=o  qu*on  fuppofe  dans  te  cas  irrédudible,. 
kl  comparant  avec  notre  équation  4^^  —  $x±b'=^o  y   ou 

2  r^  jt        T^b 

(divifant  par  4  &  exprimant  le  rayon)  x  î  — ±:  —  «=■  o  > 

,  ^^4  ^^»  4   ^       4 

nous  aurons  - —  ==  dy  «^  q*  De  la  première  des  deux 

4  >.  4 

I  II   II 

àcomprendre  en  feifant  attention  que  n*  —  p  eft  albrs  =  o  ^ 
ce  qui  rend  le  troifiéme  terme  =«  o.  D'ailleurs  l'expoiànt  de  f  • 
aepeut  pas  |tre  plus  grand  <{ae  n- 

Hh  4 


mnm^fim 
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4crmercs  i^uations  ofi  tire r»  =  ±^,our=  \/ C  —  \ 
de  la  féconde  en  fiibftituant  la  valeur  de  r*,  ou  de  i  »  fi  Ion  ne 
ne  ^cut  pas  introduire  r ,  on  tire  ^  «  ^-  Faifant  r  (rayon  dç 

^Vquation)  ou  i  (fi  r n'cft  pas exprimjé)  ; t  ou \/ f  -^  \  • 
-^  ::  R  (  rayon  dpç  tables  )  :  ;^7^  »  ce  quatrième  tcrxnç 

étant  cherché  dans  les  tables  donnera  le  fiaus  dHin  arç  d  fi  ^ 
cil  pofitif,  ou  fon  co-finus  fi  ^  eft  négatif,  &  les  racines  feront 

^ellc^  que  nous  venons  de  le  voir ,  c  eft-à-dire ,  «  =  fin.  —  , 

«««fin.— — &c.,  puaf  =«  co-%.  ~ ,  a:  =  &C. 
j  '  } 

.  185,  P«.OBï.EME,  C<îtt/;#r  /<!  circonfértuct  étun  cercle  en  un 
nomàre  ir^  dt  parties  égales  par  des  lignes  tirées  ^un  point  iss 
ftuejur  Iç  diamètre  du  cercle^  mais  hors  du  centre^  Avant  de 
réloudre  ce  Problême,  qui  renferme  le  célèbre  Théorêfne  dç 
M.  Cotes ,  nous  allons  établir  deux  Lemmes. 

Lemme  L  Squ  i?^c  ab  =  a  (  fig.  1x9)  ,  fin  co  finus  sp 
^7»s^  'T^zjedis  î//^bm  =  ç»— .xa  +  r»,«ya/. 
font  s  a«  sg  «=  r.  Car  (  6p)^  ^  (  ^^)*_  (  sp)^  =  r^ 
—  —  ,&(*m)^«=:(^^)i^(p^)*^  4caufedu  triangle 

redangle  f  pi-yorp  w  =  —  --  ^  qu;>  ««;:=.  ^ ?-,  félon 

que  le  point  m  tombe  de  dirferens  cotés  de  3  /?  par  rapport  au 
centre  s  :  mais  dans  l'un  &  lautre  cas  (  1?  m  )*  ==.  ?* r  *  -f 

— .  Cette   quantité  éçant  ajoutée  à  (  3p  )*  =^r^ -4.-L 

^onne(3/»)*=^*_.;f;e+;.%.  * 

L 1:  M  M  E  I|.  Si  da^s  la  formule  ci-dejfus  (  180  )  r» -  '  x 

ça-fin,na«=i»-i  j»* ^  r*  z»-î<y»-z-i.ll!!lli) 
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Xr-*  a»-î-^»-"4  —  &c,  o/i  multiplie  Us  deux  membres  par  1 , 

•     * 

iyideni  qu^on  aura  x»  —  n  r*  x»-*  4-  ^ 1^  y*   y^ 

1  *  % 

I  •  *  •  3 
SI  on  fuppofe  fuçceflîvement  n  e=a  o ,  i  >  2  >  3  9  dcc.  oa  aura 
z  r  co'fîn^  (  9  *  ^  )  =^  ^  ''•  Qq  aura  encore 

Sr-co-fîn.  I  •  a  «a?  ji^  "J 

;3— jr*Ar*'J 


X' co-fin.  3  .  a  =s«  xi 
&c. 


:if  é;sip(  le  double  ço-fifius  de  l'arc  fimple.  Si  4ans  les  équa- 

r^ 
tions  que  nous  venons  de  trouver  ,  on  faic  jt  =»  ;^  -|-  — -»  , 

on  aura  pour  le  double  co-finus  deo^tf,  i*^^  %*a  ^  ^c.  ces 

,  r*  r^  r^ 

autres  valeurs  ir,  ç  +  — ,  î* -+-  —  ,  ;f 5  +  — ,&c-  En 

t  1  1 


r*» 


général  ç»  H ^  =  x^.r»'"*  ,  ou  faifant  di(paroitrc  la 

ftaftion  èc  tranfpoCuit,  ç**»  —  2cr»-"':f»+r*  »=«=o.  Mais 
cette  équation  a  pour  racines  ks  doubles  co-finus  de  tf,  tf  -|- 

—  ,tf+— 3  ^H ,&c.  w  devenant  la  demi  -  circon* 

n  n  /i  ,  ° 

ference  du  cercle  ,  &  <?  1  arc  dont  le  double  co-(înus  =  ^  r. 

Mais  le  double  co*(înus  de  â  eft  =»:r  (  par  fuppofîtion),  &  dé«  ' 

fîgnant  par  x'  y  x'^ ,  x'^^ ,  &c«  les  doubles  co-fînus  de  <z  -f- 

— ,  a  -\ ,  &c.  on  amra  ?  H *,  ?  H * 

&c.  pour  les  fadeurs  de  Inéquation  trouvée  \  or  ces  faûeurç 

doivent  être çbacun ':«a  o ,  ce  qui  donne ^i\c «  =» Q , 

*  L'équation  du  double  co-fînus  de  o-tf  ,  c*cft-à-dite  , 
1  •  co-{ÎD.  ''  o  •  û)  =  a  r  eft  évidente.  Les  autres  peuvent  fe  dé- 
duire de  la  formule  ,  ou  de  la  première  table  du  n"  (  180)  ^ 
pourv4i  ^uV>n  forme  cette  table  en  exprimant  le  la^onr^ 
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d'oli  Ton  tire  f  ^  —  ç  jc  -f- '**'=*  ^  &c.  ;  donc  réquation  pré- 
cédente eft  compoféc  d'un  nombre  n  de  trinômes  [^ —  î;  •*■  -f* 
r*  ,  if^  — ^x' -{-r^  y  r^  —  jj;x" -f-r^,  &c.*-  Venons  main- 
tenant â  laloiution  du  Problème.  ' 

Il  fuie  de  ce  (jue  nous  venons  de  dire  ,  que  Téquatlon 
^1»  —  xcr^^^  ;f  »  -(-  r'-'^  =  o  eft  le  produit  de  tous  les 
quarrés(^m)^  ,  [cmY^  &c.;  donc  fi  on  fuppofe  c  =  —  r, 
bypothefe  qui  renferme  que  la  demi-circonfêrence  eft  di- 
Ti(ee  en  un  nombre  n  de  parties  égales ,  &  par  conféquent 
la  circonférence  en  un  nombre  z  n  des  mêmes  parties ,  les 
X  i  x'  y  x'\  Sec.  donneront  les  doubles  co-fînus  des  arcs  a , 

3  tf  y  5  <f ,  &c.  y  puifque  dans  ce  cas  —  >«<z.  Donc  les  produits 

*  —  *  t  +  '•^1  C*  —  *'  î  +  '■*ï  &C'  dénotent  les  quarrésdes 
roiteS  paires  c  m  ,  m/ ,  &c.  Si  l'on  extrait  la  racine  quar- 
^ée  de  f-  *"  —  %  cr^"  '  i»  -f-  r^**  en  faifant  c  ^=  r  >  oa  aura 
;j»  —  r^  ^^^mc  X  m/,  &c.  En  effet ,  dans  la  (ùppofition  de 
r«=sr,  {iippofition  qui  défigne  que  la  circonférence  entière  eft 
divifée  en  un  nombre  n  de  parties  égales  ,  Tare  eft  >=>o ,  & 
fbn  co-finus  eft  évidemment  égal  au  rayon ,  ou  =■  *+-  r,  &ron 
a  la  racine  que  nous  venons  de  trouver  :  mais  dans  la  (ùppoO- 
tion  de  c  =  —  r ,  c'eft-à-dire  y  dans  la  fuppofition  de  c  né- 
gatif, onaç*»-}-xr»  ^'*+  r*'^  =  o,  dont  la  racine  eft 
f*-f-r"«=«=m^  X  md  'y  ^c.  c*eft-à-dire ,  que  cette  racine 
dénote  le  produit  des  droites  impaires  mb  y  md  ^  &c.  î 
donc  (^«  —  r»)x(ç*-(-r»)  =  :f^" —  r^»=:=mix  me 
X  mdy  Ççc.  ^*  équation  qui  renfeim(&  ta  folution  du  Problème,^ 
&  le,  célel^xe  Théorème  de  M.  Cotes, 


l 


*  Ainfi  cette  éojuation  eft  réfoluble  en  un  nombre  n  è& 
trinômes. 

^*  Cette  équation  eft  évidcoiment  téfoluhle  ctxzn  fadeurs  ; 
puifque  Ces  racines  font  au  nombre  de  2  /z  ;  &  parce  que  Té- 
quation  :j;**  rf:ir'»:j;"+r^*==o,eft  compofée  d'un  nom- 
l>re  n  de  facteurs  trinômes ,  elle  eft  réfoiuble  en  un  nombre  n 
4e  ces  fa6^eurs.  De  plus  pa^oe  que  les  ruines  réelles  d'une  é^aa<- 
^ipd  donnent  çk^çune  ^  £^euç  §ipple  réel  x  l^^  tacmes 
imaginaire^  fe  tc^uviftl  çp^ib^S  f %  09^^^^  PW  4jaAs  «a« 
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1 8  ^ •  Rbmarqub.  La  circonférence  ëtanc  divifée  %n  un  nombre 
X  n  de  parties  égales,  chacun  des  fadeurs  {  »  —  r*,  t"-|-'"*, 
repréfence  toutes  les  droites  paires  ,  ou  toutes  les  droites 
impaires  :  car  il  ne  peut  repréfènter  à  la  fois  les  unes  &  les 
autres  y  puifaue  chacun  n'a  qu'un  nombre  n  de  dimen- 
fions.  Mais  le  rafteur  ç  »  —  r  "  ,  qui  répond  à  la  fuppôfîtion 
àe  c  ==  -|-  r ,  doit  évidemment  repréfenter  la  droite  qui  ré- 

{>on<l  à  l'arc  0*^:3=0,  ou  mtf,&  comme  il  ne  peut  repré- 
enter  deux  droites  de  fuite  ;  il  ne  peut  repréfenter  m  6»  Si 
on  fiippofe  «  =^  5 ,  il  cft  vifible  que  le  feâeur  ^  "  -H  /•  *  doit 
reprélenter  la  droite  m  g  qui  répond  â  csssc  —  r.  Donc  il  ne 
peut  repréfenter  ma  y  donc ,  &c. 

Trigonométrie  Sphérique. 

I S 7.  Si  un  an^efollde  C  (fîg.  130)  eft formé  par  trois  angles 

plans  ACB,  ACD,  BCD  (que  nous  appellerons  côtés  de 

l'angle  folide  )  ;  ces  angles  auront  pour  mefure  les  arcs  A  B , 

ADy  BD  décrits  entre  leurs  cétés  du  point  C  comme  centre;&  fi 

nous  (uppofbns  que  ces  arcs  font  décrias  avec  le  même  rayon, 

le  point  C  pourra  être  regardé  comme  le  centre  d'une  fpnere^ 

ces  arcs  feront  des  parties  de  trois  grands  cercles  de  la  'fphere  : 

de  formeront  un  triangle  B  AD  qu'on  nonune  triangle  Jphé" 

rîque.    La  trigonométrie  fphcriqut  s'occupe  de  la  réfolutioa 

de  ces  (brtes  de  triangles  comme  la  trigonométrie  plane ,   ou 

reBiligne  (  c'eft  celle  dont  nou;  avons  de J4  pairie  fous  le  nom 

de  trigonométrie)  traite  des  triâhgles  reûilignes ,  ç*eft-â-dire\ 

des  triangles  dont  tous  les  côtés  font  des  lignes  droites.  Pour 

mefiirer  un  angle  (phérique  ,  tel  qiie  l'angle  B  ,  par  exemple  ^ 

il  fuffit  de  trouver  la  mefure  de  l'angle  formé  pair  les  deux  plans 

ACB,  D  CB  qui,  en  fe  joignant  dans  la  ligne  Q  C ,  forment  cet 

angle  ;  mais ,  lelon  ce  qu'on  A  dit  ci-deflus  (  n°  83  ) ,  un  tçl 

angle  eft  égal  i  celui  que  fotmeroient  deux  perpendiculajirea 

menées  â  la  ligne  B  C  par  un  rç^i^t  point  b  y  par  exemple  > 


^» 


équation,  8c  telles  eue  leur  produis  deux  à  deux  efl  un  faveur 
tationel  du  fécond  degré,  il  s'enfuit  que  toute  équation  ratio^ 
nelle  eft  réfoluble  en  ra£teurs  réels  ,  fanplcs  ou  dqoibles ,  ou  cm 
partie  fimples  9^  en  partiç  doubles* 
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l'une  dans  le  Clan  D  C  B  «  Tautre  dans  h  plan  ABC«  Mais  ces 
lignes  écanc  perpendiculaires  au  rayon  commun  BC  des  arcs  BA 
&  BD  feroient  évidemment  des  tangentes  de  ces  arcs  ;  donc 
en  général  un  angle  fphérique  quelconque  formé  par  deux  arcs 
de  grands  cercles  fur  la  furrace  aune  fphere  eft  égal  â  celui  quç 
forment  entr'eiles  les  tangentes  de  ces  arcs  menées  au  point 
od  ils  k  rencbntreivt. 

l88.  Vn  triangle  fphirique  K'KD  n'efl  autre  çho(e  qu'une 
partie  d'une  (urface  fphérique  terminée  par  trois  arcs  de  gran& 
cercles  de  cette  (phere  AB^jAD^BD/  qui  font  les  côtés  de 
ce  triangle,  dont  les  angles  A,B,  D  font  les  mêmes  ^ue  ceux 

Îue  formeroient  les  tangentes  de  ces  arcs ,  menées  aux  points 
L,  B,D. 

Les  angles  plans  ACB,  ACD,BCD,  qui  font  les  cotés 
de  Tangle  folide  C,  ont  pour  mefure  les  arcs  AB  «  AD ,  BD 
qui  forment  le  triangle  (phérique  ABD.  Et  fi  Ton  exprime 
les  côtés  ^  les  angles  d'an  triangle  fphérique  par  degrés  ^  mi- 
nutes ,  fecondçs ,  tierces  ,  &c,,  ces  nombres  feront  les  me" 
fures  des  côtés  &  des  angles  de  Tangle  folide  ACB  D. 

185!.  On  peut  facilement  concevoir  la  confltudtion  d'un, 
angle  folide  de  trois  côtés  ,  &  d'un  triangle  fphérique  de  la 
m.aniere  fuivatxte.  Qn  prendra  pour  bafe  un  fetfteur  de  cercle 
AC  D  (  fig.  1 3 1  ),  &  l'on  mènera  par  fon  cejjtre  une  ligne  C  E 
perpendiculaire ,  ou  inclinée  au  plan  du  fe£teur>  Qn  décrira 
cnfuite  du  centre  C  &  dans  le  plan  ACE  un  arc  AE  qui  ter-- 
jninera  le  fèdeur  ACE,  on  décrira  de  même  avec  le  rayon 
D  C  =  AC  l'arc  ED  qui  terminera  le  fedeur  E  C  D.  Le  fec- 
teur  A  C  D  qu'on  prend  pour  bafe  étant  fuppofé  plus  petit 
qu'un  demi  cercle  ,  fon  fupplément  à  3^0  degrés  fera  plus 
grand  qu'un  demi-cerçle  y  8c  l'angle  qui  fera  oppofé  à  ce. fup- 
plément ,  fera  le  fupplément  de  l'angle  AED.  Mais  celui-ci 
vaut  moins  de  deux  angles  droits ,  puifque,  fi  l'on  conçoit  le 
plan  du  ftftfteur  ACE  prolongé,  les,  plans  AEI?,  A  CE  for- 
meront deux  angles,  de  fuite ,  qui  ne  vaudront  que  deux  angles 
droits;  donc  û  un  angle  AED  vaut  moins  de  deux  angles 
droits ,  le  côté  oppofé  vaudra  moins  de  1 80°  ,  &  le  côté  op- 
pofé au  fupplément  de  cet  angle,c'eft-à-dire,  le  côté  oppofé  à  un 
«nglefaillant  ou  extérieur  &  fupplément  à  360°  de  l'angle  AED, 
vaut  plus  de  i8o°«  Mais  dans  la  trigonométrie  fphérique  00 
ae  confidere  pas  ces  fortes  d'angles ,  ni  les  côtés  qui  leur  font 
opppfés  ;  ainfi  daos  la  fuite  ils  nefera  queflion  que  d^  triangles 


J 
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dont  tous  les  angles  5c  les  côtes  (ont  moindres  ^ue  i8o^.  Au 
reOe  fi  un  des  angles  du  triangle  e/l  drbit ,  le  tnanele  (phéri- 
que  eft  appelle  rectangle  y  le  côcë  oppofé  à  Tangle  droit  prend 
le  nom  ^hypothénufe  ^  Ton  nomme  bafe  Fun  des  autres  côtés» 
&  le  troifiéme  s'appelle  la  perpendiculaire.  Si  aucun  des  angles 
n'eft  droit ,  le  triangle  fphérique  fe  nomme  oUiquangle* 

Dans  lafuite  loriqu il  fera  queflion  d'un  triangle  Q)hérique 
reâ:angle  ,  nous  défienerons  fa  bafe  par  B  ou^,  le  côté  perpen- 
diculaire par  Pou;),  rhypothénufe  par  H  ou  ^,  Tangle  droit 
par  R  ou  r ,  l'angle  compris  entre  Thypothénufe  &  la  bafe  , 
Se  oppofé  à  la  perpendiculaire  par  M  ou  m  »  &  enfin  l'angle 
oppofé  à  la  baie ,  &  formé  par  la  renconicre  de  l'hypothénuiè 
èc  du  cdté  perpendiculaire  >  par  N  ou  /i. 

ipo.  Théorème.  Dans  un  triangle /phifiquereHangle  NRltl 
(fîg.  11%)  y  fi  l* angle  M  tft  plus  petit  ou  plus  grand  qu'un  angle 
droit ,  le  côté  P  qui  lui  eft  oppojefera  plus  petit  ou  plus  grand 
qiiun  quart  de  cercle  i  &  fi  l'angle  M  efi  droit  y  le  coté  P 
Jera  un  quart  de  cercle.  Je  fais  pafTer  par  ia  ligne  C  M 
dans  laquelle  le  plan  de  l'hypothénuie  coupe  le  plan  de  la  bafe» 
un  plan  M  CD  perpendiculaire  au  plan  de  la  b^ife  ;.ce]a  pofé, 
puifque  le  plan  r  efl  perdendiculaite  au  m^me  plaQ  B ,  D  C 
commune  interfedtiop  des  plans  P  &  MCD  fera  perpendicu- 
laire à  B  (  voyez  le  n^.Si  ).  Donc  le  point  D  fer^  éjoigmédii 
plan  de  la  bafe  de  90. ,  en  comptant  cette  dÂ^ance  fur  un  grand 
cercle  de  la  (phere  dont  le  point  C  eA  fuppofé  le  centre  i  & 
par  conféquent  DR^.P  nJkKoni  des  qua(rts  de  ceiçle*  Donc 
le  côté  N  R  fera  plustpi(ti^qa'uu  quart  decetcle ,  ou  égal  i  un 


quart  de  cercle j  ou  plus  graHkl  Qu'un  quart  de  cercle,  félon 

Îue  M  fera  plus  petit  q^*ui>  .^s^le  .droit ,  qu'il  fera  un  angle 
roit  ,,  ou  plus  grand  qu-i^njangle  droit.  Car  fi  M  =^  ^o*  , 
MNtotAbera  fur  DM',  puifque  l'angle  D  MR.  efl.  droit,  le 
point  D  étant  éloijgné  du  plan  jB  de  90  degrés*  Si  M  ^  po^  , 
.l'aie  M  N  fera  fituf  entre  le  plan  DCM  &*la  bafe^  donc  le 
-point  N  fera  éloigné,  de  6  de  moins  d!e;90^  ,  maisU  ferji 
éloigné  de  B  de  pinède  po^   fi  M^^o°  :  parce  qu'alors 
M  N  fera  .fitué  au-delà  1  du  plan  DCM  ,  c'eil*à-dire,  fera 
fitué  ^htre  .ce  plan  ^  le  prolongement  de  celui  de  la  bafe*     . 
CoROi.LAiR)E.  En  prenant  r  pour  baCê ,  B  devient  le  côté 
perpendiculaire  ;  donc  N  feraauAî  de  même  efpecé  que  le  côté 
oppofé  ,  c'eft-à-di«*e ,  que  l'angle  N  fera  aigu ,  droit  ou  obtus , 
félon  que  Bfeni-<  j9Ô^/oto-«»  ^0®,  o\t^  50®  j,  de  forte 
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qu'un'  angle  ficuë  fur  l'hypothénufè  eft  toujours  de  la  même 
cipece  que  le  côté  oppolé ,  &  réciproquement. 

lyi.  Théorème.  Dans  un  triangle  fphérique  re&an^  fi 
les  côtés  B  6*  P  font  tous  /ex  deux  plus  puits ,  ou  tous  les  deux 
plus  grands  qu*un  quart  de  cercle  y  tkypotkinttfe  fera  plus  petite 
qtiun  quart  de  cercle  ;  fit  un  de  deux  côtés  eftplus  grand  &  Cau» 
tre  plus  petit  quun  quart  de  cercle^  l hypothénufe  fera  plus  grande 
qu'un  quart  de  cercle.  Mais  fi  Cun  de  deux  côtés  efi  un  qtiart  de 
cercle  y  Chypothénufe  fera  auffi  un  quart  de  cercle.  Dans  le  plan 
RMr  (  fig.  1 3 3  )  fur  lequel  eft  fituée  la  bafe,  &  auquel  le  plan 
RAr  eft  perpendiculaire ,  menons  la  ligne  M  C  oblique  au 
diamètre  K  r  * ,  â  laquelle  le  plan  D  A  E  (qui  coupe  en  A  C  le 
plan  rAR)  doit  être  perpendiculaire;  donc  la  ligne  AC, 
commune  lèâion  des  plans  AD  E  ^  R  A  r  perpendiculaires  au 
plan  RMr  ,  fera  perpendiculaire  fur  ce  dernier  plan  &  £ur 
la  ligne  r  CR  fituée  fur  RMr  ;  les  angles  A  C  R  ,  A  C  r  fe- 
ront droits  y  &  les  arcs  A  R  &  A  r  feront  des  quarts  de  cercle. 
Les  angles  fermés  par  la  ligne  M  C  &  toutes  celles  qu'on 
peut  mener  par  le. point  Coatis  le  planDAE,  feront  droits 
(8i).  Donc  M  C  G  fera  droit,  ^rCM^au/Ti-bien  que  NCM^fera 
"<[  po°;mais:M  C  /r  fera  >►  po^.  D'où  il  fuit  que  dans  un  trian- 
gle redlaiigle  fphétique  N  R  M  ,  dont  les  côtés  B  ,  P  font  plus 
petits  qu'un  quart  de  cercle  ,  rhypothénufe  N  M.  eft  plus  petite 

3ue  le  quart  de  cerde  G  M.  De  même  dans  le  triangle  MrN , 
ont  les  côtés  Nr^  Mr,  c'eft-i-dire,  B&  P  font  plus  grands 
qu  un  quatt  de  cercle  ,  l'hypothénufe  MN  efl  plus  petite  qu'un 
quart  de  cercle.  Mais  dans  letriangle  fphérique  MRn  dans 
lequel  aRouP  éll  plus  grané  qu'un  quart  de  cercle ,  tandis 
que  MR  ou  B  eft  plus  peut  qu'un  quart  de  cercle  ^  Thypothé- 
.nttfe  M  n  (èra  pluj  graàde  que  le  quart  de  cercle  M  g.  De  même 
dans  letriangle  Q^étiqae  r  M/i,  dans  lequel  /i  r  ou  P  eft  plus 
petit  qu'un  quart  dé  cercle ,  &  r  M  ou  B  plus  grand  qu'un  quart 
-de^êtele^  4'hypotkéaufe  eft  j»lu$  grande  qu'un  quart  de  cercle. 
'Miis^îf^ devient  AR,  àlor^  4^hypdfcliétiufe  mefurant  l'angle 
^olt  A  CM  ,  devient  un  quwt  d!e  teVèle".     .    f 

CoKO^LAmÉ<.  Dé-là  il  fuit^^élj^rèqitemeatqùefiiypotlié- 
nufe  d'On  trîkïglé  f^bérîquè  éttot  y^^y  cfeft  â  dke;^  moiû- 
<dré  <fï'm  qusitt  de  êerele ,  les  deiix  icôtés  P  &  B  ferbnt  tous  lès 


*  Il  fiiuc  concevoit  <|ue  la  ligne  A  f  ^doiï^t  vnc^pariic  eft  ponâoée  » 
^aitê  par  Ib  cehc>e  O  de  là  jj^c»  '    .    ' 
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deux  plus  grands  oa  plus  petits  qu'un  quart  de  cercle^  Thypo- 
théniue  eit  obtufe  ou  plus  grande  qu'un  quart  decercle^  Tundes 
côtés  fera  plus  grand  &  Tautre  plus  petit  qu*un  quart  de  cercle; 
mais  fî  rhy'pothenufe  eft  un  quart  dé  cercle ,  l'un  des  côtés  au 
moins  fera  un  quart  de  cercle  ;  car  il  efl  viûble  que  B  &  P  peu- 
vent être  à  la  fois  des  quarts  de  cercle. 

ipi.  Remarque.  Si  Thypothénufe  eft  moindre  qu'un 

Suart  de  cercle  »  le  triangle  fera  ou  NMR  dont  les  côtés  P  & 
»  font  moindres  qu'un  quart  de  cercle ,  Se  dont  les  angles  M  & 
N  font  aigus,  ouNMr  auquel  le  premier  ttiangle  îTmR  eft 
<ontigu.  Si  l'hypothénufe  efl  plus  grande  qu'un  quart  de  cer- 
cle ,  le  triangle  fera  ounMRou/iMr  ;  mais  nMra  poOr 
triangle  contigu  un  triangle  fitué  de  l'antre  côté  du  plan  R  A  r  , 
dont  l'hypothénufe  eft  le  (iipplément  de  l'hypothénufe  ta  n  y  6c 
par  conléquent  plus  petite  qu'un  quart  de  cercle,&  doutla  bafe  efl 
iupplément  de  labale  Mr&=:MR,&  par  conféquent  auili  plus 
petite  qu'un  quart  de  cercle.  Mais  r  /i  ou  le  côté  peipendiculalre 
cflaum  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle  ;  donc  tous  les  côtés  de 
ce  triangle  feront  plus  petit  chacun  qu'un  quart  de  cercle,  &  par 
conféquent  les  angles  fiiués  fiir  l'hypothénufe  feront  aigus  *,  Il 
y  aura  aufll  fur  la  bafe  CMR  un  triangle  contigu  au  triangle 
/z  M  R,  dont  l'hypothénufe  (  fîtuée  au-deflbus  de  la  bafe  )  fera  le 
fupplément  de  «  M ,  &  dont  le  côté  perpendiculaire  (  fitué  auftî 
.  au-defibus  de  la  même  bafe  )  (èra  (upplément  de  n  R.  Oii  voit 
donc  qu'un  triangle  (phérique  reé^ngle,  dont  l'un  des  côtés  eà 

Î>lus  grand  qu'un  quart  de  cercle  ^  a  un  triangle  contigu ,  dont 
es  côtés  font  moindres  qu'un  quan  de  cercle  ,  dont  là  bafe  & 
les  angles  fur  l'hypothénufe  font  aigus  ;  or  les  côtés  &  Thy- 
pothénufe  de  cb  triangle  que  nous  appelions  contigu  .  font 
toujours  égaux  aux  côtes  &  à  l'hypothénufe  de  l'autre  ou  font 
leurs  fupplémens. 

1^3.  Problème.  Dans  un  triangle fphérique-re&ànglè  ^ 
dont  les  côtés  fotent  moindres  qu*un  quart  de  cercle ,  è»  dont  par 
conféquent  les  angles  fur  Phypotkénufe  foient  aigus  y  étant  doh" 

• 

*  L'eCpece  de  l'hypothéaufe  détermine  Tefpece  du  triangle.  Or  Thypo- 
thénufe  eft  plus  petite  ou  plus  grande  qu^un  «}uârt  de  cercle  >  bu  elle  ëift 
égale  à  un  quart  de  cefclê.  Mjii$|)arret  qu'on  peut  rega'rder  Vsttglt  éroic 
comme  le  plus  grand  des  angles  aigus  •  ou  éoiilme  le  plus  peefr  des  an« 
gles  obtus  »  on  ne  diftingue  que  deux  efpecès  de  triangles  fphériques- 
reâangles  «  Tune  •  dont  Thypothémife  eft  plus  gcandc  qu'un  quan  de 
cercle  y  Vàiatt  »  îiom  rfaypotbénufe  eft  lûoindie  qa^m  quart  de  cerck* 


IIM-  M    IWIIiM— i^ 
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nés,  ou  iês  deux  angles  aigus  ou  les  deux  cotés  ^  ou  un  angle  aigu  & 
un  eôté^  ou  rhypothénulè  avec  un  angle  aigu  ou   avec  on 
'côté,  réfoudre  ce  triangle.  Ayant  pris,    an  lieu  du  triangle 
i^hërique ,  un  angle  folide  de  trois  côtés  NCM  R  (  £g.  i 34 } , 
tel  (me  R  M  ibit  perpendiculaire  fur  M  C  ,  &  que  les  plans 
M  N  R  y  N  R  C  foient  perpendiculaires  fur  la  ba£ê  R  C  M  ;  N  R 
conunune  interfe^lion  de  ces  derniers  plans  fera  perpendicu- 
laire i  la  même  bafe  RC  M,  au(fi-bien  qu  aux  lignes  R  C,  R  M 
£tuées  fur  cette  bafe  &  paifant  par  le  point  R.  Mais  la  ligne 
M  C  fituée  fur  le  plan  R  M  C  perpendiculaire  au  plan  Nin  R 
&  perpendiculaire  a  la  conunune  incerfedtion  RM  de  cesplan«, 
cft  évidemment  perpendiculaire  au  plan  NRM  au/H  bien  qu'a 
kligne  MN.  Donc  les  trianglesNRC,RCM,NCM&NRM 
feront  tous  rectangles,  &  l'angle  M  de  l'angle  folide  fera  le  même 
que  l'angle  M  de  1  angle  plan  NMR  (83  ).  Suppofons  mainte- 
nant quon  développe  ces  triangles  (ur  un  plan  (  fîg.  13^)  > 
&  qu'on  emploie  les  mêmes  lettres  dont  on  s'eft  fefvl  daâs 
l'angle  folide  trilatere;  il  eft  vifible  que  les  triangles  RCM, 
NCM  reâangles  en  M  donnent  CM:MN::r:tang.H*,  & 
CM:MR::r:tang.B.  DoncCM:r::MN:tang.  I1&  CM;r 
::MR:tang.  B,  &  partant  MN:MR  ::  tang.  H:tang.B. 

Le  triangle  NRM  donne  MN  :  JVIR  ::  r.co-fin.  M.  De 
cette  analogie  &  de  la  précédente  on  peut  en  tirer  cette  autre» 
I.  r  :  co-fm  -M  :  :  tang.  H  :  tang.  B,ou  r  :  co-fin.  M  :  :  co-tang.  B 
:  co-tanjg.H;  parce  que  (  134)  les  tangentes  font  en  rauba 
inver(è  clés  co -tangentes. 

Mais  il  eft  viiîbfe  qu'on  peut  changer  les  dénominations  M , 
N  en  mettant  Tune  à  la  place  de  l'autre ,  fi  l'on  appelle  B 
ce  qu'on  vljent  d'appel! er  P,  ôc  réciproquement)  donc  on  aura 
r:co-fin.  N  ::  co-tang.  P  :  co-tang.  H. 

Mais  fi  l'on  prend  N  C  (qui  fe  trouve  deux  fois  dans  la  figure) 
pour  rayon ,  le  triangle  M  C  N  donnera  N  C  :  r  :  :  M  N:  fin.  H , 
tandis  aue  le  triangle  NCR  donne  N  C  :  r  :  :  NR  :  fin.  P.  Donc 
MN:NR::fin.H:fin.  P.  D'un  antre  côté  le  triangle  NRM 
fait  voirqueNM:NR::r:fin.M;  donc 

II,r:fin.  M::fin.H:fin.P,  Se  en  cbatigeant  entr'elles  tes 
dénominationsM&N,B&P  ,  r:fin.N::fin. H:fia. B^ 

*  H  défigne  Tangle  lyf  C  N  ou  Tare  qui  mefare  cet  angle,  ou  ll»ypothé- 
nufe  du  triangle  fphérique  corrtfpondant ,   B  défigrc  la  bafe  du  même 
triangle  (phérique  ,  ou  Tare  qui  mefure  Patigle  RM  G  «  &  P  la  perpen- 
diculaire ou  le  côcè  perpendicalaire  du  même  triangle  fphérique. 

Miincenant 
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Maintenant  f\  Ton  prehd  RC  pour  raybn,  le  triangle  RCM 
âo|^neraRC:r::RM:fm.iB  ^  mais  par  le  triangle  NRC*; 
ftC  :  r  ::NR  :  tang.P.  DoncRM:  NR  ;:  fin- B  :  tang. fi 
jD'tth  autre  côté  le  triangle  N  R  M  donne  R  M  :  RN  ::  r  ; 
tàng.M^  c*eil  pourquoi  l'on  a  cette  troifieme  analogie» 

^O.f  i  tahg.M  ::  fin.B  :  tang.P, our  ifin.B  ::  tang.M  î 
tahg.  P,  ou  r  :  fin.B  ::  cd-tang.  P  :  co- tang.M}  &  en  chan- 
geant les  dénominations^  r  :  fin.  P  ::  co-tang.  B  :  co-tang.  Ni 

Par  la  féconde  analogie  ,  on  a  les  deux  proportions  fui^ 
vantes ,  /•  ;  fin.  H  ::  fin.  M  :  fin.  P  ^  &  r  :  fin.  H  :r 
fin.  N  :  fin  •  B.  Donc  fin.  B  :  fin.  N  ::  fin.  P  t  fin.  M; 
de  cette  analogie  &  de  la  troifiéme  r  :  fin.  B  ::  cd-tang.  P  : 
co-tang«  M,  on  tire  aifément ,  en  multipliant  par  ordre,  r: 
fin.  N  :  :  fin.  P  x  co-tang.  P  :  fin.  M  •  co  tang.  M.  Et  parce  que 
(  132)  r  :  fin  ::  co-tang  :  €0-fin ,  ou  r  •  to  fin==fin.  co-tang  j 
fi  au  lieu  de  fin.  P  *  co-tang.  P  5  &  de  fin.  M^  co-tang.  M,  on 
écrit  refpedtivemént  r .  co-fin.  P ,  r  é  ao-fin.  M  ,  Ton  aura  la 
quatrième  analogie  Clivante* 

IV.  r  :  fin.  N  ::  GO  fin.  P  :  c6fîn.M,  &  en  changeant  les 
dénomîûations  ,  r  :  fin.  M   ::  co-fin.  B  :  co-fin.  N.    Mais 
parla  troifiéme  analogie  ,  co-tang.  M  :  co-tang.  P  ::  fin  B 
:  r,  &  par  l'analogie  II  ,  fin.  M  ;  fin.  P  ;:   r  :  fin.  H J 
donc  ,  en  multipliant  par  ordre  ,   fiti.  M  •  co-tang.  M  : 
fin.  P  •  co-tang.  P  ;:  fin.  B  :  fin.  H.  Si  à  la  place  de  fin.  M  x 
co-tang.  M&  de  fin.P'*  co*tàng.  P^on  écrit  reQ>e£liyementi 
/••co-fin.  m  ^  r  '  Co-fin*  P  ^  il  viendra  co-fin.  M  :  co-fin.  P  ;: 
fin.  B  :   fin.  H.  Mais  l'analogie  I  donne  r  :  co-fin.  M  :: 
co-tang»  B  :  co-tang.  H  \  donc ,  en  multipliant  encore  païf 
mdre,  on  trouvera  r:  Co-fih.P  ::  fin.  B  •  co'tang.  B  :  fin.Hx 
Rotang.  H  j  &  par  uâe  fiibfUnition  femblable  k  celle  dont  nous 
tenons  de  faire  ufage*, 

V*  r  :  Co-fin.  P  :  :  cô-fihé  È  :  cofin*  H.  Mais  l'analogie  I 
donner  :  cO-fih.  M  :*.  co-tang.B  .*  qotang.  H,  proportion  que 
j'appelletai  [a)k  Par  l'analogie  II ,  on  a  ta  proportion  fui  vante 
fin.  M  :  fin.  P  :  :  r  •  fin.  H ,  proportion  que  je  dcfignerai  par 
(b).  L'analogie  10  donne  r  :  fm^  B  ::  co-tang.  P  :  co-tang.  M  ^ 
ou  fin. B  :  r  ::  co-tang. M  :  co-tang.  P,  &  en  changeant  lesi 
dénominaâohs  ,  fin.  r  :  r  :  :  cO-tang.  N  :  co-tang.  B.  Multî* 
pliant  par  ordre  les  tefmes  de  cette  detniere  proportion  pai^ 

I  II         •  *     I    I  II         I    I  •    ■      mmmmmi^^mmd^ 

#  Ceft  telui  dans  16}ucl  fe  txoiiTC  la  kti»  P^ 
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ceux  des  proportloas  a  9ciy  il  vient  fia.  M  :  co  fin.  M  ::  r  x 

cO'Cang.  N  :  fin.  H  x  co-cang.  H«  Mais  fin.  co-tang  ^i^rK 

'  -     -,  fin.  M.  co-tang.  M      ,    -     „ 

co-iin  ,  ou  co-fin.  M  «« « ,  &  uil»Hx 

r 

co  tang.  H  «■  r- co-fin.  H  ;  donc  en  CiblUmanc  ces  valeun, 

«n  aura  * 

VI.  r  :  co-tang.  M  ::  co-tang.  N  :  co-fin.  H. 

1 94.  Lesfix  analogies  oue  nous  venons  de  crouvei:,&  quacre 
autres  dont  nous  avons  beloin,  &que  nous  avons  déduites  par 
le  changement  des  dénominations  ,  font  les  fiilvances 

I.     r  :  co  fin.  M  ::  co-tang.  B  :  co-tang.  H  , 

ou  co-fin.  M  :  r  ::  co-tang.  H  :  co-tang, B 
IL     r  :  fio.  H  ::  fin.  M  :  fin.  P 

III.  r  :  fin.  B  ::  co-tang*  P  :  co-tang.  M 

IV.  r  :  fin.  N  ::  co-fin.  P  :  co-fin.  M 

V.  r  :  co  fin.  B  :':  co-fin.  P  :  co  fin.  H 

VI.  r  :  co-tang.  M  ::  co-tang.  N  :  co-fin.  H 

^—i—— —il—il         ■  I      — «M^— ■— ^— ^■— — r^«^— iM^^i— >— ^— >— — ^^^^ 

VIL  r  :  co-fin.  N  ;:  co-tang.  P  :  co-tang.  H 
Vin.  r;  fin  H  ::  fin.N:  fin.B 
IX.  /•  :  fin.  P  ::  co-tang.  B  :  co-tang.  N 
X*    r:fin.M  ::  co-fin.  B  :  co-fin.  N 

1^5*  Etant  donné  dans  un  triangle  reâangle,  donc  les  cotés 
font  plus  perits  qu'un  quart  de  cercle  &  les  angles  fiir  Thypo- 
thénuiè  aigus ,   outre  l'angle  droit  deux  autres  choies  quel* 
conques  »  c'eft-â-dire  >  ou  les  càtés  ou  les  angles  aigus ,  ou  un 
angle  avec  Thypothénulè  ,  ou  un  angle  5c  un  côté  ,  oix 
rhypothénufè  &  un  côté  ,    on  trouvera  facilement  les  au- 
tres par  les    analogies  précédentes  ,   qu'on  peut  regarder 
comme  autant  de  Théorèmes.  Suppo(bns ,  par  exemple  y  que 
dans  le  triangle  reâangle  N MR  (^.  1 33  )  on  connoiile  Tan- 
gle  M,  la  baie  Bou  le  côté  adjacent,  &  qu'on  demande  l'hy* 
pothénufe ,  la  première  analogie  nous  dit  que  le  rayon  eft  au 
co-finus  de  l'angle  M,  comme  la  co  tangente  du  côté  qui  lui 
efl  adjacent  eft  a  la  co-tangente  de  Hiypothénufe.  Je  cherche 
donc  dans  les  tables  le  co-finus  de  l'angle  M^  &  la  co-tangente 
du  côté  B  ou  de  l'arc  M  R,  dont  le  nombre  des  degrés  eft  connu 


^ 
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tera  les  logarithmes  des  moyens  >  on  retranchera  le  logarichmn 
du  rayon  ,  &  Ton  aura  le  logarithme  de  la  co-tangente  de 
rhypothénufe.  Ce  logarithme  étant  cherché  dans  les  tables 
dans  la  colonne  des  co-tangentes,fera  connoiître  Thypothénuië. 
1^6.  Si  quelque  côté  du  triangle  fphérique  étolt  plus  grand 
oxi'un  quart  de  cercle  ,  au  lieu  de  ce  triangle  on  réfoudroit  le 
contîgu ,  dont  les  côtés  &  les  angles  fur  Thypothénufe  valent 
moins  de  po  degrés  (  i^i).  Or  connoiflânt  les  côtés  &  le§ 
angles  de  ce  triangle  contigu  ,  il  fera  très-facile  de  connoîtré 
les  angles  &  les  côtés  du  triangle  propofé.  Mais ,  parce  que  le 
finus  d'un  angle  obtus  eft  le  même  que  celui  d'un  angle  aigu 
^ui  eft'  (on  fupplément  )r  fî  ce  qu'on  cherche  efl  exprimé  par 
un  finus,  il  faudra  tâcher  de  connoîtré  (parlen^  ipo)  fi 
l'angle  ou  le  côté  cherché  efl  plus  petit  ou  plus  grand  que 
^o°.  S'il  s'agit  d'un  apele  obtus ,  Ton  co-finus  doit  avoir  le 
figne  —  aufh-bien  que  &  tangente  de  fa  co-tangente  ^  mais  il 
il  ne  peut  y  avoir  de  cas  douteux  que  lorfque  M  &  P  font  don-^ 
nés ,  ou  bien  N  &  B.  Suppofons  les  plans  de  deux  demi-ceN 
clés  M  N  /77,  M  R  m  (fig.  1 3  ç  .B)  inclinés  l'un  à  l'autre,  &  qui  f« 
coupent  dans  la  ligne  M  m  ;  fi  par  le  centre  C  de  ces  demi^ 
cercles  on  fait  paUer  le  plan  NCR  perpendiculaire  au  demi- 
cercle  IAKm  y  l'on  aura  deux  triangles  fphériques-re6bnglcs 
M  N  R,  N  mR,  qui  auront  chacun  un  angle  droiten  R  les  anjgles 
IW  de  m  égaux  ,   &  le  côté  N  R  »=  P  commun.  Donc  étant 
donnés  M  &  P  ,  on  ne  peut  pas  déterminer  B  ou  H  ,  c'efl- 
à-dire ,  on  ne  peut  pas  fiiyoir  fi  ce  qu'on  cherche  vaut  pltui 
ou  moins  de  90°*  Mais  les  cas  douteux  n'ont  guère  lieu  dans 
la  pratique  de  ra{lronomie,ou  Ton  n'emploie  dans  le  calcul  des 
triangles  re^^angles  que  des  arcs  moindres  que  90°  ,   parce 
que  quand  on  a  des  arcs  plus  grands  ,  on  prend  leurs  fupplé* 
mens  en  les  fiippo&nt  prolongés  jufqu'd  la  demi- circonfé- 
rence. Comme  fi  (dans  la  fig.  1 3  5.B)  onavoit  a  calculer  le  trian- 
gle reâangle  m  N  R  9  on  calculeroit  le  triangle  M  N  R  par 
le  moyen  duquel  ayant  trouvé  MN,  par  exemple ^  de  ^0°  | 
on  conciuroit  que  N  m  ,  fiipplément  de  M  N  ,  eft  de  120°« 
IP7.  Théorème.  Si  dans  un  triangle  fphérique  obFiquant>U 
MT  m  (fig.  1 35  &  1 37)  o«  abaijfe  du  point  T  le  cSté  oU  tare 
TK perpendiculaire  au  côté  oppofé  Mm  ,  ce  côté  tombera  dans 
Jt angle  T=r:  'NiTm^fiM  &  m  font  tous  les  deux  aigus  ou  tous  les 
deux  obtus  ;  mms  T  R  tombera  hors  de  t  angle  T  ,  fi  Cun  det 
deux  angles  lAp  m  efl  aigu  &âautre  obtus •Coniâétons  les  triais 
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gle$  reaanclcs  TM  R  &  TwR  qui  ont  le  côté  TR  =  P 
commun ,  fi  M  eft  fuppbfé  aigu ,  &  m  obtus  (fig.  1 3  6),  le  côté  P 
devroit  être  de  même  efpece  que  M  (  ipo  );  &  comme  il 
doit  aufTi  être  de  même  espèce  que  l'angle  m  qui  lui  eft  op- 
pofé  dans  le  triangle  T  m  R ,  II  feroit  à  la  fois  plus  petit  & 
plus  grand  qu'un  quart  de  cercle,  ce  qui  étant  impof&bie, 
on  doit  conclure  que  M  &  vi  font  de  même  e(pece  lorfqae  P 
tombe  dans  l'angle  T.  Si  P  (  fig.  1 37  )  tombe  hors  de  l'angle 
T ,  &  qu'on  fuppofe  M  aigu  auffi  bien  que  T  m  M ,  Tm  R 
fera  obtus  ,  &  r  devroit  alors  être  à  la  fois  plus  petit  &  plus 
grand  qu'un  quart  de  cercle^carP  doit  être  de  même  e(pece  que 
M  dans  le  triangle  RTM,  &  de  même  e(pece  que  T  /»  R  dans 
le  triangle  T  m  R.  De  là  il  fuit  que  M  &  T  m  R  font  de  même 
cfpece;  donc  fi  M  eft  aigu  ,  T  m  M,  fuppicment  de  T  «iR, 
fera  obtus,  &  réciproquement.  Donc  P  tombera  hors  de  Tan- 

fie  T,  fi  M&  m  (ont  de  différente  efpece  y  mais  il.  tombem 
ans  l'angle  T ,  fi  M  &  m  font  de  même  e(pece* 
198  ScHOÙE.  LorfqueJ' tombe  dans  l'angle  T  (fig.  13^), 

^ i  cfcstt 


ie  triangle  obliquaiiele  MTm  réfiilce  de  l'addition  cks  trian- 
gles retbangles  MTR,  m  T  R  ;  au  contraire  dans  le  cas  de 
la  fig.  137  ce  triangle  eft  la  différence  des  deux  triangles  rec« 
cangles  dont  on  vient  de  parler.  Si  dans  le  triangle  reâan* 
gle  T  RM  (  fig.  136  &  137  )  nous  défignons  les  c6tés ,  lliy- 
pothénufe  &  les  angles  comme  ci>deflus  parH,  B,  P  ,  M»N, 
&  que  dans  l'aurre  triangle  T  m  R  qui  a  le  côté  T  R ,  nous 
défigniôns  lés  mêmes  quantités  par  ^ ,  i^ ,  P  ,  m  ,  n  (on  met 
P  &  non  pas  py  parce  que  T  R  eft  le  même  pour  les  deux 
triangles  )  ;  dans  le  premier  cas  dans  lequel  M  &  m  (ont  tous 
les  deux  aigus ,  ou  tous  les  deux  obtus,  T  fera==  N-f-n 
(fig.   138)  ,&Mm=B  +  ^.  Mais  fi  M  &  ;n  font  de  dif- 
férente e(pecc(  fig-  ijp)  l'on  aura  T==N  — /i,&Mot=B 
—  b*  Donc  on  aura  toujours  T=5sNzb;7,  &M;iî  =  Bit 
3;  les  fignes  (upérieurs  ont  lieu  fi  M  &  m  (ont  de  même  ef* 
pece ,  mais  on  employera  les  figues  inférieurs  fi  M  &  m  (ont 
d'e(pece. différente.  II  eft  ai(e  de  voir  que  N  défigne  l'angle 
formé  par  les  arcs  H  &  P. 

ipp.  PROBIEMB.  Trouver  des  analogies  par  le  moyen  def» 
quelles  étant*  données  dans  un  triangle  fphérique  obliquangle , 
trois  de  ces  fix  ckofisy  trois  angles  &  trois  cotés  ,  on  puijfi 
trouver  les  autres»  Ayant  mené  le  côté  TR(fig.i38&f3^)      | 
perpendiculairement  fui  le  côté  oppoie ,  prolongé  s'il  le  faut 
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on  appliquera  à  chacon  des  triangles  redangtes  re^bm^s 
M  T  K,  m  T  R  les  analogies  trouvées  ci-deflus.  Par  l'analogie 
H  l'onauraR  :  fin.  H  :  :  (in*  M  :  fin.  P  *,&  R  :  ûa.  k  :  :  fin.  m  :  fin*  P* 
Donci^  R- fin.  P  <=»  fin.  H  •  fin.  M=b  fin.  A*fin.  m'y  donc  %^* 
.     I.  fin.  H  :  fin.  h  ::  fin.  m  :  fin.' M* 

Par  l'analogie  III  l'on  a  R  :.fin.  B  ::  co-tang.  P;co-tang.M  ^ 
&  R  :  fin.  ^  :  :  co-tang.  P  :  co*tang.  m  ;  donc  i  **  R  :  co-tang.  P 
::  fin.B  :  co-tang.  M  ::  fin.^  :  co-tang.  m  \  donc  x^ 

IL  fin.  B  :  fin.ï  ::  co-tang.  M  :  co-tang.  m. 

Par  l'analogie  IV  Ton  a  R  :  fin.  N  :  :  co-fin.  P  :  co-fin.  M  , 
&R:fin./t::co-fin..P  :  co-fin. m^  doncR  :  cofin.P::  fin.  N: 
co-fin.  M  ::  fin.  n  :  co-fin.  m  ,  &  par  conféquent 

ni.  fin.  N  :  fin.  n  :  :.  co-fin.  M  :  co-fin.  wi. 

Donc  componendoy  (fin.  N  -j-  fin.  n)  :  (co-fin. M  +  co-fin.  rr^ 
::  fin.  N  :  fin.  «,  &  dividendo  (fin.  N  •^— fin.  «)  :  (co-fin.  M 
.-rr-  co-'fin.  m  )  :  fin.  N  :  fin.  ^  ;  &  partant  (  fin.  N  +  fin.  «  )  : 
(  co-fin.  M  -f-<:o-fin.  m)  ;  :  (  fin.  N  —  fin.  /i  )  :  (  co-fin.  M  — 
co-fin.  m),  du  (fin.  N  -|-  fin.  n)  :  (fin.  N  —  fin.  n)  :  :  (co-fin.  M 
-|-  co-fin.  m)  :  (  co-fin.  M  —  co-fin.  m  ).  Mais  (  félon  ce  qu'on 
a  dit  ci-deilus  n^.  158)  l'on  a  les  proportions. (fin.  N.-4- 

fin.n):(fîn.N — fin.»)  ::tang. f       -     j  ::tang.  ( 1 , 

(  co-fin.  M  -4-  co-^fiû»  ^  )  •  (  co-fin.  M  —  co  •  fin.  m  )  :: 

(M+wX                 /M— w\  .,^ 
' —  1    î    rang.  I 1 ,  ou  en  dcugnanc 

les  complémens  àt  M.6c  àc  m  par  c  M  Se  cm  y  (  cafin.  M  -f- 
co  fin.  m  )  :  (  co-fin,  M  — '•  co-fin.  m  )  ::  tang.  (icM  +  Icwi) 
i  tang.  (icM  —  i  cm}*  L'on  a  donc  l'analogie  fuivante 

WTtang.  (iN-H^n)  :  tang.  (^  N-— |/i)::  tang.  (i  c  M 
^Icm)  :  tang.  (i  c  M  —  r^'^)*  Mais  parce  que  a  yb  ^ 
jr>  ^  9  ^^^tit  des  angles  ou  des  arcs  ^  on  a  tang.  b  :  tang.  a  :: 
co-taag.  a  -*  co-tang*  B  ^  6c  tang.  /  :  tang.  g  :  :  co-tang.  g  r 
co-tang.  fy  on  aura  x  o  (ubfticuant  les  co-tangences  aux  tan- 
gentes dans  la  proportion  précédente ,  co-tang.- (•  7  N — f  '^  ).- 
co-tang.  (r  N  +T  «)  ••  co-tang.  (  f  c  M  —  f<?»»' 
co-tang.  f^  c  M+.lcm),  ou  co-tâng.  (  ^  é  M+?cm 

co-tang.  (r  ^H  ^x  ^  ^  )  ••  ca-  tang.  (  r  N  -+•  t  «  . 
co-tang  (  ^  fl  —  t  »  ).  tl  éft  bon.  de-  fetenîr  cette  formule^ 


•^-m 


»  Nous  défignont  ici  le  (înus  totah  ou  le  rayon  pat'  R  »  au  lieu  que 
•Mt  PavoM  àéStpé  pat  r  ^ba*  P^nalo^  I  k 
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dont  nous  ferons  ufage  dans  la  première  table  roivante.  Si  l'on 
connoît  N  +  n ,  on  connoîtra  pgr  les  tables,  co  taiig.  (t  N+ 
4^)  »  &  le  quatrième  terme  de  la  proportion,  dont  je 
fiippofe  les  trois  premiers  connus ,  fera  trouver  la  demi-dîf- 
fércnce  des  angles  N  &  z?»  Ajoutant  cette  demi  ditFérence  1 
leur  demi-fomme  ,  l'on  aura  le  plus  grand  angle  que  je  fiip* 
pofe  être  N;  retranchant  lainême  demi-difierence  de  la  demi- 
lomme,  Ton  aura  le  plus  petit  angle  que  je  ruppofe  <»=  iz.  Si 
l'on  connoiflbit  N  —  /z^  avec  m  &  M ,  le  troiiîémè  terme  de  la 
propordon  fetoit  le  t€rme  cherché.  L'ayant  trouvé,  on  aiiroit 
facilement  N  &  ;?. 

,  D'un  autre  côté  l'analogie  V  donne  R  :  co-fip.  P  :  :  co-fin.  B  : 
eo-(în.  H,  &R  :  coim. P :: co-fin.  b  :  co-^.â,  &deUroii 
cire  aifémcnt  " 

V.  co-fin.  B  :  co  fin.  B  ::  co-fin.  H  :  co-fin.  A. 

•  Puifque  co-fin.  B  :  co-fin.  B  ::  co-fin.  H  :  co-fin.  A  ,  l'on 
aura  (  co-fin.  B  ■+•  cofin.  B)  :  (  co-fin.  B  -—  co-fin. 2^)  :: 
(co-fin  H  +  ço-fin.  ^^"(co-fin.  H  —  co-fin.  h).  Mais(co-fini  B 
•+  ço-fin.  B  )  i  (co-fin.  B  —  co-fin.  B)::  lang»  Tf  cB  H-t  ^  ^)  • 
lang  {i  cB  —  jcB),  &  (co-fin.  H +CQ-fin.«)  :  (co-fin.H 
-;- co-fin.^)  ::  tang.(7cH-4-f  c  A)  :  tang.  (r^H  —  r^^)S 
'aînfi  l'on  a  l'analogicfui vante, 

VI.  tang.  (  i  cB  .4-  T  cB)  :  tang,  (icB  —tcB)  :î 
tang.  (1  ^H+t^^)  *  ^ang»  (t<^H  —  j c/') , ou co-tang.  (r^ H 

■+7tf^)  :co-tang.  (l^cH  —  \^ch)  ;:  co-tâng.  (ï-cB'+'rc^): 
co-tang.  (  f  <;  B  -r-  r  c  B). 

Enfin ,  de  l'ïinaîogic  VU ,  on  tircR  :  co-fin.  N  ;  :  co-tang.  P; 
€o-tang.  M  ,  ou  R: co-tang.  P  :  co-fin.  N  :  co-tang.H,&R  : 
$         ço-tang.  P  :  :  co-fih.  n  :  co-tang.  h  ;  donc 

VII  co-fin.  N  i  co-fin. «  ::  co-tang,  H  :  co-tang.  A. 

•  loo,  Ces  fept  analogies  contiennent  la  folutîon  du  Problème 
propofé.  Suppofons  que  ce  que  l'on  cherche,  angle  ou  côté,  eft 
défigné  par  Q,  ce  qui  eft  oppofé  âl^  çhofe  cherchée  côté  pu 
angle  par  T ,  les  chofes  adjacientes  de  part  &  d'autre  de  ce  quç 
Ton  cherche,  de  manière  que  ce  que  l'on  cherche  angle  ouçôt^ 
(on  compris  entr'ell^s  par  K  âc>^  ^ç  Içs  cl^o^s  entre  iefqueU^; 
eft  compris  ce  qui  eft  oppofé  à  ce  l'on  cherche  par  P  &  Z'  >  ei^ 
inettant  les  lettres  majulcules  d'pn  çtié. ,  èc  les  petites  letcirci 
de  l'autre  3  de  manière  que  P  &  K  foient  contigus  l'un  à  l'autre, 
jaufiî  bien  que  jp  &  *,  on  iMXZ,  dp^  IçtQres  K ,  ^^ ,  f ,  j?  ,.T , 
^Qlit  trois  marquerpptdaQS  çha^yiftiçasl^ç  îfw  çfe^ftideçiVWi 
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,Qët^t toujours  ce  que  1  on i^îierche^  Les  lettres K,i  &?,;?> 

peuf^nt  ^tre  mifes  les  unes  pour  les  autres ,  fans  représenter 

des  cas  réellement  difFérens ,  par  exemple '^\t  cas  Kil?  P  n'eftpas 

i-éellement  difFérenc  dii  Cas  repréfencé  pir  K  ^  ^  ,  parce  qu  il 

importe  peu  de  quel  côté  on  écrive  les  îetiesK,^  &  P,/»,  pourvu 

.que  Ton  conrerve  le  refte  de  Tordre.  Par  la  même  raifon  1^ 

combinalfon  KpjT  eft  cenfée  la  même  due  A-P  T.    Cel^  pof(^ 

il  cft  facile  de  voir  que  tous  les  cas  polïïbles  fc  réduife^t  aux 

fe  fïiivans  I.  kitlP  ou  ;b  K  p ,  &  KJLTou  AKT  ,  III.  K Vp  ou  K;  P , 

iV.  K  P  T  ou  A;7  T,  V-  K  r  T  ou  k  F  T.,  VI.  P  p  T  ou/7  P  T. 

•Maw^arce  que  la  chofe  cherchée  Q  peut  êire  un  angle  ou  un 

côté ,  il  y  a  en  tout  douae  qucftipns  à  rcljbudrc.  \       ,;, 

'  Si  on  cherche  un  coré  >  &  que  T  (  chôfe  oppoféei  ce  jqa'oa^ 

cherche)  foit  connu ,  fubpôfez  que* Q  eft  A  (dans  les  fig.  138' 

&  1 3^  )  ,  &  que  y  eft  M.  Mais  fi  vousf  cherchez  un  angle  ,' 

f\ippofe3  que  Qeft  M,    &  que  T  eft  h.  ftlais  fi  T  n'e^  pa?" 

donné  ,  &  qu  on:cherche  un.  côté,  fuppofez  que  ce  côté  çft  re-' 

îpréfenté  par  B  zp^,  &  que  T^^glp  cherché  e{i=N  i;:  «•  Ayant 

'  cnfiîite   marqué.  (  dans  les;  figures  13 8^  &   13P  )   les  autres' 

choies  qui  fout  cenfêes  données  ;  fai.  joint  ici  deux  tables  y 

par  le  m.oyen  desquelles  on  peut  répondre  aux  douze  queft^on» 

.dont  on  a  befoin  dans  la  refolutiofi-des  triangles  fphérique^ 

Qblique-angjes.  3i  Kqn  cherche  u(i  côté ,  on  feraufage  de  la  pre* 

ipiere  table  )'&  de  la  féconde  lorfquon  cHejrchera  un  |ingle.' 

Au:reft^  datos  ces*  tables  nous  ^vons  défîgné  le'finus  pjrîîn  J 

le  cofinuspar  cof,.la  cotkngente  paccot  ?  aiirfi  cot.  M  ex  >rhii!Ç 

la  côtangente  de  l*kngle  }^ ,  cof.  n  le  cofinuade  Tare  H  ^  ^c    ; 
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»oi.  L'u(àge  de  ces  tables  eft  facile  k  comprendre.  Suppo* 


première  table  vous  4it  que 
t  de  l'angle  M ,  comme  le  finas  de  l'arc  H  oppoie  a  l'angle  m  eft 
Tbiufinusde  l'arc  ou  du  cocé  h  cherché.  Mais  ce  même  finus  poo* 
I  hraot  appartenir  à  un  arc  plus  petit  (ju'un  quart  de  cercle  ou  i 
.  kbn  fiipplément ,  on  ne  peut  s'aflurer  par  cette  régie  û  k  eSt 

*  plus  grand  ou  moindre  qu'un  quart  de  cercle.  Ici  K  repréfèntc 

•  ranele  T  w  M ,  l'angle  m  T  M  étant  repréfenté  par  k ,  cet 
';luigle  dans  la  %•  13P  eft  une  des  chofes  entre  lefquelles 
'  cft  compris  le  câté  on  l'arc  h  cherché  Mais  M  efl  compris 

entre  le  cdté  H  5c  le  côté  B  ;.  aii^fi'  pouV  t(ï  ici  rcptédmé 
«par  H.  A  l'égard  de  T  ou  de  la  chofô  oppofée  a  ce  qu'on 
"  cherche  ,  E  ta  vi£ble  que  c*eft  l'angle  M  oppofé  au  côté 

•  içhçrché  h. 

.^  Sappofbtts  maintenant  qu'étant  donné  le  cjté  H ,  la  bafè 
'  M/n  =  B  qi  ^  (  félon  que  le  côjcé  NR  tombe  en  dçhors  ou  en 
^.  dedans  de  fangie  MT  m ,  ou  fe|on  que  les  angles  M.  Se  m  font 
!>>  tous  les  deux  dé  (iiSSrente  ou  de  même  efpece(i^7))  l'angle 
2^M ,  &  qu'on  chprchc  A  c'eft-à-dire.  Je  côté  oppofé  à  l'angle  AL 
'  Oi:  l'angle  Jfl.  efl  compris  entre  H&  M  >7z;  ainfi  H  &  6  rc^ 
'  repréfentent  ici  P  &  p*  L'analogie  co^liri  M  :  r  ;:  co-tang.  H: 
^  co-tang.  B  fera  évidemment  trouver  là  valeur  de  B^  B  étant 
pconnu  j,  ^  le  fefa  au^  /puifqu'on  connoît  B  1=  ^  (  par  fuppo- 
■  iîtion }.  C'efl  poûrqhoi  par  la  féconde  analogie  (  qui  eft  a  la 
droite  de  celle  djDnt  nouii  venons  de  parler)  co-un.  B  :  co-(in.  b\z 

*  co  fin.  H  :  co-fîn.  A ,  on  trouvera  la  valeur  de  A; 

"  '  Au  refle.  on  peut  fe  di(pen(èr:  de  faire  attention  à  la  première 
^colonne  dé  chaque  table;  fuppefous,  par  exemplt  ,  qu'étant 
|idonhé  ^  côté  fl  adfacènt'l  l'angle  M  avec  les  deux  angles 
^^M  ^m  qui  comprennent  le^ôt^  mm  auquel  eft  oppofé  l'aode 
^  N  qz  /z  cherché.  Les  données  H,  m,  M  {è  trouvent  au  bas 
^  de  la  féconde  colonne  de  la  {qcoiî^  table  ,  &  à  côté  dans 
:  la  froifiéme  colonne  je  trouve  If  .Zf^  n^  L'analogie  xot.  M 
'  :  r  ::  cof.T}  :'  cot.  N  me  fait  trouver  N»  L'analogie  (  qui 
.eft^  cété  )  cof*  M  :  cof.m  ::  fin.  N:  fin.  n  me  ?era  cdn* 
^'WSttrifc  ^ ,  pourvu  que  je  fâche  fi  it:  eftos  angle  aigu  ou 
^  obtus.  P^f^o^  je  qrouyqrs^  iKilemCftt  N  qp  ^  1  1^  fig^e  Cwfir 
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riewr  aura  lieu  fi  M-  &  m  Cent  d'çlpece  4ifieç,cnçe  ,  &  le  figijie 
inférieur,  Ç  M  &  m  font  de  même  efpece. 

zoî,  Cépendapc  on  ne  peut  pas.  toujours  s'affurer  ps^r lé 
i^pyeçi  4es  règles  précédentes  fi  le  côté  ou  ITanglc  cherché  eft 
plus  grand  ou  mpindre  que  9f>°-*  Car  fuppofons  ^uc  le.  plan 
au  4ewî-percle  ANB  (ng«  40  )  cû  oblique  i celui  du  demi- 
cercle  A  D  B  &  que  du  centre  C  de  la  (pheré  avec  le  rayon 
G  N  ^  o^  décrive  l'arc  NR  perpendiculaire  au  plan  du  dmi- 
c'ercle  A  D  B  ,  qu  on  décrive  de  même  ,  en  prenant  R  D  =» 
RiE  ,  les  arcs  N  D ,  N  E ,  ileft  vifible  que  les  triangles  fphé- 
riques  redangles  NRD>  NRE  ayant  les  côtés  qui  com« 
prennent  l'angle  droit  égaux,  font  égaux  *.  Donc  les  aneles 
rT  D  R ,  N  £  R  font  ée^iux  entr'eux  au0i  >bien  qme  leurs  lup- 
plémens  N  D  A  ,  NcB.  Ceft  pourquoi  Ton  peut  former 
deux  triangles  fphériques  obliquangles  difFérens  N  D  A, 
NEBdans  lefquels  les  angles  Â&B  foient  égaux  entr'euz 
aufii-bien  que  les  côtés  N  D,  N  E  qui  leur  font  oppofês,  &  les 
angles  N  D  A  &  NE  B.  Delà  il  fuit  i^  qu'étant  donnés  deux 
angles  A  ,  A  D  N ,  &  le  côté  N  D  adjacent  à  l'un  de  ces  an- 

fles ,  le  triangle  n  efl  pas  déterminé  ;  puisque  deux  triangles 
ifFérens  peuvent  avoir  ces  trois  chofes  égales.  2  ^  Deux  cô- 
tés donnés  N  A ,  N  D  &  l'angle  A  non  compris  entre  ces 
côtés  ne  déterminent  pas  non  plus  un  triangle  fphérique  NAD^ 
puifque  le  triangle  N  A  E  a  ces  trois  mêmes  cho(ès  égales. 

De-là  il  fiiit  que  toutes  les  fois  que  par  le  moyen  de  deux 
angles  &  d'un  côté  qui  n'eft  pas  compris  entre  ces  angles , 
on  cherche  un  côté  ou  un  angle,  on  ne  peut  s'aflùrer  fi  ce 
que  l'on  a  trouvé  vaut  plus  ou  moins  de  ^0°.  De  forte  quê- 
tant donnés  M,m,&H^ilyade  l'ambiguïté,  â  moins  qu'on 
ne  iàche  d'ailleurs  Ci  le  côté  ou  l'angle  cherché  efl  aigu  ou 
obtus.  Il  y  aura  auffi  la  même  ambiguïté  ,  lorfqu'on  cher- 
chera  un  angle  ou  un  côté  par  le  moyen  des  trois  données 
H  ,  A ,  M  ,  c'eft-à-dirc ,  par  le  moyen  de  deux  côtés  &  d'un 
angle  qui  ne  fera  pas  compris  entre  ces  côtés.  Ainfi  dans 
le  premier  cas  de  la  féconde  table  on  ne  fait  pas  fi  l'angle 

>f>  Si  dans  deux  triangles  reéUngles  ,  dont  les  côtés  qui  comprennent 
Tangle  droit  font  fuppofés  égaux ,  on  conçoit  les  côtés  qui  comprennent 
Tangle  droit  de  Tun  appliqués  fur  ceux  qui  comprennent  Tangle 
droit  de  Pautre  »  il  en  viiible  que  ces  côtés  fe  confondront  auffi- 
bien  que  les  deux  hypothénufes  »  &  que  ces  triangles  ne  formeront  qu'ua 
fi^ul  &œême  triangle  ;  de  forte  qu^ils  font  égaux  en  tout. 
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dierché  m  eft  aiga  ttx  obtus  :  |Ku:ce  que  le  même  finus  peot 
appartenir  i  <leuz  angles  <&ffi(ren$,  fupplémens  l'un  de  l'antie. 

jDans  le  cinquième  cas  de  la  même  table  l'ambigoité  con- 
fifte  eo  ce  qu'on  n'a  pas  plus  de  raifbn  pour  prendre  b^  fomme, 
que  la  difiorence  àt%  angles  N&  /<•  Pans  le  cinquième  casde 
la  premicre  table  on  ne  Uic  pas  non  plus  fi  l'on  doit  prendre 
la  fomme  ou  la  diffiirence  de  B  &  de  ^. 

Dans  les  cas  diffi^ens  de  ceux  dont  on  vient  de  parler ,  il 
ne  bxiioïi  y  avoir  aocun  doute» 
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